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Resumo

Em varios paises, tm sido recorrentes relatos de dificuldades de entendimento de conceitos algébricos. A
solugdo para este problema, proposta por grande parte da comunidade de educadores matematicos pelo mundo,
foi promover a introdugdo de conceitos algébricos desde os primeiros anos escolares.O objetivo deste trabalho
foi descrever e analisar os invariantes operatérios utilizados por estudantes do terceiro ano do Ensino
Fundamental em situacGes que envolvem a nocédo de equilibrio algébrico. A metodologia de producdo e analise
de dados utilizada foi o método clinico de manipula¢do-formalizagdo. Os sujeitos da pesquisa foram 24
estudantes do terceiro ano do Ensino Fundamental, os quais foram submetidos a uma atividade envolvendo
quatro pesos e duas balangas. Os participantes deveriam equilibrar os pesos dois-a-dois, sem saber a medida de
um dos pesos, que representava a incégnita do problema algébrico proposto. Foram realizadas entrevistas
clinicas com todos os participantes para investigar os invariantes operatérios utilizados por eles na resolu¢éo do
problema. O referencial tedrico da pesquisa é a teoria dos campos conceituais.Constatou-se a possibilidade de
uso de quatro invariantes operatorios: 0s teoremas-em-agdo “completar a quantidade que falta” e “encontrar a
incognita a partir do equilibrio”; e os respectivos conceitos-em-agdo “sequéncia sem niimeros que se repetem” e
“equilibrio dos pesos na balanga”.O conhecimento de como a crianga desenvolve a nogdo inicial de equilibrio
algébrico, que é o principio do processo de entendimento do conceito formal de equacdo, pode ajudar
professores dos Anos Iniciais a criar atividades que estimulem o desenvolvimento desta habilidade algébrica.

Palavras-chave: Equilibrio Algébrico. Pensamento Algébrico. Ciclo de Alfabetizag&o.

Abstract

In several countries, there have been recurrent reports of difficulties in understanding of algebraic concepts. The
solution to this problem, proposed by much of the mathematical educators’ community around the world, was to
promote the introduction of algebraic concepts since the early school years. The aim of this work was to describe
and analyze the operational invariants used by third grade students elementary school in situations involving the
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notion of algebraic balance. The methodology of data production and data analysis used was the handling-
formalization clinical method.The subjects were 24 third grade students of elementary school, which were
submitted to an activity involving four weights and two scales. The participants should balance the weights two-
by-two, without knowing the extent of one of the unknown weights the algebraic problem. Clinical interviews
were held with all participants to investigate the operational invariants used by them to solve the problem. The
theoretical research framework is the theory of conceptual fields. It was noted the possibility of using four
operational invariants: the theorems-in-action "complete the missing amount” and "find the unknown from the
balance™; and related concepts-in-action "sequence without numbers that repeat” and "balance weights on the
scale". The knowledge of how the child develops the initial algebraic balance notion, which is the beginning of
the process of understanding the formal equation concept, can help early years teachers to create activities that
stimulate the development of this algebraic ability.

Keywords: Algebraic Balance. Algebraic Thinking. Literacy Cycle.

1 Apresentacao do estudo

Os primeiros métodos formais de resolucdo de equacdes polinomiais foram
introduzidos pelo matematico Al-Khwarizmi no século IX D.C., com a publicacdo de seu
livro Al-Kitab al-jabr wa’l Mugabalah. Segundo Baumgart (1992), tal publicacdo deu origem
a palavra Algebra, utilizada hoje para designar uma grande &rea da Matematica, que estuda
diversos tipos de equacdes, proposicGes gerais sobre polindmios e, também, todas as
possibilidades de generalizacdo simbolica das mais variadas ideias matematicas.

Métodos informais de resolucdo de equacGes do primeiro grau e alguns casos
particulares de equacgdes do segundo grau foram desenvolvidos por povos antigos, tais como
os babilénios e os egipcios (BOYER, 1996). Textos escritos em tabuas cuneiformes e papiros
apresentam registros de resolugdo de equagdes. Segundo Freitas (2015), o matematico grego
Diofanto de Alexandria foi responsavel pela adogdo de simbolos especificos para representar
incdgnitas. Somente a partir do século XVI, as letras passaram a representar incognitas, apos
o trabalho do matematico Viéete (BOYER, 1996).

No ambito da Matemética avancada, a Algebra atualmente estuda funcdes, matrizes,
nameros complexos, sistemas lineares, vetores, funcBes, estruturas tais como grupos, anéis,
corpos, etc (HEFEZ, 2014). No ambito da Educacdo Basica, o conceito de equacdo é, em
geral, o primeiro a ser ensinado, geralmente na etapa do sistema de ensino de cada pais
quando a crianga possui entre dez e doze anos de idade. Segundo dados do National Council
of Teachers of Mathematics (NCTM), associacdo de professores e pesquisadores da area de
Educacdo Matematica, sediada nos Estados Unidos, é precisamente nessa etapa que ocorre
grande parte das dificuldades no aprendizado de conceitos matematicos (NCTM, 2008).

Para contornar tais dificuldades, a solucéo indicada pelos membros do NCTM (2008),

corroborada por grande parte da comunidade de educadores matematicos pelo mundo, foi
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promover a introdugdo de conceitos algébricos desde os primeiros anos escolares, adaptando a
linguagem algébrica para o contexto da crianca. Isto possibilitaria trabalhar com as ideias de
equacdo, incognita, simplificacdo de expressdes algébricas e operagdes com variaveis em
formulas, sem o empecilho das representacdes, que constituem uma barreira para o
aprendizado de conceitos algébricos iniciais.

O primeiro movimento de inclusio da Algebra desde os Anos Iniciais no Brasil
aconteceu com a publicacdo do documento do MEC intitulado Elementos Conceituais e
Metodoldgicos para Defini¢do dos Direitos de Aprendizagem e Desenvolvimento do Ciclo de
Alfabetizacdo (1° 2° e 3° anos) do Ensino Fundamental (BRASIL, 2012). O pensamento
algébrico passou a fazer parte do curriculo oficial com a publicacdo da Base Nacional Comum
Curricular (BRASIL, 2017), também conhecida pela sigla BNCC.

Embora o pensamento algébrico esteja cada vez mais presente nos documentos oficiais
que orientam o curriculo escolar, ainda ha muita discussdo a ser realizada a respeito de como
deve ser o ensino deste eixo de conhecimentos matematicos, pois se trata da subarea da
Matematica mais recentemente integrada aos Anos Iniciais da escolaridade.

Um aspecto do pensamento algébrico bastante discutido em pesquisas internacionais €
0 desenvolvimento da nocdo de equilibrio algébrico, que vem a ser uma espécie de
“prototipo” do conceito formal de equagdo matematica. O que caracteriza esta nogao de
equilibrio é o fato de haver um valor desconhecido que torna verdadeira uma igualdade entre
duas quantidades. Escolhemos este aspecto para ser analisado com mais profundidade na
presente pesquisa.

O objetivo deste trabalho € descrever e analisar os invariantes operatorios utilizados
por estudantes do terceiro ano do Ensino Fundamental em situa¢des que envolvem a nogéo de
equilibrio algébrico. Pretende-se elucidar as estratégias mentais espontaneas de estudantes dos
Anos Iniciais em situacdes que envolvem a ideia de equilibrio algébrico. Esta ideia de
equilibrio algébrico é normalmente representada na escola pelo sinal de igualdade, porém este
sinal s é explorado do ponto de vista do equilibrio, em geral, na etapa em que é introduzido o
conceito de equagdo. Raramente apresenta-se o sinal de igualdade como uma representacgdo de
equilibrio nos Anos Iniciais de escolaridade.

Nossa principal referéncia internacional é o trabalho de Blanton et al. (2015). Em
nossas buscas por estudos anteriores, tanto brasileiros quanto internacionais, ndo encontramos
trabalhos que tenham realizado procedimentos de coleta e analise de dados semelhantes aos
realizados neste trabalho, ou que tenham abordado a questdo do pensamento algébrico a partir

da oOtica da teoria dos campos conceituais. Pretendemos contribuir para a literatura sobre
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pensamento algébrico nesses pontos.

2 Pesquisas sobre o pensamento algébrico

Segundo Blanton e Kaput (2005, p.413), o pensamento algébrico podeser
caracterizado como 0 “processo pelo qual os alunos generalizam ideias matematicas a partir
de um conjunto de casos particulares, estabelecem essas generalizacdes através de discurso
argumentativo, e expressam-nas de formas progressivamente mais formais e adequadas a sua
idade”.

Um dos aspectos do pensamento algébrico que se destacou, com relacdo a ideia de
equacao, foi a existéncia de ideias da crianca em relacdo a funcdo da relacdo de igualdade em
expressdes. Alguns estudiosos passaram a denominar pensamento relacional o conjunto de
esquemas mentais utilizados na resolucdo de expressdes que envolvem o sinal de igualdade.

Problemas do tipo a+b=_+c, foram analisados no trabalho Carpenter et al. (2005).
Segundo os autores, € possivel desenvolver na crianca a nocao de equilibrio a partir deste tipo
de situacdo. Stephens e Wang (2008) analisaram as habilidades envolvendo o pensamento
relacional de estudantes do 6° e 7° anos escolares em Portugal, em situacOes aritméticas de
adicdo, subtracdo, multiplicagdo e divisdo, concluindo que aplicagdo de problemas de
pensamento relacional promove no estudante uma visdo mais ampla do significado do sinal de
igualdade em expressdes matematicas.

Trivilin e Ribeiro (2015) estudaram as noc¢des de professores dos Anos Iniciais a
respeito dos diferentes significados do sinal de igualdade, constatando limitagdes dos
participantes da pesquisa, inclusive no que diz respeito ao reconhecimento da importancia da
abordagem deste tipo de problema desde os Anos Iniciais.

Outro trabalho bastante recente, e que representa o estado da arte das pesquisas sobre
0 pensamento algébrico é o de Blanton et al. (2015). Nesse trabalho, os autores propdem aos
participantes a seguinte situacdo, que envolve o pensamento relacional: “Preencha as lacunas
com 0s numeros que tornam a sentenca verdadeira. Como vocé conseguiu sua resposta? a)
7+3=_+4. Por qué? b) 5+3=_ +3. Por qué?” (BLANTON et al., 2015, p. 83, traducdo
nossa).

N&o encontramos estudos focados nas estratéegias mentais de estudantes frente a
situacBes algébricas de equilibrio algébrico em lingua portuguesa, o que nos motivou a
analisar com mais profundidade este aspecto neste trabalho. Além disso, também nédo

encontramos trabalhos precedentes sobre pensamento algébrico embasados na teoria dos
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campos conceituais. Isto significa que a temética € nova em lingua portuguesa, e também o

ponto de vista tedrico € sem precedentes, pelo menos de acordo com nossas buscas.

3 Referencial tedrico

Geérard Vergnaud (1990, 2009), professor e pesquisador francés que realizou diversos
estudos sobre a aprendizagem das operagdes aritmeticas, é autor da teoria dos campos
conceituais. Esta teoria tem como base a epistemologia genética de Jean Piaget. Para
Vergnaud (1990, 2009), um conceito pode ser entendido como uma sintese de situacgdes,
invariantes operatorios e representacdes utilizadas pelo sujeito, que servem como parametros
para apontar caracteristicas de diferenciacdo em relacdo a outros conceitos.

As representacGes possuem a funcdo de compartilhamento social, possibilitando ao
sujeito comunicar suas formas de pensar por meio da linguagem. Em termos psicol6gicos, as
representacdes constituem os significantes, ou seja, objetos socialmente estabelecidos para a
comunicacdo no contexto de caracterizacdo do conceito.

Na teoria dos campos conceituais, as situacdes sdo entendidas como aquelas
experiéncias vivenciadas pelo sujeito que, de alguma forma, requerem ou possibilitam o uso
do conceito em torno do qual se analisa 0 campo conceitual.

Os invariantes operatorios sdo, na verdade, heranca da epistemologia genética de
Piaget (1971, 2003), e constituem a forma como o pensamento se organiza em esquemas de
acdo. Os invariantes operatorios consistem nos aspectos relacionais e nocionais universais, 0s
quais sustentam as condutas (esquemas), para determinadas classes de situacdes (problemas).
Quando colocados em acdo, 0s invariantes operatérios se transformam em conjuntos de
esquemas progressivamente mais complexos.

Na teoria dos campos conceituais, 0s invariantes operatérios podem ser de dois tipos:
teoremas-em-acdo, quando sdo proposicdes, ainda que provisorias, construidas pelo sujeito
para agir nas situacbes que envolvem o0 conceito; ou conceitos-em-a¢do, quando Ssao
premissas que o sujeito utiliza para fundamentar as a¢Ges, e também para aplicar os teoremas-
em-agdo. No presente trabalho os invariantes operatérios constituem o tema central, uma vez
que, na literatura, as situacdes e representacdes envolvidas no pensamento algébrico da
crianga ja séo bem conhecidas.

E importante ressaltar que, tanto os teoremas-em-acdo quanto 0s conceitos-em-acao
constituem-se em sequéncia de agBes mentais implicitas, ou seja, 0 sujeito ndo formula

conscientemente uma proposic¢éo, ou deriva formalmente uma proposi¢cdo de um conceito, ele
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apenas age, e tal acdo expressa 0 esquema mental que o sujeito utiliza na situagdo ou
problema que Ihe é apresentado.

No trabalho de Blanton et al. (2015), por exemplo, sdo apresentados varios exemplos
de situacGes que envolvem pensamento algébrico, bem como possibilidades de representacdes
mentais que os sujeitos desenvolvem quando agem nesse tipo de situagéo.

Esses invariantes operatorios sdo “captados” por meio de uma metodologia chamada
de metodo clinico, que vem a ser um conjunto de procedimentos que consistem em entrevistar
sujeitos, enquanto agem em determinadas tarefas, e posteriormente, formulam explicacdes

sobre as acdes realizadas.

4 Procedimentos metodologicos

Neste trabalho utilizamos o método clinico de manipulagdo-formalizacdo de Piaget
para coletar e analisar os dados qualitativos oriundos de entrevistas realizadas com estudantes
do terceiro ano do Ensino Fundamental. Seguimos os procedimentos apontados por Delval
(2002).

E importante esclarecer que Jean Piaget ndo utilizava esta denominagio para seu
método. Na verdade, ha poucos detalhes da descricdo de métodos na obra de Piaget. Esta
terminologia, bem como o detalhamento dos procedimentos € uma reinterpretacdo realizada
por Delval (2002).

Segundo Delval (2002), no método clinico de manipulacdo-formalizacdo, o
pesquisador propde ao participante que manipule objetos, os quais sdo previamente
selecionados pelo pesquisador especialmente para que o participante pense a respeito do
conceito que o pesquisador pretende abordar. Em seguida, 0 pesquisador pede ao participante
qgue expligue os movimentos realizados, o0 que possibilita rastrear o pensamento do
participante, e, por conseguinte, obter pistas sobre seus invariantes operatorios.

O método clinico de manipulagdo-formalizacédo foi utilizado para captar o pensamento
algébrico dos participantes desta pesquisa, especialmente 0s esguemas invariantes
relacionados com a nogdo de equilibrio algébrico. Uma atividade, que chamamos de
Problema da Balanca, foi proposta para os estudantes. A partir desta atividade realizamos a
andlise dos invariantes operatorios utilizados pelas criancas.

Outras atividades também foram realizadas nos mesmos dias em que os dados
apresentados neste trabalho foram coletados. O conjunto total dos dados, de todas as cinco

atividades aplicadas para os mesmos 24 participantes, foi analisado na tese de doutorado do

Bolema, Rio Claro (SP), v. 33, n. 65, 1424-1443, dez. 2019 1429



ISSN 1980-4415
B DO http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v33n65a21

primeiro autor deste trabalho (BECK, 2018). Neste artigo fizemos um recorte que pretende
discutir os resultados da pesquisa da tese no que se refere particularmente & nogdo de
equilibrio algébrico. Da analise das acOes, reacOes, condutas que o0s participantes
manifestaram nessa atividade, identificamos os invariantes operatérios ali por eles utilizados.

Atividade (Problema da Balanga): Quatro potes de pléstico, preenchidos com bolinhas

de argila ndo visiveis para o participante, sdo distribuidos igualmente em duas balancas
eletronicas. Pede-se para o participante equilibrar os pesos, de modo que a soma dos dois
pesos de uma das balancas seja equivalente a soma dos pesos da outra. Trés dos potes contém
uma etiqueta com a quantidade de bolinhas de argila que estdo em seu interior, e um deles
apresenta apenas um ponto de interrogacdo no rétulo. Pergunta-se ao participante quantas
bolinhas estdo contidas no pote com ponto de interrogacdo. Ressalta-se que para 0s primeiros
doze participantes, os trés rotulos identificados com as quantidades foram os seguintes: um,
quatro e cinco, sendo dois o valor da incdgnita. A partir do décimo terceiro participante, 0s
numeros identificados foram: um, dois e trés, sendo quatro o valor da incognita.

A troca de valores foi realizada devido ao fato de as entrevistas com os ultimos doze
participantes terem sido realizadas alguns dias ap0s as entrevistas com 0s doze primeiros
estudantes, o0 que provocou receio nos pesquisadores de os estudantes comentarem sobre a
atividade realizada neste intervalo de tempo entre as duas coletas de dados, e assim,
prejudicar a segunda etapa da coleta. A troca dos pesos foi importante para surpreender os
participantes, no caso de eles previamente ja estarem a par das quantidades que estariam

envolvidas na atividade.

Figura 1 — Material de aplicacio da atividade
Fonte: Autoria propria (2018).

Vinte e quatro estudantes do terceiro ano do Ensino Fundamental participaram do

estudo. A pesquisa foi realizada em uma escola publica da periferia de um municipio do
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interior do estado do Rio Grande do Sul. A escolha pelo terceiro ano se deu pelo fato de ser o
encerramento do Ciclo de Alfabetizacdo, ou seja, espera-se que 0s alunos ja estejam
alfabetizados matematicamente; também, pelo fato de esta atividade ser uma adaptacdo de
outra, apresentada no trabalho de Blanton et al. (2015), que tem como publico alvo
participantes de nivel escolar equivalente.

Na etapa de coleta de dados, o Problema da Balanga foi aplicado na mesma escola,
com duas turmas diferentes. Doze alunos realizaram a atividade numa tarde e outros doze em
outra. A etapa de analise dos dados seguiu a sequéncia de passos sugerida por Delval (2002, p.
166): 1) categorizacédo; 2) agrupamento das categorias; 3) validacdo qualitativa das categorias
(comparacéo das respostas dos sujeitos e conferéncia geral das categorias de procedimentos);
4) definicdo dos niveis de respostas (verificacdo de sobreposicdo categorica e diferenciacédo
clara das categorias construidas).

Na categorizagdo, procedimentos semelhantes foram classificados na mesma
categoria. O critério para associar dois procedimentos semelhantes foi a semelhanca de ideias
nas falas dos sujeitos participantes. O agrupamento das categorias aconteceu, primeiramente
ordenando as categorias em ordem de complexidade das acdes realizadas pelos sujeitos, e
avaliando se algumas categorias poderiam ser reorganizadas, possivelmente como uma
categoria so.

A validagdo qualitativa aconteceu atraves de uma revisdo detalhada da configuracéo da
categorizacdo realizada. Também foi realizado um teste utilizando um didlogo representante
de cada categoria e 0 nome da respectiva categoria, 0s quais foram apresentados a uma pessoa
alheia a pesquisa (no método clinico chama-se de juiz esta pessoa externa), que verificou se 0
didlogo realmente corresponderia a categoria que escolhemos. A categorizacdo pensada
inicialmente concordou com a classificacdo do juiz.

Os niveis de respostas foram definidos a partir da comparacdo dos procedimentos que
os estudantes realizaram, com as estratégias que emergiram dos dados da pesquisa de Blanton
et al. (2015), as quais constituem o estado da arte das estratégias de pensamento algébrico de
estudantes dos Anos Iniciais, em termos de pesquisas internacionais.

A partir dos niveis de respostas, constatamos as principais ideias que constituem os
esquemas mentais dos estudantes, em uma ordem ascendente de complexidade. Dessa forma,
foi possivel sintetizar cada estratégia em ideias mais simples, inferindo desta forma, algumas
proposi¢cBes mentais dos participantes, e também ideias a priori que fundamentam tais
proposi¢cdes. Sdo essas ideias e proposi¢cOes que caracterizam 0s conceitos-em-agdo e 0S

teoremas-em-acdo relacionados com cada nivel de respostas. Este processo possibilitou
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descrever e analisar os invariantes operatorios de equilibrio algébrico.

5 Resultados e discussao

Nesta secéo apresentamos os resultados da pesquisa, no que diz respeito aos diferentes
significados do sinal de igualdade. A ideia de igualdade como forma de equilibrio entre duas

quantidades foi representada pela igualdade dos pesos nas balangas.

5.1 Categorias de procedimentos

Iniciamos apresentando nesta se¢do os procedimentos realizados pelos participantes.
Consideramos como procedimentos validos, as acfes fisicas realizadas por eles, além da
verbalizagdo, isto ¢, acbes envolvendo a manipulacdo dos objetos que foram colocados diante
dos estudantes, e posterior explicacdo sobre as agdes realizadas.

A primeira categoria de procedimentos que consideramos relevante apresentar € a que
denominamos de Escolha-Aleatdria. Esta categoria se caracteriza pela auséncia de um
procedimento bem definido para agir na situagdo proposta, na qual o estudante apenas sugere
um ndmero para que possa cumprir sua participagdo, ndo seguindo uma linha de pensamento
operacional, isto ¢, um pensamento que apresenta claramente relacdes de causa e efeito. No
Quadro 1 sdo apresentados alguns trechos de falas que ilustram os procedimentos

caracteristicos da categoria Escolha-Aleatorial.

Escolha-Aleatéria | [7] _Quantas tu acha que tem aqui nessa caixinha? _Duas. _Como tu sabe que é
duas? _N&o sei. _Se quiser pegar as maletinhas, pode pegar também (mas o
estudante decide ndo pegar os potes). Como tu fez para chegar no dois? _Contando
de dois em dois (Entrevista com aluno 7, 2018).

[11] _Quantos tem nesta caixinha aqui? _Trés. _Como tu sabe que é trés? _N&o sei
explicar. _Tu fez alguma conta? _Nao (Entrevista com aluno 11, 2018).

Quadro 1 — Categoria Escolha-Aleatoria
Fonte: Autoria préopria (2018).

E importante ressaltar que, na elaboracdo do problema chamamos de potes o material
utilizado, mas ao longo da entrevista, tanto o pesquisador, como 0s participantes passaram a

se referir aos potes, chamando-os de caixas,caixinhas ou maletinhas. Portanto, para

10s nimeros entre colchetes se referem aos participantes, na ordem em que as entrevistas foram realizadas. Os
trechos em italico constituem as respostas dadas pelos sujeitos participantes da pesquisa. O restante das falas, ou
seja, sem italico, foram realizadas pelo pesquisador, enquanto entrevistava as criangas.
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informac&o do leitor, na analise da atividade, os termos pote, caixa,caixinha ou maletinha s&o
considerados sindnimos.

O procedimento utilizado pelo estudante [7], que disse ter chegado a resposta
contando de dois em dois, ainda que ndo houvesse diferenca em agrupar as quantidades,
pareceu uma justificativa para que as perguntas cessassem, porém sem o desenvolvimento de
uma linha de pensamento bem definida. O estudante [7] aparentemente ndo atribuiu
importancia a resposta do problema proposto. A estudante [11] reagiu as perguntas de forma
semelhante. Ambos os estudantes realizaram escolhas aleatdrias, sem considerar formas de
pensar mais elaboradas para chegar a resposta.

A categoria Pega-Caixa (Quadro 2) apresenta procedimentos que se basearam
principalmente no contato fisico dos estudantes com os potes. Para eles, o critério de
determinacdo da quantidade de bolinhas de argila contidas nos potes era unicamente 0 peso

dos potes, ndo admitindo solugdes envolvendo algum tipo de operagdo aritmética.

Pega-Caixa [2] _Quantas bolinhas tu acha que tem nessa caixa aqui? _(pega a caixa com ponto de
interrogacédo e sacode perto do préprio ouvido) Duas, ndo, trés. _Duas ou trés? Sé vale
uma. _Duas (Entrevista com aluno 2, 2018).

[6] _Quantas bolinhas deve ter nessa caixinha aqui? _Deve ter acho que umas trés.
_Como é que tu sabe que é trés? _Por causa do peso que a gente sente (Entrevista com
aluno 6, 2018).

[8] _Aqui tem quatro bolinhas de argila, e nesta aqui eu ndo sei. _Duas! _Como € que
tu sabe que é duas? _E que eu também balancei olha (e balanga a caixa com ponto de
interrogacao), nao uma s6. _Uma ou duas? O que tu acha? _Ah, sdo duas. _Mas teve
colegas teus que disseram que tem trés, tu acha que eles tdo certos ou tdo errados?
_Acho que alguns tao certos e outros tdo errados. _Quem ta errado? quem disse que
tem trés ou quem disse que tem dois? _Acho que tem duas. _Esta é tua resposta final,
duas? _Sim. (Entrevista com aluno 8, 2018).

[9] _Aqui tem quatro, quantas tu acha que tem aqui? _Uma. _Como é que tu sabe que
tem uma? _(balanga a caixa préximo do ouvido) Por causa do peso, da para ver que é
uma. _Tu fez as contas? Tem colega teu que disse que tem mais. _N&o, eu acho que
tem uma. N&o tem duas. _Pelo barulho? _Sim. (Entrevista com aluno 9, 2018).

[10] _Quanto tu acha que tem nessa caixinha? _(balanca a caixinha proximo ao
ouvido) Uns dois. _Por que tu acha que tem dois? _Porque eu acabei de empurrar
para ca e eu acho que tem dois. _T& bom, teve colega teu dizendo que deu um, teve
colega dizendo que deu trés, tu acha que tem dois? _Eu acho que tem dois (Entrevista
com aluno 10, 2018).

[12] _Quantas bolinhas tem aqui (apontando para a caixa com a interroga¢do no
rotulo)? _Quatro. _Como tu sabe que é quatro? _Nao, nao sei. Pelo peso. Eu posso ver
o tamanho dessa? _Pode pegar, s6 ndo pode abrir. _(balanca a caixa préximo do
ouvido) E uma bolinha, mas é grande. (Entrevista com aluno 12, 2018).

[13] _Quantas bolinhas tu acha que tem nessa caixa aqui? _Acho que tem umas cinco.
_E por causa do peso da caixa? _Sim. N&o, tem nove. _Cinco ou nove? _N&o sei
(Entrevista com aluno 13, 2018).
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[14] _Aqui tem uma, aqui tem duas, aqui tem trés e aqui eu ndo sei, quantas tu acha
que tem aqui? _Pode fazer isso? (balancando a caixa). _Pode. _Quatro. _Pelo peso?
_E. _Tufez alguma conta? _N&o (Entrevista com aluno 14, 2018).

[16] _Aqui tem uma, aqui tem trés e aqui tem duas, quantas tu acha que tem aqui?
_Quatro. _ Como é que tu sabe que é quatro? _Pelo peso. _Tu pegou a caixinha e
sentiu o peso? _E mais pesada que essa (pega a caixa com trés no rétulo). Dessas aqui
ela é a mais pesada. _Mas poderia ser cinco, ndo é? Tem certeza que é quatro? (o
participante testa todas as caixas e compara 0s pesos). _N&ao parece ter trés. Nao, aqui
tem cinco (Entrevista com aluno 16, 2018).

[17] _Quantas tu acha que tem nessa caixa? _Uma, ndo, deixa eu vé. Trés. _Por que
trés? _Pelo peso. (e depois o participante confere todas as caixas). _E ai, quanto tu
acha que tem? _Quatro (Entrevista com aluno 17, 2018).

[18] _Aqui tem uma, aqui tem duas e aqui tem trés, quantas tu acha que tem aqui.
_Quatro. _Como € que tu sabe que tem quatro? _Ah, ndo sei, eu acho que tem quatro.
_Foi pelo peso, como é que foi? _Foi pelo peso. Tu fez alguma conta? _N&o
(Entrevista com aluno 18, 2018).

[19] _Quantas bolinhas tu acha que tem nessa daqui? _Trés. Tu fez alguma conta,
alguma coisa assim? Ou tu t4& mais ou menos vendo o0 peso da caixa? _Quando eu
peguei a trés, eu vi 0 peso que ela era, dai eu peguei essa aqui e vi que era 0 mesmo
peso da trés. _E se eu te dissesse que da para fazer alguma conta para saber quanto tem
aqui exatamente, que conta tu faria? _N&o sei (Entrevista com aluno 19, 2018).

[20] _Quantas bolinhas tu acha que tem aqui dentro? _Quatro. _Como é que tu sabe
que é quatro? _Porque deu para ver a diferenca que tem aqui, chegava a quase
quatrocentos (medida na balanca), e quando tem aquele trés ndo chegava. _Entdo tu
viu pelo peso aqui na balanca? _E (Entrevista com aluno 20, 2018).

[21] _Quantas tu acha que tem aqui? _H&, cinco. _Por que tu acha que tem cinco?
_Porque eu acho. _Que conta tu ta fazendo, tu ta fazendo alguma conta? _Pelo peso.
_Tu acha que esse aqui é mais pesado do que os outros? _E. (Entrevista com aluno 21,
2018).

[22] _Quanto vale esse aqui (apontando para a caixa com nimero desconhecido de
bolinhas de argila)? _Tudo junto, tem seis. _Tudo junto? E. Tu fez o que? Trés mais
dois mais um? _E, ndo sei. _Tu pode ver pelo peso, quantas tem nessa aqui, SO
(apontando para a caixa com valor desconhecido)? (o participante se mostra pensativo).
_Tu pode ver pelo peso, pode pegar as caixas. (0 participante pega as caixas e testa 0s
pesos). _Acho que aqui tem duas. Nao, acho que tem uma. Uma. (Entrevista com aluno
22,2018).

[24] _Quantas tu acha que tem nessa aqui? _Quatro. _Como é que tu sabe que é
quatro? Tu fez alguma conta? E pelo peso? Tu pode pegar, se tu quiser, as caixinhas.
_E, quatro, ou cinco. _Tu ta em davida pelo peso? _E, pode ser. _Teve colega teu que
disse que da menos. Tu acha que eles tdo errados? _N&o sei, eu acho que sim. _Entdo
quantas tu acha que tem aqui? Quatro ou cinco? _Cinco. (Entrevista com aluno 24,
2018).

Quadro 2 — Categoria Pega-caixa
Fonte: Autoria propria (2018).

A grande maioria dos entrevistados desta categoria optou por tentar descobrir o
numero de bolinhas de argila da caixa néo identificada pelo peso (ou massa, que seria o termo
formalmente cientifico), as vezes comparando com as outras, como no caso dos estudantes

[16], [17] e [21], as vezes pelo barulho, como no caso da estudante [9]. Poucos estudantes
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observaram as relacOes entre as quantidades; talvez o estudante [20] tenha chegado o mais
proximo disso, pois ele compreendeu que poderia usar a informagdo do peso do pote para
responder a pergunta, mas este procedimento sé serviu como um meio de testar se a caixa
com a interrogacao era a mais pesada, o que se mostrou uma forma eficiente de definir qual o
mais pesado.

E importante destacar também que os procedimentos adotados pelos participantes da
categoria Pega-Caixa foram os mais rapidamente colocados em pratica, de modo que isso
pode nos levar a inferir que este seja o procedimento mais intuitivo (isto é, um procedimento
que indica a presenca de relacbes de causalidade, porém com minima capacidade de
representacdo formal), o qual ocorreu quase instantaneamente por aqueles que o utilizaram.

A categoria Por-Exclusdo (Quadro 3) abrange procedimentos que se basearam na
hipétese inicial dos estudantes de que deveria haver uma sequéncia ininterrupta de nimeros.
Nos procedimentos adotados pelas respostas desta categoria, ndo seria permitido “pular

numeros”.

Por-Exclusdo | [4] _Quantas bolinhas tu acha que vai ter aqui nesta caixa? _(pega a caixa na méo e
balanca préximo ao préprio ouvido) Quatro. _Como é que tu pensou para fazer? _Era
assim (balancando a caixa). Tem quatro, quer ver 6 (pega a caixa com rétulo “4”, coloca
em uma das balangas, e em seguida, pde a caixa de peso desconhecido na outra
balanca). N&o, ndo tem quatro (testa todas as outras em seguida), tem trés bolinhas aqui.
_Como € que tu pensou? _Porgue nenhum aqui é igual (Entrevista com aluno 4, 2018).

[5] _Nessa caixa eu ndo disse quantos tem, na verdade eu ndo sei também, queria que tu
tentasse, de alguma maneira, responder. _Dois. _Como é que tu sabe que é dois?
_Porque nédo tem dois em nenhuma (Entrevista com aluno 5, 2018).

[15] _Quanto que vale o ponto de interrogacdo ali que eu ndo sei? _Tem quatro. _Como
tu sabe que é quatro? _Porque ali tem um, dois, trés, s6 falta o quatro (Entrevista com
aluno 15, 2018).

[23] _Quantas tu acha que tem aqui? _Eu acho que tem quatro, eu ndo sei. _Como € que
tu sabe que tem quatro? _Se esse é um, esse dois, e esse é trés, entdo esse s6 pode ser
quatro. _Como é que tu sabe? _Ah, pela ordem, ndo sei. _E ndo poderia ser cinco? Por
gue ndo poderia ser cinco? _Porque ai eu acho que néo estaria na ordem (Entrevista
com aluno 23, 2018).

Quadro 3 — Categoria Por-excluséo
Fonte: Autoria propria (2018).

A expressdo “pela ordem”, usada pelo estudante [23] indica que a crianca que utiliza
procedimentos da categoria Por-Exclusdo adota um esquema, no qual certa regra deve reger a
construcdo da sequéncia. Neste caso, parece que a sequéncia ndo poderia repetir, nem pular
nameros. Esta hipétese inicial de completar a sequéncia aparece também na fala da estudante
[15], o que pode ser percebido pelo uso da expressdo ‘“so falta”, na fala do estudante [4]

quando usa a expressdo ‘“‘porque nenhum aqui é igual” e, também, na fala da estudante [5],
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quando justifica dizendo “porque ndo tem dois em nenhuma’ .

Tendo em vista que os rotulos foram alterados apds a aplicacdo da atividade para os
doze primeiros participantes, e que na segunda aplicacdo os rétulos eram um, dois e trés;
acreditamos que a mudanca dos numeros nos rétulos nao influenciou a organizacéo das acoes
dos participantes que utilizaram a categoria de procedimentos Por-Exclusdo, ja que de
qualquer forma, em ambas as sequéncias, a incognita € um numero natural diferente dos
demais, os quais formam uma sequéncia de sucessores, apesar de ndo haver um motivo
estritamente l6gico ou fisico para que na sequéncia nao pudesse haver nimeros repetidos.

Destaca-se que as regras matematicas utilizadas pelos participantes que adotaram
procedimentos do tipo Por-Exclusdo, ndo foram enunciadas pelo pesquisador, nem estavam
explicitas no material de manipulacéo apresentado.

A categoria Compensacdo (Quadro 4) compreende procedimentos que se basearam no
calculo mental de busca por valor desconhecido, no sentido discutido por Beck e Silva (2016),
levando em consideracdo o equilibrio dos potes nas balangas, e a relagdo matematica existente
entre os potes. Este tipo de procedimento se mostrou bastante sofisticado, tendo em vista que

envolve varias habilidades aritméticas e a percepcdo de valor desconhecido.

Compensagdo | [1] _Quantas bolinhas tu acha que tem aqui nesta caixa com ponto de interrogacao?
_Acho que tem duas. _Como € que tu sabe que tem duas? _Eu também nao sei, mas eu
acho que tem, mas eu ndo consigo explicar. _Mas tu pode tentar s6 me dizer como é
que tu pensou? _Eu acho que tem duas porque ja que aqui deu quase a quantidade
daqui (apontando para as caixas contendo os rotulos “1” e “5”, e logo em seguida,
para as caixas com rétulos “4” e “?””), eu acho que tem um pouco ... Um pouco Menos
que tem dessa (apontando para a caixa com rétulo “4”), para dar a mesma coisa dali
(Entrevista com aluno 1, 2018).

[3] _Quantas bolinhas de argila tem aqui nessa caixa. _Se desse lado aqui tem seis,
aqui tem mais duas bolinhas, ou mais uma. _Como é que tu pensou para fazer?
_Porque se aqui tem cinco e aqui tem mais uma, deu mais do que aqui, entdo esse
aqui deve ter bolinha a menos. _Entdo quantas bolinhas tem nesta caixa aqui que é
interrogacdo? _Nessa daqui tem duas (Entrevista com aluno 3, 2018).

Quadro 4 — Categoria Compensacdo
Fonte: Autoria propria (2018).

As expressdes “para dar a mesma coisa dali”, utilizada pela estudante [1], e “entdo
esse aqui deve ter bolinha a menos”, usada pelo estudante [3] indicam o uso do critério de
que o equilibrio deveria ser mantido. Embora sejam procedimentos baseados em estimativas,
representam uma evolucdo importante no sentido do reconhecimento da relagdo de equilibrio
entre duas medidas.

Os raciocinios que fundamentaram os procedimentos que compdem a categoria

Compensacdo permitiram que os estudantes ficassem mais atentos no fato de buscar o valor
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desconhecido do que nas operagdes aritméticas ou nas propriedades fisicas envolvidas no
problema. Ainda que tenham estimado, e ndo realizado calculos exatos, os procedimentos

desta categoria se mostraram eficientes.

5.2 Discussdo dos procedimentos a luz das estratégias

Nosso referencial tedrico é a teoria dos campos conceituais, pois a partir dos dados
coletados, construimos os conceitos-em-agdo e teoremas-em-acao que envolvem a nocdo de
equilibrio algébrico. Nesse sentido, o trabalho de Blanton et al. (2015) constitui um
importante ponto de partida, ndo como referencial tedrico, mas sim como principal referéncia
em termos de revisdo de literatura, ou seja, trabalho anterior ao nosso que aborda exatamente
a mesma tematica.

As categorias construidas para situacdes envolvendo equilibrio algébrico através da
coleta de dados levaram em conta aquilo que foi efetivamente obtido das falas dos
participantes. Nesta se¢do pretendemos aprofundar a relacdo entre os dados empiricos deste
estudo com os tipos de estratégias ja conhecidos da literatura, e mais especificamente, do
estudo de Blanton et al. (2015), que buscou compreender o efeito de se introduzir atividades
relacionadas com o pensamento algébrico no entendimento de estudantes dos Anos Iniciais.
Segundo Blanton et al. (2015), os estudantes apresentam trés tipos de estratégias frente as
situacOes envolvendo equilibrio algébrico, no que se refere aos diferentes significados do sinal
de igualdade em equac@es: operatodrias, computacionais e estruturais.

As estratégias operatorias consistem em focar apenas na operacdo aritmética a ser
realizada entre os nUmeros. Por exemplo, ao se deparar com uma equacdo do tipo 7+3=_+4, a
crianca ndo hesita em preencher a lacuna com 10, pois entende que o sinal de igualdade
cumpre a funcdo de indicar que, logo em seguida, deve-se escrever o resultado da operacéo de
adicdo entre os numeros 7 e 3.

As estratégias computacionais sdo caracterizadas por um timido reconhecimento de
que as quantidades dos dois lados do sinal de igualdade devem ser iguais, porém ndo ha
necessidade de que ambos os lados da igualdade sejam literalmente igualados a um mesmo
resultado, possibilitando a conclusdo de que ambos s&o iguais pela explicitacdo de um
resultado de referéncia. Por exemplo, se perguntarmos a uma crianga por que 7+3=6+4, e ela
justificar esta afirmacdo dizendo que “é porque 7+3=10 ¢ 6+4=10 também”, pode-se dizer
que ela estd usando uma estratégia computacional no entendimento do sinal de igualdade

como equilibrio entre duas quantidades, usando, para isso, 0 10 como referéncia.
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As estratégias estruturais se caracterizam pelo reconhecimento de que o sinal de
igualdade representa equilibrio entre quantidades e, além disso, um recurso que dispensa o
uso de um terceiro valor de referéncia para comparacdo literal com as quantidades da
equacdo. Por exemplo, ao se deparar com a equacdo 7+3=_+4, uma crianca que utiliza esse
tipo de estratégia ird responder que a lacuna deve ser preenchida com 6, sem a necessidade de
igualar 7+3=10 e 6+4=10, ou seja, sem a explicitagdo do resultado “10”, conotando assim o
entendimento de que o sinal de igualdade permite representar o equilibrio de forma mais
resumida.

Como procedimentos pré-operatdrios, consideramos aqueles relacionados com
estratégias que ndo apresentam explicitamente uma relacdo de causalidade nos raciocinios
utilizados para agir nas situacdes. E o caso dos procedimentos de Escolha-Aleatoria e Pega-
Caixa, 0s quais ndo consideram as relagcdes entre as quantidades apresentadas.

Os procedimentos operatério-computacionais se relacionam com estratégias que
apresentam algum tipo de relacdo entre as quantidades, mas ainda ndo em um nivel
compensatdrio, que seria o desejavel para obter sucesso na atividade apresentada envolvendo
a ideia de equilibrio algébrico. N&o foi possivel constatar a presenca de procedimentos
referentes as estratégias estritamente operatorias, no sentido de entender o sinal de igualdade
apenas como indicativo de resultado, pois ndo havia uma representacdo clara do que seria o
sinal de igualdade na atividade. Talvez possamos pensar que se algum dos participantes
tivesse simplesmente somado os valores de dois potes, aleatoriamente, isto caracterizaria uma
estratégia operatdria, mas isto ndo aconteceu.

Nas estratégias encontradas no trabalho de Blanton et al. (2015), o nivel
computacional se refere a um valor de referéncia que € obtido para os dois lados da igualdade,
de modo que é imprescindivel a representacdo explicita desse valor para que o sujeito se
certifigue da igualdade. Isto ndo aconteceu explicitamente, mas podemos dizer que o
procedimento usado por alguns participantes de tentar encontrar a incognita pela exclusdo das
outras quantidades se aproxima bastante dessa forma de pensar, no sentido de que é o
principio de pensamento sobre a relagéo entre as quantidades.

Devido a auséncia de estratégias puramente operatorias e considerando, em um sentido
mais amplo, as estratégias computacionais como uma primeira tentativa de relacionar as
quantidades do problema, optou-se por classificar os procedimentos Por-Exclusdo no mesmo
tipo de estratégias, denominadas Operatorias-Computacionais.

Nas estratégias Estruturais do trabalho de Blanton et al. (2015), a caracteristica

marcante esta na compensacao entre as quantidades, indicando o entendimento de que o sinal
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de igualdade representa o equilibrio das quantidades, se distanciando do conceito de
“igualdade como resultado”. Foi esta mesma caracteristica que encontramos na categoria de
procedimentos de Compensacao em nosso experimento. Por isso, propomos a fusao entre a
categoria Compensacdo (construida empiricamente neste trabalho a partir da coleta de dados)
e o tipo Estrutural de estratégias de pensamento algébrico (BLANTON et al., 2015), em outro
tipo de estratégias, que denominamos de Estruturais-Compensatorias.

E importante ressaltar que partimos do trabalho de Blanton et al. (2015) apenas para
seguir uma referéncia e, ao mesmo tempo, criar condi¢@es de discutir questbes relacionadas
com o pensamento algébrico no &mbito dos estudos mais recentes sobre esta tematica.
Todavia, ressalta-se que tanto a construcdo, quanto o agrupamento das categorias, teve como

principal eixo condutor os resultados da etapa da coleta de dados.

5.3 Niveis de respostas e invariantes operatdrios

Organizamos 0s niveis de respostas seguindo os diferentes tipos de estratégias, porém
recuperando as caracteristicas principais dos procedimentos associados a elas. Os niveis
levam em conta as estratégias, mas sua hierarquizacdo se da de acordo com a qualidade
operatéria de cada estratégia, isto €, niveis mais altos estdo associados com estratégias mais
sofisticadas.

Uma unica subdivisdo foi realizada, para as estratégias pré-operatdrias, uma vez que
foi constatada uma clara diferenca de procedimentos, entre aqueles participantes que optaram
por comparar 0s pesos dos potes, como os estudantes [9], [16], [17], [20], [21],e aqueles que
apenas enunciaram uma quantidade, sem esclarecer a estratégia matematica utilizada para
chegar ao resultado, como os estudantes [7] e [11]. Por isso, consideramos a estratégia Pré-
Operatoria como o Nivel | de respostas, subdividido em IA (procedimentos de Escolha-
Aleatoria) e IB (procedimentos de Pega-Caixa).

A estratégia Operatoria-Computacional constitui o nivel Il de resposta, caracterizado
por apresentar indicios de relacfes de causalidade no pensamento da crianga, e constituida
pelos procedimentos Por-Exclusdo. Neste nivel, o sujeito acredita que pode inferir o valor
desconhecido a partir das relagcdes entre as quantidades, se distanciando da ideia empirica de
avaliar o peso dos objetos ou da escolha aleatoria, sem nenhuma hipdtese. No entanto, como
se pode notar nos procedimentos usados pelos estudantes [4], [5], [15], [23], a organizagdo
dos esquemas da crianga, com regras proprias, Como “ndo pode repetir”, “tem que estar em

sequéncia” falam mais alto, e a ideia de equilibrio ndo é predominante como critério a ser
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utilizado para determinar a quantidade desconhecida.

Os procedimentos de compensacgéo utilizados pelos estudantes [1] e [3] constituem a
estratégia Estrutural-Compensatoria, o nivel mais avangado de respostas, no qual se percebe a
importancia que o sujeito da ao equilibrio entre as quantidades como critério de decisdo para
determinar a quantidade incognita. Por isso, consideramos os procedimentos associados com
esta estratégia como o nivel Il de respostas. Os diferentes niveis de respostas, acompanhados
pela descricdo dos procedimentos que 0s caracterizam, estdo sintetizados no Quadro 5, a

sequir.

Niveis Descrigdo dos procedimentos de solucao a tarefa de equilibrio algébrico

A crianga ndo percebe o equilibrio dos pesos como algo importante, nem tenta relacionar as
Nivel 1A quantidades, adotando critérios intuitivos e sem uma ldgica explicita para encontrar o
resultado. O subnivel IA se caracteriza por a crianca ndao adotar nem mesmo critérios
empiricos, como balangar as caixas, por exemplo, para chegar ao resultado.

A crianca ndo percebe o equilibrio dos pesos como algo importante, nem tenta relacionar as
Nivel IB quantidades, adotando critérios intuitivos e sem uma ldgica explicita para encontrar o
resultado. O subnivel IB se caracteriza pela adocdo de critérios mais empiricos, como pegar
ou balancar as caixas, apresentando a estratégia de comparacao, ndo a partir das quantidades,
mas das propriedades fisicas dos objetos.

A crianca ndo considera o equilibrio de pesos importante para calcular a incognita, mas tenta
Nivel 11 estabelecer relacBes entre as quantidades.

A crianca percebe que para encontrar o valor desconhecido é preciso compensar os dois lados
Nivel 111 da balanca, ou seja, s6 é possivel tentar encontrar a incognita a partir do equilibrio dos pesos.

Quadro 5 — Niveis de resposta
Fonte: Autoria préopria (2018).

A fim de resumir os principais resultados da pesquisa, no Quadro 6, a seguir,
apresenta-se uma sintese dos procedimentos, estratégias e niveis de respostas para a situacdo
de equilibrio algébrico proposta.

Procedimento Estratégia Nivel
Escolha-Aleatdria > Pré-Operatoria -> 1A
Pega-Caixa > Pré-Operatoria -> IB
Por-Exclusao > Operatoria-Computacional -> Il

Compensacao > Estrutural-Compensatoria -> 11|

Quadro 6 — Procedimentos, estratégias e niveis de solucédo a tarefa de equilibrio algébrico
Fonte: Autoria propria (2018).
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Para delimitarmos os invariantes operatorios utilizados para a situacdo de equilibrio
algébrico proposta, deve-se realizar uma anélise a partir de argumentos que levam em conta a
caracterizacdo de um campo conceitual (VERGNAUD, 1990, 2009). Tendo em vista 0
objetivo geral da pesquisa, isto é, descrever e analisar 0s invariantes operatorios utilizados por
estudantes do terceiro ano do Ensino Fundamental em situacBes que envolvem equilibrio
algébrico, os niveis de estratégias podem ser considerados reanalisados do ponto de vista da
teoria dos campos conceituais.

Vale ressaltar que, embora Vergnaud (2009) afirme que os esquemas constituem o
centro na identificacdo e descricdo de invariantes operatérios, ndo se restringindo a ideia de
niveis, optamos aqui por levar os niveis de respostas em consideracdo, tendo em vista nossa
escolha metodoldgica pelo método clinico. Além disso, também optamos por analisar 0s
esquemas dentro dos niveis, pelo fato de que a literatura sobre o assunto ja estabelece niveis
graduais de complexidade estratégica para a resolucdo de problemas de equilibrio algébrico.

Um primeiro teorema-em-ag¢ao que podemos destacar é “completar a quantidade que
falta”, presente nas estratégias de nivel II, caracterizado principalmente por um raciocinio de
exclusdo, ou seja, a partir de um modelo mental do que deveria ser a sequéncia das caixas
contendo bolas de argila, os estudantes deduziam aquela que estava em falta. Muitos
acertaram, ainda que ndo houvesse garantia nenhuma de que ndo haveria quantidades
repetidas. Assim, podemos considerar que um dos invariantes operatérios, quando se trata de
problemas de busca por valor desconhecido, é a deducdo por exclusdo de quantidades que se
apresentam. Podemos associar a este teorema-em-agdo, 0 conceito-em-acdo de “numero que
ndo se repete”, que nem sempre se mostrard eficaz, mas que é uma estratégia utilizada,
segundo os dados desta pesquisa.

Outro teorema-em-agao constado neste estudo foi o de “encontrar a incognita a partir
do equilibrio”, que ¢ caracterizado pelo entendimento de que o equilibrio entre as quantidades
deve ser o raciocinio predominante na estratégia de resolucdo do problema, de modo que 0s
calculos aritméticos sao importantes apenas depois de haver uma definicdo clara da estratégia
para encontrar o valor desconhecido. Sendo assim, na resolucdo de problemas que envolvem
equilibrio algébrico, o conceito-em-agao de “equilibrio dos pesos na balanga” é o mais

importante, pois é ele que da sentido a situagdo do ponto de vista algébrico.

6 Consideracdes finais

As representacdes utilizadas pelos participantes estiveram muito restritas ao plano
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mental. Podemos dizer que as representacdes de nivel 1l se baseiam fortemente no conceito-
em-agdo “sequéncia sem numeros que se repetem”. A partir desse conceito, desenvolvem o
teorema-em-acao “estabelecer relagdes entre quantidades”. No caso dos problemas propostos,
este teorema-em-acdo foi eficaz, mas poderia ndo ser para outras situacdes.

Podemos dizer que o teorema-em-agdo “encontrar a incognita a partir do equilibrio”,
parte de um conceito-em-acdo que amplia 0 espectro de respostas em relacdo as estratégias de
nivel II. O procedimento de “compensar”, do nivel III, procura eliminar a divida sobre o
equilibrio e, havendo equilibrio, ha garantia de que o problema foi resolvido, pois o objetivo
da situacdo é garantir que as caixas tenham o mesmo peso.

Por isso, o invariante operatdrio mais eficaz em situacbes envolvendo equilibrio
algébrico ¢ “encontrar a incognita a partir do equilibrio”, mas antes de tudo, ¢ importante que
haja o reconhecimento do equilibrio como algo a ser observado durante todo o processo, se
distanciando da ideia de focar nas operagdes aritméticas envolvidas.

Portanto, constatou-se a possibilidade de uso de quatro invariantes operatorios: 0s
teoremas-em-agdo ‘“completar a quantidade que falta” e “encontrar a incognita a partir do
equilibrio”; e os respectivos conceitos-em-acao “sequéncia sem nimeros que se repetem” e
“equilibrio dos pesos na balanga”.

A ideia de equilibrio algébrico pode ser trabalhada desde os Anos Iniciais de
escolaridade com atividades que envolvem uma quantidade desconhecida, como por exemplo,
o Problema da Balanca, abordado neste trabalho. As dificuldades apresentadas pelos
estudantes nesse tipo de situacdo podem ser superadas a partir do conhecimento de seus
invariantes operatorios. Este conhecimento sobre os invariantes oportunizara ao professor um
repertorio de atividades que possibilitem o uso de esquemas de compensacgdo, 0s quais sdo
muito importantes para o entendimento da ideia de equacdo, ensinada logo apds os Anos

Iniciais do Ensino Fundamental.
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