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Resumo. Os modelos bivariados tem sido utilizados com sucesso na anélise de
processos hidrologicos. Neste trabalho, sao deduzidas as distribui¢oes exatas das
varidveis U = X +Y, P = XY e Q@ = X/(X +Y) juntamente com seus respectivos
momentos quando X e Y seguem o modelo bivariado gama beta II. Essas fungoes
descrevem importantes variaveis hidrolégicas. Os resultados obtidos sao aplicados
em dados de precipitagoes pluviométricas ocorridas na cidade de Passo Fundo - RS.

Palavras-chave. Distribuicdo gama beta II, combinagao de varidveis aleatorias,
precipitagao pluviométrica.

1. Introducao

Motivados pelo crescente uso principalmente na andlise de dados nao normais, varios
modelos bivariados podem ser encontrados na literatura [2]. Os trabalhos desen-
volvidos por [1] impulsionaram o uso da distribuigdo gama bivariada na anélise
de processos hidrolégicos, sendo atualmente um dos mais utilizados. Por exemplo,
[15] estuda a aplicabilidade da distribui¢do gama bivariada de Smith na analise de
frequéncia das variaveis hidrologicas duragdo e volume; [16] apresentam uma revisao
de vérios modelos gama, com diferentes parametros de escala e forma, apontando
as vantagens e desvantagens de cada modelo no estudo de precipitacdo; [9] estu-
dam o comportamento de dados de seca do Estado de Nebraska considerando a
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distribui¢do gama bivariada de Cherian e [10] realizam o mesmo estudo com a dis-
tribuigdo exponencial bivariada de Friday e Patil; [7] aplica um modelo bivariado
gama exponencial na modelagem de dados de seca.

Considerando que X e Y se distribuem segundo um modelo bivariado, fungoes
dessas variaveis aleatorias, expressaspor U =X +Y, P=XY e Q =X/(X+Y),
tém um significado fisico importante de modo que diferentes autores tém trabalhado
no sentido de caracterizar essas distribuicoes e aplica-las em diferentes areas do
conhecimento, em particular em hidrologia [6, 11, 4, 8, 14] . Por exemplo, se X
representa o periodo de chuva e Y o periodo contiguo sem ocorréncia de chuva,
U = X +Y denota o periodo climatico e Q@ = X/(X +Y) a proporcao de chuva.
Neste contexto, o trabalho tém por objetivo apresentar a distribuicao bivariada
Gama Beta tipo II e deduzir a distribuicao exata das varidaveis U = X +Y, P =
XY eQ = X/(X4Y) sob a pressuposicio de que X e Y seguem esse modelo.
Como aplicacao é realizado o ajuste dessas distribui¢oes a dados de precipitacao
pluviométrica do municipio de Passo Fundo, RS.

1.1. Distribuigoes beta

Distribuigao beta tipo I: Uma varidvel aleatéria X tem distribuicao beta tipo I
com parametros a > 0 e 5 > 0 quando sua funcdo densidade de probabilidade (fdp)
é da forma: 51
(1 —2)”"
f@)=—F7——
B(a,p)

em que 0 < x < 1 e B(a, ) representa a funcdo beta,

(1.1)

B(a,B) = /01 (1= at. (1.2)

Simbolicamente, quando X possui fun¢do densidade de probabilidade dada por
(1.1), denotamos por X ~ BI(a, ), ou apenas, X ~ B(a, f3).

Distribuigao beta tipo II: Uma varidvel aleatéria X tem distribuicao beta
tipo II com parametros @ > 0, 8 > 0 e A > 0 quando sua funcao densidade de
probabilidade (fdp) é da forma:

A8
B (o, B)
em que z > 0. Quando X possui func¢do densidade de probabilidade dada por (1.3),
denotamos por X ~ BII(«, ).

As duas distribuigdes beta estdo relacionadas intrinsecamente por meio de uma
transformagcao. Varias caracteristicas referentes aos dois modelos podem ser encon-
tradas em [3, 5].

Além da funcao beta, os calculos envolvidos no trabalho incluem o uso de outras
funcoes especiais como a funcao gama,

flz) = 2 P (A4 )@t (1.3)

oo

INa) = /to‘_l exp(—t)dt, (1.4)

0
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a fungédo ¥(-),
¥ (a) = - [InT ()], (1.5

a funcao hipergeomeétrica confluente,

1
1Fy (a;b;2) = /ta ! )"V exp (—at) dt, (1.6)
0

comO0<a<beb#0,—1,-2,...¢ a funcio cilindrica parabodlica,

oo

21)/2 2 4 _ 2t
D, (z) = exp v/2 /) /t (+v/2) (1 t)v/271/2 exp (L) dt. (1.7)

2
0

As propriedades dessas fungoes especiais podem ser vistas em [3, 12]. Serdo ainda
utilizados os importantes Lemas 1.1 e 1.2,

Lema 1.1. (Equagdo 2.3.6.1, [13]). Se a > 0,

a

/ 221 (a — )" exp (—px) de = B (o, ) a® Py (asa + B; —ap) .
0

Lema 1.2. (Equagdo 2.8.15.1, [13]). Se a >0 e >0,

oo

0/:1:0‘ Lexp (—ra® — qa) dz = T(a)(2r) "/ exp (;’é) D_. <\/%> .
2. O modelo

A distribuicao bivariada gama beta tipo II tem fun¢do densidade de probabilidade
(fdp) conjunta dada por:

Fxy (x,y) = Ka® 1y~ exp [~ (az + cay)] (2.1)

comz >0,y >0,a>0,¢c>00<p8<aeK éa constante de normalizacao
definida por
cPa=P

K=r@re—p

Esse modelo pertence a familia gama bivariada de Arnould (ver [2]) e com essa
parametrizacdo ainda nao foi abordado na literatura.
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2.1.

Funcoes Densidade de Probabilidade

Considerando que X e Y tém distribuigdo conjunta dada pelo modelo (2.1), as fdps
marginais de X e Y sao respectivamente:

fx (@) = f(z,y)dy = | Kz* Yy’ Lexp[— (azx + cay)]d
X Z)/ yy)dy = / p y)ay
= 7 EIC(:_— 5 2 P Vexp (—azx),
fry) = f(z,y)de = [ Ka“ 1y Lexp [ (ax + cxy)| dz
Yy Y Z)/ ) Z)/ Y p Y
ao—b a —a
= Wf())y‘“ e (5 +)]
- B((B/,C) ﬂ)yB Gy

Portanto, X ~ G (o — f,a) e Y ~ BII (8, a — 3,%,.).

Nos Teoremas 2.1, 2.2 e 2.
P=XYeQ=X/(X+Y) quando X e Y seguem o modelo (2.1).

3 sao deduzidas

as fdps das varidaveis U = X + Y,
Inicialmente

apresentamos a fdp conjunta das varidveis U e @) (ver equacdo 2.5) e a fdp conjunta
das varidveis X e P (ver equagdo 2.7), que sdo uteis nas demonstragoes desses

teoremas.
Considere (U, Q) =

(X+Y,X/(X+Y)), onde X e Y sdo varidveis aleatorias

com fungao densidade de probabilidade conjunta dada pela equagdo (2.1). Entéo,

o Jacobiano da transformagao
ou ou
oxr Oy

J =
99 9
dr Oy

Assim, a fdp conjunta de (U, Q) =

é dado por:
1 1
B B 1
= y B =T ve
(z+y)?  (z+y)?

(X+Y,X/(X+Y)) é dada por

(a+ cu)

fueu,q) = fxy (ugu(l—q) x|J|™!
= Ku*thi-1ge- 1(1—q) - exp{—auq—cu2q(1—q)}
= K""’Blal(l—q)_exp{ (a+ cu)ug + cuq*}
- Kw”ﬁlf‘Wl—wﬁdwp{WQ@—9f—
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Considere agora (X, P) = (X, XY), onde X e Y sdo variaveis aleatorias com
funcdo densidade de probabilidade conjunta dada pela equagdo (2.1). Entdo, o
Jacobiano da transformacao é dado por:

Jx Ox
dx Oy 10
J = = =z (2.6)
op op y @
Jdr Oy

Assim, a fdp conjunta de (X, P) é dada por
fx.p(z.p) = fxyv (:v —) Bl
= Kz P 1pf~texp[— (azx + cp)]. (2.7)

Teorema 2.1. Sejam X eY wvaridveis aleatorias com fun¢ao densidade de probabi-
lidade conjunta dada pela equagao (2.1) e U varidvel aleatoria dada por U = X +Y.
Se a>2 e[ >2 sdao inteiros, entdo:

e EEEEE ) () ()

m=0n=0 5=0

9a+n—(m+j+1) ) 1 3
: 9m+]—11F1 m+]+ ’m+-7+ 292
m+j+1 2 2

mtj— m+j+1 m+ +3
(1—6)™" 11F1< 2] ; 2j (1—9))]

para 0 <@ <1e

e e SRR () (L) ()

m=0n=0 5=0

gotn—(mtj+1) - m+j+1 m+j+3
— - F 1-6)" ) -
L et (ML S )

gmti-l (m+2j i 1, m+2] +3 292”

para 0 > 1, em que u >0 e 0 = (a — cu)/(2cu).

Demonstracao. Considere U e P varidveis aleatérias com funcao densidade de pro-
babilidade conjunta dada pela equagdo (2.5). Para 0 < 6 < 1 entdo a fdp de U é
dada por:

1 2
fo(u) = Ku*ti™! /q“‘l (1—q)" "exp {cu2 (q—0y2 - et zzu) }dq
0

1
= Kuo“Lﬁlexp{ (a+cu) }/q 1—q B exp{cuz(q—9)2}dq
0
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Fazendo y = (w — 6)* temos:

fU(u)—21Ku°‘+ﬁlexp{ (a+cu) } Vy+6)"
[+]

(1-y-— H)ﬂ_l exp {cu y} y 1 2dy

@re?\[ [ “ e 1
__o—1 a+pB—1 _ a cu a — m pa—m—1
=2"'Ku exp{ 0 }/—i— / Z(m>(\/§) 0 X
0 0 m=0
B—1 B—1
Z ( n ) Vy+6)" exp{chy} y 1 2dy
n=0

e[S S (1) (1) (a0,

m=0n=0 j=0
9> (1-0)*

9a+n (m+j+1) g
/ / = exp{cu y} dy.

m—l—j—i—l

Aplicando o Lema (1.1) a integral acima, obtém-se:

e e SRR () (L) ()

m=0n=0 j=0

a+n—(m—+j5+1
gotn—(m+j+1) [9m+j—11F1 (m+]+1 m+]+3 g 1>+

m+j+1 2 ’ 2
i i+ 1 i+ 3 i
L= R mrJt ;m+j+ seu® (1—0)" 1) |
2 2
O resultado para 6 > 1 é obtido similarmente. O

Teorema 2.2. Sejam X e Y wvaridveis aleatorias com funcio densidade de pro-
babilidade conjunta dada pela equag¢io (2.1) e Q a varidvel aleatdria dada por
Q=X/(X+Y). Sea>2 e f>2 sao inteiros, entdo:

fala) = K¢ (1-q) ' T(a+5)[2eq(1—q)) F exp lil x

8cq (1 —q)
aq
D_ap) | 7= | >
( )< 2cq(1—q)>

em que 0 < g < 1.
Demonstragao. De (2.5) tem-se que a distribuicao de @ é dada por:

O/f(u,Q)du
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= Kq° 1—q5 1/ a+ﬂ_1exp{ [aug + cq (1 — q)u }}du
0
O resultado segue da aplicagdo do Lema (1.2) & integral. O

Teorema 2.3. Sejam X eY wvaridveis aleatdrias com funcao densidade de probabi-
lidade conjunta dada pela equagio (2.1) e P a varidvel aleatdria dada por P = XY
Se a>2 e[ >2 sdao inteiros, entdo:

=——p°lexp (—ep),

em que p > 0.

Demonstra¢ao. Considere X e P varidveis aleatorias com funcao densidade de pro-
babilidade conjunta dada pela equagao (2.7). A fdp de P é dada por

frp) = 7f($
0

= /K;zca‘*ﬁ*lpﬁ*1 exp [— (ax + ¢p)] dx

= Kp’lexp(— / z* P~ exp (—ax) dx
0

= m? “exp(—cp).

2.2. Momentos

Nesta secao sao deduzidos os momentos das variaveis U = X +Y e P = XY quando
X e Y seguem o modelo gama beta II (ver equacgao 2.1). Inicialmente apresentamos
o Lema 2.1 o qual é muito tatil nas demonstragoes dos Teoremas 2.4 e 2.5.

Lema 2.1. Sejam X eY wvaridveis aleatorias com fung¢do densidade de probabilidade
conjunta dada pela equagdo (2.1). Entao:

a” T (B+m)T(a+n—pF—m)

BT = T (B)T (o — B) ’

para os inteirosn > 1 el <m <n.
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Demonstrag¢ao. Sob o modelo (2.1), tem-se que:

E[X"Yy™] // y™ f (z,y) dydx

/KxoﬁLn Lyftm=Lexp |- (azx + cxy)] dydzx
0

o0 o0
K/:EO‘+" Lexp (—ax) /yﬁ"’m_1 exp (—cxy) dy | dx
0 0

a+n— F(/B+m)
= K/Qj + 1eXp (—CL.I) de

_ a™ T (B+m)T (a+n—pB—m) com m < n

T (B)T (a = p)

Em particular, para n = m = 1 obtém-se:
FB+)T(a-p) B
(BT (@—p) ¢

Teorema 2.4. Sejam X e Y waridveis aleatorias com func¢ao densidade de proba-
bilidade conjunta dada pela equagio (2.1). Entdo:

o~ n\a"T(B+n—j)T (a+2j—p)
E[U]‘Z<j) T T a— )

E[XY]

-0

<

para todo inteiro n > 1,

Demonstragao. Temos que:

EU"=E[(X+Y)" =) ( ;‘ ) E[X7y"I]. (2.8)
3=0
O resultado segue da aplicacdo do Lema (2.1). O

Teorema 2.5. Sejam X e Y waridveis aleatorias com fung¢do densidade de proba-
bilidade conjunta dada pela equagio (2.1). Entdo:

PP = S

para todo inteiro n > 1,

Demonstragio. Temos que: E[P"] = E[(XY)"] = E[X"Y"]. O resultado segue
da aplicagdo do Lema (2.1) para m = n. O
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2.3. Estimacao

Seja (z1,v1) , (x2,%2) ;- - ., (n, yn) uma amostra aleatoria da variavel aleatoria (X,Y)
com distribuigao conjunta expressa por (2.1), de parametros a, ¢, a e 8. A funcao
de verossimilhanca é:
n n
L = H i, y) = H Kz0 P exp [— (az; + caiys)]
i=1 i=1
n n n
= KnH (xft—lyffl) exp [— <ain+CZ$iyi>] . (2.9)
i=1 i=1 i=1
Aplicando a fungdo logaritmica a ambos os lados da equagdo (2.9) obtém-se:

n

In(L)=nln(K)+ (o — 1)Zln(xi) + (B - 1)Zln(yi) — ain — chiyi.
=1 =1 =1 =1 (210)
Assim,

Oln (L) nla—pB) <
da a a ;xi’

oln(L)  nB
= - ; TilYi,

oc
dln (L =
60(4 ) = nln(a)—m/}(a—ﬂ)—l—;ln(l’i),
Oln (L -
8ﬁ( ) = nln(c)—nln(a)—m/)(ﬂ)—l—nUJ(Oé—ﬂ)‘FZln(yi)a

i=1

em que ¥(-) denota a fungdo psi dada pela equacao (1.5).

Os estimadores de méxima verossimilhanca dos parametros a, ¢, a e 3, sao
os valores na qual a fungao de verossimilhanca é méaxima, ou seja, é a solucao do
sistema de equagoes:

nln(a) — ny (&—B) +iln(xi)—0

nln(é) —nln(a) — ny (B) + ny (&—B) —|—iln(yi) =0.

A solucao do sistema de equagoes de maxima verossimilhanca pode ser obtida nu-
mericamente através do software de computagdo algébrica MAPLE (versdo 16.02).
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Como nao é possivel obter as propriedades exatas do estimador de méaxima
verossimilhanca, um estudo computacional é apresentado. Para os dados utilizados
na secao 3 seguinte, as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros
do modelo sao:

4,2,a,B8) = (0.8654,0.1899, 3.3920, 1.2842
(

Fixando-se trés dessas estimativas, é possivel simular o grafico do erro quadrético
médio (EQM) do estimador de méxima verossimilhanga da seguinte forma: Supo-
nha fixados os valores de ¢= 0.1899, @ = 3.3920 e 3 = 1.2842, e permita que a varie
no intervalo [0,64905, 1.752436]. Tomam-se valores a; (i =1,2,...]) nesse inter-
valo e, para cada um desses valores, considera-se que o vetor dos parametros reais

é (aa &, B) — (as,0.1899, 3.3920, 1.2842). Substituindo na densidade (2.1), uma

amostra de tamanho 101 é obtida. A partir desta, a solucao do sistema das equagoes
de méaxima verossimilhanca é obtido e o erro quadratico determinado. Esse proce-
dimento, repetido 1000 vezes, permite a obtencao de uma estimativa para o erro
quadratico médio. Com isto, é possivel tracar o grafico do erro quadratico médio
como funcao do pardmetro a. Repetindo-se o processo para os outros parametros,
obtém-se graficos representados pelas Figuras 1, 2, 3 e 4.

Supondo os parametros reais dados por (a, ¢, o, 3) = (0.8654,0.1899, 3.3920, 1.2842)

foram simuladas 100.000 amostras de tamanho 101 e, para cada amostra, calculadas
as estimativas de méaxima verossimilhanca dos parametros, (a, ¢, a, B). Com isso
foi possivel obter:

1. As esperancas de cada componente dos estimadores:

(E 6].E[d,E[a],E {ED — (1.52940, 0.45604, 4.23305,0.74029)  (2.11)

2. O erro quadratico médio:

EQM — 1001000 3 [(a —a)+ (v _3)2 +(a-a)+(8-5) 1

= 0.49260 4+ 0.07933 + 1.02017 4 0.30527 = 1.89736 (2.12)

3. A Variancia das estimativas:

Var = iy {(a— B+ (5-£1]) +@- @7+ (3-£ [3})2]
= 0.05170+ 0.07933 + 1.02017 4 0.03053 = 0.38242 (2.13)
4. O Viés:

Vies

(@-B@)P+(b-£[]) +@-2@)+ (8- £[F])
0.44089 4+ 0.07083 + 0.70741 + 0.29581 = 1.51494 (2.14)

Observe que, como tem que ser, EQM = Var + Vies.
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EOM EOM Z\N\Jw/\/\/f/\r/
N

0,8 1,0 1,2 1.4 1,6 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
parametro a parametro c¢

Figura 1: (a,0.1899,3.3920, 1.2842) Figura 2: (0.8654,c, 3.3920, 1.2842)

4

EOM 2 N/\,\//f EOM |
’V\’\/\/W“M W

25 3 3,5 4 0,5 1 15 2

parametro o parametro B

Figura 3: (0.8654,0.1899,cv, 1.2842) Figura 4: (0.8654,0.1899, 3.3920,3)

3. Aplicagao

Nesta secao é feita uma aplicacdo do modelo na anélise de dados de precipitagoes
pluviométricas ocorridas na cidade de Passo Fundo, Estado do Rio Grande do Sul.

Os dados explorados correspondem a medigoes diarias de precipitagao pluvio-
métrica (mm) no periodo de Julho de 2009 a Julho de 2011, totalizando 730 ob-
servagoes. Os dados foram coletados pelo Laboratério de Meteorologia Aplicada a
Agricultura da Embrapa Trigo, Passo Fundo - RS, (latitude: 28°15'46"” S; longitude:
52°24/'24" W; altitude: 684m) e encontram-se disponiveis livremente para download
no endereco eletronico http://www.cnpt.embrapa.br /pesquisa/agromet.

Utilizando as medigoes do indice pluviométrico, obtém-se os dados sobre pe-
riodo de dias com ocorréncia de precipitacoes (X) e periodo contiguo de dias sem
ocorréncia de precipitagao (Y). O objetivo é modelar as variaveis X, Y e o periodo
climético U. O periodo climético indica um ciclo climatico, formado pela soma dos
dias sem chuva com os dias contiguos com chuva, essa quantidade também indica o
retorno do periodo de chuva.
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O ajuste das distribuicoes foi feito via Método da Maxima Verossimilhanca. Se
(1,91) -, (Tn,yn) € uma amostra aleatoria de (2.1), as estimativas dos parame-
tros do modelo sao: @ = 0.8654, ¢ = 0.1899, & = 3.3920 e 3 = 1.2842.

As fdps ajustadas de X, Y e U e os respectivos graficos de probabilidades ob-
servadas versus probabilidades esperadas, sao apresentadas nas Figuras de 5 a 10.

a |
0,247
— @
= |
©
0,24 — % e 4
5
-8 ]
23} O
(=] g =
0,14 — o
o
i o |
b=
<I:‘:‘:’:' T T T T T T
o] T T T t T | 0.0 02 04 06 08 10

Esperado

Figura 5: fdp ajustada de X Figura 6: p-pplot para a varidvel X
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08
|

0,20]

08
I
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02
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Figura 7: fdp ajustada de Y Figura 8: p-pplot para a variavel Y

Os graficos das distribuigcoes ajustadas e de probabilidade, Figuras 5 a 10, suge-
rem um bom ajuste para as variaveis periodo de chuva (X), periodo sem ocorréncia
de chuva (Y) e periodo climético (U), pelo gama beta tipo II. Deste modo temos
que o modelo bivariado gama beta II apresenta-se como uma alternativa na anélise
de dados de precipitacao pluviomeétrica.
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4. Conclusoes

Considerando que X e Y seguem o modelo bivariado gama beta II, foi possivel
deduzir as distribuicoes exatas e os momentos das variaveis aleatérias U = X + Y,
P=XYeQ=X/(X+Y) utilizando fungoes especiais. A estimacdo dos para-
metros do modelo pelo Método da Méxima Verossimilhanca e suas propriedades,
podem computadas utilizando métodos numéricos.

A aplicagao do modelo na analise de dados de precipitagoes ocorridas na cidade
de Passo Fundo do Estado do Rio Grande do Sul apresentou resultados satisfatorios,
levando-se em consideracao que os critérios graficos de qualidade de ajuste indicaram
uma boa adequacao do modelo aos dados observados.

Abstract. Bivariate gamma distributions have been used successfully on modeling
hydrological processes. In this work, supposing that X and Y follow the gamma
beta II bivariate gamma model, we deduce the exact distributions of the functions
U=X+Y,P=XY and Q = X/(X +7Y), as well as their respective moments.
Those functions describe important hidrological variables. An application of the
results is provided to rainfall data from Passo Fundo - RS.

Keywords. Gamma beta II distribution, combination of random variables, rainfall.
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