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RESUMO. Neste trabalho descreve-se de maneira detalhada, tanto analiticamente quanto numericamente,
a deteccdo e a classificagio de pontos criticos na trajetdria primdria de equilibrio de sistemas estrutu-
rais. Utiliza-se a Formulacdo Lagrangiana Total para descrever a cinemdtica de um elemento de barra
bi-articulado 3D. Através desta formulac@o obtém-se o vetor de forcas internas e a matriz de rigidez tan-
gente que levam em conta os efeitos da ndo linearidade geométrica. Assume-se um modelo constitutivo
linear eldstico para o estado uniaxial de tensdo-deformacdo, usando a deformacdo de Green-Lagrange e
a tensdo axial do segundo tensor de Piola-Kirchhoff que sdo energéticamente conjugados. Como estudo
de caso apresenta-se um sistema fisico simples com trés graus de liberdades composto por duas barras
bi-articuladas 3D e uma mola linear. Por fim, determinam-se as condi¢des geométricas e fisicas para a
coalescéncia entre os pontos limites e de bifurcacao.

Palavras-chave: Descricdo Lagrangiana total, andlise ndo-linear geométrica, pontos criticos.

1 INTRODUCAO

Tornou-se quase imperativo, para o avanco da ciéncia, compreender e simular os fendmenos
ndo-lineares em diversas areas do conhecimento, tais como, biomecanica, mecanica dos fluidos,
geotecnia, mecanica dos sdlidos, engenharia de tecidos humanos, etc. Por exemplo nas industrias
aerondutica, aeroespacial e petrolifera a andlise nao linear € imprescindivel no projeto de diferen-
tes tipologias estruturais aplicadas nesses setores. Por outro lado, para modelar esses fendmenos
de maneira consistente é necessdrio o conhecimento de fisica, matemadtica aplicada e compu-
tacional. Nas dltimas décadas muitos autores t€m publicados livros texto abordando diferentes
tépicos da analise ndo linear na drea dos métodos numéricos aplicados a engenharia, por exem-
plo, recomenda-se a leitura das seguintes referéncias: Belytschko et al. [1], Bonet e Wood [2],
Borst et al. [3], Crisfield [4],[5], Doyle [6], Hashiguchi e Yamakawa [7], Koji¢ e Bathe [8],
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352 DETECGAO DE PONTOS LIMITES E DE BIFURCAGAO

Krenk [9], Neto et al. [10], Simo e Hughes [11], Voyiadjis e Woelke [12] e Wriggers [13]. De-
corre, dai, a necessidade de difundir os conceitos basicos e fundamentais da andlise nao-linear
através do método dos elementos finitos, imbuido deste espirito, o trabalho, aqui apresentado,
utilizando um sistema fisico com apenas trés graus de liberdade, tem como objetivo apresentar
uma andlise tedrica e numérica da instabilidade estrutural que consiste na deteccao e classificagao
de pontos singulares na trajetéria de equilibrio primdria. Propde-se utilizar elementos de barra
bi-articulados por sua simplicidade tedrica, o que permite descrever, facilmente, a cinemadtica do
movimento do elemento e obter o vetor de forcas internas e a matriz de rigidez tangente ana-
liticamente, que sdo elementos imprescindiveis para uma andlise ndo-linear em mecénica dos
sOlidos. Para simular deformagdes eldsticas finitas, assume-se um modelo constitutivo hiper-
eléstico para o estado uniaxial de tensdo-deformacao, utilizando a tensdo axial do segundo ten-
sor de Piola-Kirchhoff e a deformacao de Green-Lagrange, que formam um par energeticamente
conjugado. Nos itens 2, 3 e 4 descrevem-se a cinemadtica do elemento bi-articulado 3D adotando
a Formulacdo Lagrangiana Total (FLT), a obtenc@o do vetor de forcas internas e a dedugdo da
matriz de rigidez tangente, respectivamente. No item 5 faz-se uma abordagem analitica detalhada
da detecgdo e classificagdo dos pontos singulares presentes na trajetéria primaria de equilibrio
utilizando um sistema fisico bastante simples composto por duas barras bi-articuladas 3D e uma
mola linear. No item 6 faz-se uma abordagem numérica da instabilidade estrutural do sistema
fisico descrito anteriormente, para isso utiliza-se um programa de elementos finitos que realiza
andlises ndo lineares geométricas escrito em Fortran90 pelos autores deste artigo. Por tltimo,
apresentam-se as conclusdes finais e as referéncias bibliograficas utilizadas neste trabalho.

2 DESCRICAO CINEMATICA

Z,z

Figura 1: Movimento do elemento bi-articulado 3D.
Seja um sistema de coordenadas globais cuja base € ortonormal conforme mostra-se na Figura 1.
Para expressar as varidveis cineméticas na configuracao indeformada utilizam-se as coordenadas

materiais (X, Y, Z), enquanto que, na configuracao deformada as coordenadas espaciais (x, y, z).
Na configuragdo indeformada as coordenadas nodais do elemento bi-articulado 3D sdo dadas por
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X, =X,.Y,,Z)eX, =(X,,Y,, Z,), respectivamente. Sua posi¢do e comprimento iniciais
sao dados por

AB=X,=X, X

i - OT_ B A 2.1)

I, =X, X,
Enquanto que na configura¢do deformada as coordenadas nodais do elemento bi-articulado 3D
sdo dadas porx, = (x,, y,,2,) €Xy; = (xz, Yz, ), respectivamente. Conforme mostra-se na
Figura 1 a coordenada atual do né A é dada porx, = X, +u,, enquanto que a coordenada atual
do né B se expressacomox, =X, +u,. Ondeuy = (u,,v,, w,) é o deslocamento dond A e
up = (uy, vy, wy) € o deslocamento do né B. Portanto, a posi¢do atual do elemento é dada por

—
ab=x=x,—x,

—

ab=x= X, +u,)— X, +u,)

“ (2.2)
ab =x = (XB _XA)+(uB _uA)

)

ab=x=X,+uy,

Figura 2: Vetor de deslocamentos nodais relativos.

Onde u,, = u, —u, ¢ o vetor de deslocamentos nodais relativos conforme mostra-se na Fi-
gura 2. Por outro lado, o comprimento atual se expressa como

F=xTx=(X,+u,,) (X, +u,,) 2.3)

Neste trabalho adota-se a formulacdo Lagrangiana Total para descrever o movimento do ele-
mento bi-articulado 3D, portanto serdo usadas as coordenadas materiais (X, Y, Z) e a configura-
¢30 indeformada para definir a medida de deformacao do elemento. Dentre algumas familias de
deformacdo descritas em coordenadas materiais existentes na literatura técnica, adota-se neste
trabalho, a medida de deformacdo de Green-Lagrange que compara os quadrados dos compri-
mentos atual / e inicial /, do elemento da seguinte maneira

r-ro

T 1
£p = ¢ = (X, uBA+§u£AuBA) (2.4)
0 0

[\

~
S}

~
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Note-se que esta medida de deformagao possui termos quadraticos em relacio aos deslocamentos

féuB

nodais relativos.

Z,z
Figura 3: Variacido virtual dos deslocamentos nodais.

Para obter o vetor de forcas internas utiliza-se o Principio do Trabalhos Virtuais (PTV), portanto é
necessario aplicar uma variag@o virtual no campo de deslocamentos na configuracdo de equilibrio
atual, conforme mostra-se na Figura 3, o que implica em uma variacdo virtual da deformacao de
Green-Lagrange que se escreve como

1 (y7 1 1
Se, = l—z(XOSuBA + 30ul uy, + sul Sug,)
0
1 T
de, = I—Z(XO(SuBA +u£A8uBA) (2.5)
0
T
Se, = liz(X0 +u,,) du,, = llzxr8uBA
0 0

onde du,, = du, — du, é a variagdo virtual do vetor de deslocamentos relativos. Note-se que
a variacdo virtual da deformacdo de Green-Lagrange consiste na projecdo da variacdo virtual
do vetor dos deslocamentos relativos sobre a posicdo atual do elemento definida pelo vetor x e
escalado por l;.

3 VETOR DE FORCAS NODAIS

Como mostra-se na Figura 4, seja f, = (f, , fAy, fa,) o vetor de forcas do n6 A, e f, =
(fo,+ f5,+ [5,) 0 vetor de forcas do n6 B, respectivamente. Para obter estes vetores de forgas
nodais aplica-se o PTV na configuracdo indeformada pois se estd utilizando a medida de defor-
macdo de Green-Lagrange, desta maneira expressa-se este principio como

ly

5V = / Néeyds —f,ou, —fdu, =0, 3.1)
0
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7,z

Figura 4: Vetor de forcas nodais e a varia¢do virtual dos deslocamentos nodais.

onde N € o esforgo axial que atua no elemento e € dado por N = o, A. Lembrando que a tensdo
axial o € energéticamente conjugada com a medida de deformacio de Green-Lagrange e € uma
das tensdes normais do segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchoff. Substituindo a equagao
(2.5¢) na equacdo (3.1), tem-se que

lO
8V = [ Nx"su,,ds —f ) su, —f du, =0

0 o

ION T T T
sv=_ ks (Suy —du,)ds —f, du, —f, duy =0

00 l l (3.2)
0 0
av:au;(—oflﬂzxds —fA)+5u;(0 %xds ~1,) =0
0
N N
fA=—§x, f3=§x

Neste trabalho assume-se que o, = E¢,;, onde E é o médulo de elasticidade longitudinal do
material, assim o esfor¢o axial pode ser definido como N = EAg; e a equagio (3.2d) pode ser
reescrita da seguinte maneira
EA EA
fo=——¢sx, [, = &% (3.3)

lO 0

4 MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

Ao aplicar um incremento infinitesimal nos vetores de deslocamentos nodais u, e u, na con-
figuragdo deformada, obtém-se um incremento infinitesimal dos vetores de forgas internas f, e
[, respectivamente, através da matriz de rigidez tangente. Portanto, define-se a relag@o entre 0s
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incrementos infinitesimais dos vetores de forgas internas e dos vetores de deslocamentos nodais

de - K duA (41)
df, "ldu, |’ ’

Onde K. é a matriz de rigidez tangente de ordem 6x6. Portanto, levando em conta a equagio

como

(2.2d) e diferenciando-se a equacdo (3.2d) em relacdo ao vetor de deslocamentos relativos,
obtém-se que

dN _ N
dq, = —xw — de
dg, = —(EF 4+ M)d@w, —u,) (4.2)
dq,= —dq,,

onde I é a matriz identidade de ordem 3x3. Por outro lado, diferenciando-se o esforco axial
em relagcdo ao vetor dos deslocamentos relativos, e levando em conta as equagdes (2.2d), (2.4) e
(2.5¢), chega-se a

dN ds;  EA EA
= EASSC = Z0(X) 4ul ) = —x” 4.3)
dug, dug, N N

Por dltimo, substituindo a equagdo (4.3) na equacgdo (4.2b) e levando em conta a equagio (4.3c¢),

dq, =<@ X®x —xQx +E 1 -1 ) du, @4)
qu l(*) —XRx xQx Iy | -1 1 du,

obtém-se que

Com
- I —I
P A
I |—x®x xQ®x o|—1 I
2 4.5
Xea XpaYpa Xpaipa (.5)
XQX=|Xp,Vps YﬁA YpaZlpa | >
Xpalpa  Ypalpa oA

onde K, é a matriz de rigidez material, de ordem 6x6, que depende do vetor posicdo atual do
elemento x cujas componentes SA0: X, = X, — X,, Yga = Vg — Y4 € Zpa = 25 — 2, K €
a matriz de rigidez geométrica que depende do esforco axial N e é de ordem 6«6 e o simbolo
® € o produto tensorial ou aberto. Portanto, a matriz de rigidez tangente se expressa como
K, =K, +K,_.

5 FORMULACAO ANALITICA

Para detectar os pontos criticos na trajetdria primaria de equilibrio analiticamente adota-se um
sistema estrutural composto por 2 elementos bi-articulados 3D. Na Figura 5 mostram-se as
condicdes de contorno, de carregamento, as propriedades mecanicas e geométricas deste sistema
estrutural. Note-se que no vértice como condicio de contorno hd uma mola linear de constante k
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Figura 5: Trelica espacial com uma mola lateral.

na dire¢io do eixo z. Neste n6 aplicam-se as cargas f, e f, nas dire¢des dos eixos y e z, respec-
tivamente. Assume-se que ndo haverd deslocamento na dire¢ao do eixo x devido a auséncia de
carga aplicada nesta direcdo. Além disso, adota-se o comprimento ¢ na dire¢do do eixo z como
uma imperfeicdo do sistema estrutural. De acordo com a Figura 5 o comprimento inicial de cada
barra bi-articulada é dado por [, = va? + b% + ¢2. Apés o deslocamento do vértice dado por
(0, u,, uy) o comprimento atual de cada barra serd

L= @ —u,? + 57+ (c +u 2.

Em primeiro lugar, serd feita a andlise considerando o sistema estrutural perfeito o que implica
na seguinte condi¢do ¢ = O e f; = 0. Observe-se que isto ndo implica necessariamente que u,
serd igual a zero como se demonstrard mais adiante. Portanto, para o sistema perfeito a trajetéria
primadria de equilibrio, a curva f, xu,, ocorrerd no plano (x, y).

Para a facilidade do desenvolvimento algébrico a seguir adotam-se os seguintes parametros adi-
mensionais

a b c
(x:—’ =7, = —
Iy p VY=,
ki u u
— — 22 — 3
K_EA’ Mz_g9 Mg—g (51)
_h _ A
)‘2_ EA> )‘3_ EA

Levando em considerac@o as defini¢des de [, e [ e os pardmetros dados pela equacdo (5.1), a
deformacdo de Green-Lagrange de cada barra bi-articulada é dado por

2 2
U=l (a=uy)? b7+ (ctuy)? = (a® +b*+c?)

6 = 2 2
5.2)
—2au, +ut+2cu, +u* 1 1
fg = = iy (@ = i) s (Y 3a)

0
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A variagdo virtual da deformacdo de Green-Lagrange em relacdo a variacao virtual dos desloca-
mentos (0, du,, du,) escreve-se como

Seg = =8, (o — [y) + S5 (¥ + 11y). (5:3)

Por outro lado, levando em conta os pardmetros da equacdo (5.1), a energia potencial total do
sistema estrutural é dada pela seguinte expressao

T = 2(%EAZO<9§) + %kuz — fu, — f3u3

ku?
w = 241k he S 5.4
= EAl, (SG + EW}O - EZAIi EgAIZ) 5.4

= EAZO(S%; + %"Mf — Ay — )‘2/‘“3)

Como se estd considerando o sistema estrutural com 2 graus de liberdade, sua condi¢do de
equilibrio € representada por um sistema ndo linear de 2 equacdes e 2 incognitas. Para obter
este sistema de equacdes aplica-se o principio da estacionaridade no funcional da energia poten-
cial total que se escreve como

o o

Sm=—396§ —_—
T u2+8u3

Su, =0 55
du, “s (5-5)

Levando em consideracdo os parametros definidos na equacao (5.1) e aplicando a condi¢do de
estacionaridade expressa na equacao (5.5) na equacdo (5.4c), chega-se a

St = EA[O (ZgGSSG + K/L38M3 — )\28/“2 - )\38/‘63) =0

(5.6)
28G (_8“'2 (Ot - I‘Lz) + 8“’3 (J/ + Mg)) + KM38M3_)‘28M2_)\-38M3=09
0 que resulta no seguinte sistema de equacgdes
—2¢e. (@ — @) =X
G 2 2 5.7)

2845y + 1y) F Ky = Ay

Esta dltimas equagdes representam as condi¢des de equilibrio na configuracdo deformada da
trelica espacial nas direcdes dos eixos y e z, respectivamente. Note-se que ambas equacdes de-
pendem de termos ctibicos em relacdo aos parametros (, € i, pois a deformagio ¢, de acordo
com a equagdo (5.2b), depende desses parametros quadraticamente. Para obter a matriz de rigi-
dez tangente diferencia-se os parametros de carga em relagdo aos parametros de deslocamentos
em ambas equagdes de equilibrio tal que

an, 0k,
di, Iy, Iy dp, 53
1 on, o (5-8)
dh, 3 3 du,

d /[2 d /45
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Determinam-se os coeficientes da matriz de rigidez tangente diferenciando-se as equacdes (5.2b)
e (5.7) de acordo com a equagdo (5.8). Apds alguns desenvolvimentos algébricos chega-se a

dx, _ 2(a — M2)2 + 2¢, —2(a — ) (Y + 1y) dx, (5.9)
dh, —2(c — ) (Y + 13) 20y + 1) 42, k| | da, '

A matriz de rigidez tangente pode ser decomposta na matriz de rigidez material K,, e na matriz
de rigidez geométrica K que se expressam como

K, =| 2w lemm | g |2 9 (5.10)
—2(a — )y + 1) 2y + 3t 0 2¢,

Agora analisa-se a trajetoria de equilibrio do sistema perfeito, isto é, comc = 0 = y =0e
com f; = 0 = A, = 0, o que implica que a equacdo de equilibrio na dire¢do do eixo z deve
cumprir que (2¢; + «)i, = 0. Esta equagdo pode ser satisfeita de duas maneiras: para yu, = 0
ou 2¢, + « = 0. Para a primeira condi¢do a trajetdria de equilibrio primaria ocorre no plano
(x, y). Esta trajetoria é simétrica pois somente ha o deslocamento vertical do né do vértice da
trelica espacial. De acordo com a equacdo (5.2b) para esta condi¢do a deformacgao € igual a
&g = —I, (o — %uz). Substituindo esta expressdo na equagdo (5.7a), obtém-se a trajetdria de
equilibrio priméria que se expressa como

Ay = Zoezu2 — 3cxuf + ug (5.11)

Trata-se de um polindmio de grau 3 em func@o do pardmetro p, cujo grafico mostra-se na Fi-
gura 6. Esta curva foi obtida para os seguintes valores: a = 1, b = 2 e ¢ = 0. Como pode-se
observar nesta figura, a trajetéria de equilibrio apresenta dois extremos, os pontos A e B, que
sdo obtidos através da condi¢do dA,/du, = 0. Desta maneira, obtém-se os pontos de maximo e
minimo com os seguintes valores

_ L “_ 2 .3
oe(l ﬁ):kz—3ﬁa

b
u12’= a(1+%):>kz=—%a

s
(5.12)
3

Os pontos A e B sdo denominados na literatura técnica de pontos limites. Nestes pontos a ma-
triz de rigidez tangente definida na equacgdo (5.9) torna-se singular, portanto a estrutura atinge
sua capacidade portante maxima no ponto A, tornando-se instdvel a partir deste ponto. Con-
forme mostra-se na Figura 6, a estrutura dd um salto adiante do ponto A ao ponto A’ onde a
configuracdo de equilibrio torna-se estdvel. Na literatura técnica este fendmeno é denominado
de snap-through.

Por outro lado, a segunda condigdo ocorre quando a deformacéio atinge o valor de ¢, = —%K
e uy; # 0. Neste caso, inicialmente a treliga espacial encontra-se na trajetoria primdria de
equilibrio, entretanto quando este equilibrio torna-se instdvel, a trelica move-se para fora do

Tend. Mat. Apl. Comput., 18, N. 3 (2017)
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Figura 6: Trajet6ria primdria de equilibrio.

plano (x, y) buscando uma trajetéria de equilibrio secunddaria estdvel, desta maneira ocorrendo
o fendmeno da flambagem. Para determinar o deslocamento na direcdo do eixo z utiliza-se a

equagdo (5.2b), que para este caso eXpressa-se como &, = —/i, (o — % )+ % uf, igualando essa
equagdo a condigdo ¢, = —%K, obtém-se que
1
==+ —K+2M2(a—iuz), (5.13)

que € vélida para o intervalo: @ — Va2 — k < My < o4/ a? — k. A relacio entre os parimetros
de deslocamentos w, € u, € mostrado na Figura 7. Para obter o grafico desta figura adotaram-se
os seguintes valores para as varidveisa = 1, b = 2, ¢ = 0 e k = 0.1, consequentemente,
0.131 < p, < 0.763. Observe-se que na Figura 8 hd dois sentidos possiveis, do ponto vista
analitico, da trelica flambar fora do plano (x, y) na direcdo do eixo z. A trelica pode flambar na
diregdo positiva do eixo z, isto €, para u, > 0, ou na dire¢do negativa do eixo z com u; < 0. O
deslocamento méximo na direc@o z, pontos E e F, € dada por

%=0:>u3 =+va? —«k.

dpu, ;

De acordo com a Figura 8 ap6s a bifurcagdo representada pelo ponto C o deslocamento u,
do vértice da trelica vai aumentando até alcangar um maximo de £0.316. Logo apds atingir o
maximo o deslocamento vai diminuindo até anular-se no ponto D, que é quando a trelica retorna
ao plano (x, y). E importante destacar que o que possibilita, do ponto de vista fisico, que a trelica
saia e retorne ao plano (x, y) € a presenca da mola na direcio do eixo z colocada no vértice da
trelica.

Na Figura 8 mostra-se a trajetéria de equilibrio secunddria que € obtida levando em conta a
equagdo (5.7a) e a restricdo g, = —%K, cuja expressao € dada por

Ay = =25 — ) = k(@ — ) (5.14)
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Figura 7: Curva no espaco de deslocamentos adimensionais.
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Figura 8: Trajetéria secundaria de equilibrio.

Conforme mostra-se na Figura 8, os pontos C e D onde ha a intersec¢do entre as trajetdrias
primdria e secunddria de equilibrio denominam-se pontos de bifurcagcdo. Nestes pontos a matriz
de rigidez tangente dada pela equacdo (5.8) também torna-se singular. No ponto de bifurcacdo C
a estrutura muda para a trajetdria secundaria de equilibrio enquanto que no ponto de bifurcagio
D ela retorna a trajetéria primdria de equilibrio. Substituindo os valores de j,, obtidos ao impor
que p, = 0 na equagdo (5.13), na equagdo (5.14) determinam-se os pontos de bifurcacdo da
seguinte maneira

;Lg:ot—«/otz—fc:)fzzic«/az—fc

(5.15)
uf=a+Va2—K:>Ad2=—KVa2—K
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2 _ k¢ > 0. Por fim, considerando as tra-

Note-se para que haja flambagem deve verificar-se o
jetdrias de equilibrio mostradas nas Figuras 6 e 8, respectivamente, pode-se concluir que a tra-
jetéria de equilibrio primdria da trelica analisada possui 4 pontos criticos, 2 pontos limites e
2 pontos de bifurcacdo. Como foi dito anteriormente, a matriz de rigidez tangente dada pela
equagdo (5.9) para as condigbes y = 0 e pu; = 0 torna-se singular nos pontos criticos, isto &,
seu determinante anula-se. E importante destacar que a sequéncia de ocorréncia desses pontos
criticos depende da relacdo entre os pardmetros adimensionais « e «, respectivamente. Assim
para que ocorra o ponto de bifurca¢do C antes do ponto limite A € necessdrio que u§ < . Para
que o ponto de bifurcagdo C ocorra depois do ponto limite A € necessdrio que u§ > pf ek < o?
e para que haja bifurcaciio é necessario que k < «2. Por iltimo, para que o ponto de bifurca¢io
C coincida com o ponto limite A € necessdrio que u§ = 5. Essas condigdes estdo sumarizadas

na equacgdo abaixo.

0<k < %az o ponto de bifurcagc@o ocorre antes do ponto limite;
%az <k <a® oponto de bifurcagio ocorre depois do ponto limite;
(5.16)
o’ <k nao ocorre bifurcagao;
K = %oe2 o ponto de bifurcag@o coincide com o ponto limite.
trajetéria primaria

trajetoria secundaria ———
0.06
0.04

J.
L 0.02
0
-0.02
-0.04
0.30'4
0.2
0 0 Gl u
3.
0.2 g . :_))O.Qo,l A
o R X

Figura 9: Trajetérias de equilibrio em 3D.

Mostram-se na Figura 9 as trajetérias de equilibrio apresentadas nas Figuras 6 € 7 em um sis-
tema de referéncia tridimensional. Nota-se nesta figura que o caminho de equilibrio secundario
projeta-se como um circulo no plano (u,, u,) mostrado na Figura 7, e como uma reta que liga
os pontos C e D no plano (u,, f,) mostrado na Figura 8. Como pode ser observado nesta figura,
nos pontos de bifurcacdo C e D ha a intersec@o entre as trajetorias de equilibrio primadria e se-
cunddria, respectivamente. Além disso, nos pontos E e F' o deslocamento u, atinge o valores
maximos absolutos de mesma magnitude. Os pontos limites A e B sdo extremos em relacdo a
carga e pertencem a trajetdria primdria de equilibrio.
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O préximo passo € o cdlculo do determinante da matriz de rigidez tangente para a trajetéria de
equilibrio primdria, ou seja, considerando-se a trelica espacial contida no plano (x, y). Levando
em consideracdo a equacgdo (5.9), define-se a matriz de rigidez tangente para as condi¢des y = 0
e 4, = 0 como

o [z(a —1,)% + 2¢, 0

1
= , com g, = —p, (00 — = i,), (5.17)
0 2e, + kK

2
cujo determinante em funcdo dos parametros o, k € ., € dado por

det K= (2(a — 11,)* + 26,) 2e + k)

(5.18)
det K = 3u4 — 12au3 + (1402 + 3K)M2 — (4a® + 6ar)m, + 202k = 0.
2 2 2 2

Trata-se de um polindmio de grau 4 com 4 raizes reais como mostra-se na Figura 10. Essas
raizes representam os quatros pontos criticos definidos nas equacgdes (5.12) e (5.15), sendo 2
pontos limites (A, B) e 2 pontos de bifurcacao (C, D).

detK
0.04
0.03 H
0.02 +
0.01 +
C A B Uy
0 L= t t ot t N
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0
—-0.01 +

Figura 10: Determinante da matriz de rigidez tangente.

6 ANALISE NUMERICA

Para realizar a andlise numérica do exemplo apresentado no item anterior utilizou-se um pro-
grama escrito em linguagem Fortran90 denominado gnla_truss.f90 escrito pelos autores deste
artigo. O programa faz a andlise incremental-iterativa utilizando o método de Newton-Raphson
conjuntamente com o método de comprimento de arco. Utiliza-se a formulacdo Lagrangeana
Total do elemento de barra bi-articulado 3D descrito nos itens 2, 3 e 4. Na implementagdo com-
putacional utilizou-se a equagdo (3.2d) para o cédlculo do vetor de forcas internas expresso em
coordenadas globais, e a equagdo (4.4) para o cdlculo da matriz de rigidez tangente cujos coefi-
cientes também estao expressos em coordenadas globais. Para capturar a trajetoria secundaria de
equilibrio considerou-se a trelica espacial com uma imperfeicao na dire¢@o e sentido positivo do
eixo z da ordem de grandeza de 1073, isto é, ¢ = 0.001. Discretizou-se a trelica espacial com 2
elementos de barra bi-articulado 3D. Adotou-se o0 mddulo de elasticidade de E = 100 e a drea
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da sec@o transversal de A = 1. Novamente, adotaram-se os seguintes valores para as variaveis
a=1,b =2e«k = 0.1. Portanto, de acordo com a equagdo (5.1) a rigidez da mola é dada
por k = ?—ffc = k = 2+/5. Para o cilculo da rigidez da mola ndo se levou em consideracio a
imperfei¢do ¢ no cdlculo do comprimento indeformado /.

a) b)

0.06 0.06

solugdo analitica —x— solugao numérica

0.05 * solu¢ao numérica 0.05
0.04 |- 0.04
0.03 |- 0.03
0.02 | 0.02
< oo <F oo
0 0 E
-0.01 |- -0.01
-0.02 |- -0.02
-0.03 -0.03
-0.04 : ' ' ' -0.04 : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

solugao analitica
* solu¢ao numérica
04 -

E
0.3 |

0.2 |

0.1 |

Figura 11: Trajetorias secunddrias de equilibrio. a) pt, xA,. b) ttyxA,. ©) fb,xfd,.

Nas Figuras 11ae 11b mostram-se a evolugio dos deslocamentos do vértice da trelica na direcao
dos eixos y e z, respectivamente. Na Figura 11a comparam-se os resultados analiticos com os
numéricos para a trajetéria secunddaria de equilibrio expressa pela curva w,xA,, como pode ser
observado hd uma boa concordancia entre ambos. Como ja foi dito anteriormente os pontos
C e D sdo pontos de bifurcacio e a reta que os une € a projecdo da trajetoria secundaria de
equilibrio projetada no plano (u,xA,), veja a Figura 9. Na Figura 11b mostra-se a curva entre
a carga aplicada no vértice da trelica na direcdo do eixo y e o seu deslocamento na direcdo do
eixo z quando ocorre a flambagem. Nesta figura o ponto E representa o maximo deslocamento
que o vértice alcanga fora do plano (x, y) na direcdo da imperfeicdo ¢. Também, observa-se
nesta figura que apds o deslocamento u, alcancar 0 mdximo em E seu valor diminui até zero.
Por fim, na Figura 11c mostra-se a relacdo entre os deslocamentos do vértice na dire¢do dos
eixos y e z, respectivamente. Observe que inicialmente o deslocamento u, € zero, quando ocorre
a bifurcacdo em C ha uma transicdo suave para valores diferentes de zero devido a magnitude
adotada para imperfeicdo, ¢ = 0.001. Novamente, mostra-se nesta figura, que este deslocamento
atinge um maximo em E. Apds este ponto o deslocamento u, vai diminuindo até o valor zero
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no ponto D, que € o segundo ponto de bifurcacdo. No ponto de bifurcacdo D a trelica volta para
o caminho de equilibrio primério. Também na Figura 11c comparam-se os resultados numéricos
com os analiticos onde pode-se observar a boa coincidéncia entre ambos resultados. Para obter
as trajetérias secunddrias de equilibrio mostradas nas Figuras 11a, 11b e 11c, respectivamente,
utilizou-se um processo incremental-iterativo com comprimento de arco constante de 0.025 para
120 passos de carga. Adotou-se uma tolerincia para a convergéncia de 107>, O nimero médio
de iteragdes foi de 2.1.

Para detectar e classificar os pontos singulares no caminho de equilibrio primario serdo adota-
das neste trabalho somente duas funcdes de prova dentre vérias que estdo descritas em deta-
lhes nas referéncias [4], [5]. A primeira fun¢c@o de prova adotada serd o nimero de pivos po-
sitivos/negativos da matriz de rigidez tangente. Quando o equilibrio da estrutura passa da fase
estavel para a fase instdvel a matriz de rigidez tangente deixa de ser positiva definida e passa
a ser indefinida, isto €, esta matriz que possuia somente pivOs positivos anteriormente ao ponto
critico passa a ter também pivOs negativos apds esse ponto critico. No programa de elementos
finitos desenvolvido pelos autores para realizar a andlise numérica aqui apresentada utiliza para a
resolugdo do sistema de equagdes lineares a seguinte decomposic@o da matriz de rigidez tangente

K=1LDL'
onde L é uma matriz triangular inferior (6.1)
comL, =1 el =L

e D é uma matriz diagonal

D, 0 - 0
0 D, - 0

D =diag[D,1=| . | . (6.2)
0 0 D

Desta maneira define-se esta fung¢@o de prova como

+1 se o ntimero de pivOs positivos (ou negativos) de D
. — € igual entre os passos de cargan — 1l en 63)
| —1 se o niimero de pivds positivos (ou negativos) de D ’

¢ diferente entre os passos de cargan — 1 en

A segunda funcio de prova é especifica para determinar pontos limites. Quando a estrutura atinge
um ponto limite ela perde a sua capacidade portante. Assim, além da matriz de rigidez tangente
tornar-se singular no ponto limite a estrutura ndo suporta acréscimo de carregamento apds esse
ponto critico. Esta func@o de prova serd denominada de parametro de rigidez do sistema estrutu-
ral e é definida como

Au,Trp

—1
= W, Aul) =K p, (64)
P P
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onde Au, € o incremento do vetor de deslocamentos nodais da fase preditora e p € o vetor de

n
forgas nodais externas. Normaliza-se esta fungdo de prova da seguinte maneira: S, = i—o, onde

K éo pardmetro de rigidez avaliado na primeira iteracdo do primeiro passo de carga e kK é
o parmetro de rigidez avaliado na fase preditora do passo de carga atual. O cdlculo de S, €
realizado na fase preditora de cada passo de carga. Quando se alcanga o ponto limite o parametro
derigidez k e consequentemente S, tendem a zero, enquanto que para o ponto de bifurcagao tanto
k quanto S, atingem um valor arbitrério diferente de zero. Portanto, utilizam-se o parametro de
rigidez S, e a fungdo de prova t para detectar e classificar os pontos singulares da seguinte

maneira
ponto limite: =0 §, =0
(6.5)
ponto de bifurcagdo: =0 §,

a) b)

parametro de rigidez

solugao analitica z i
—%— sinal do pivo

% solugdo numérica 15

det K
Fungodes de prova

-0.01

Y Y
ly 1,

Figura 12: a) Determinante da matriz de rigidez tangente. b) Funcdes de prova.

Além das fungdes de provas dadas na equagio (6.5), no programa gnla_truss.f90 estdo imple-
mentadas as demais funcdes de provas descritas nas referéncias [4], [5]. Para detectar os qua-
tros pontos singulares no caminho primdrio de equilibrio analisou-se a trelica espacial sem a
imperfeicdo, isto é, ¢ = 0. Os valores assumidos para as demais varidveis foram £ = 100,
A=1l,a=1,b=2,« =0.1 ek = 2+/5. Novamente, a trelica espacial foi discretizada com 2
elementos de barra bi-articulados 3D. Neste caso, utilizou-se um processo incremental-iterativo
com comprimento de arco constante de 0.025 para 90 passos de carga. Adotou-se uma tolerancia
para a convergéncia de 107>, O ntimero médio de iteragdes foi de 2.0. Na Figura 12a mostram-se
as curvas do determinante da matriz de rigidez tangente obtidas analiticamente e numericamente,
respectivamente. Nesta figura pode-se observar a boa concordancia entre esses resultados. Por
outro lado, observa-se também que hd 4 pontos singulares, os pontos A, B, C e D, onde o deter-
minante anula-se. Somente com a condi¢do de detK = 0, como mostrado na Figura 12a, ndo ha
como classificar esses pontos. Na Figura 12 mostram-se os resultados numéricos obtidos para as
funcdes de prova definidas na equacdes (6.3) e (6.4). Observe-se que para os pontos A e B ambas
funcgdes de prova tornam-se nulas, que de acordo com as condic¢des expressas na equagdo (6.5),
tratam-se de pontos limites. Entretanto para os pontos C e D somente a funcdo de prova sinal
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do pivé anula-se enquanto que o parametro de rigidez € diferente de zero, portanto tratam-se de
pontos de bifurcagao.

7 CONCLUSOES

De maneira sucinta pode-se dizer que neste trabalho foi descrito de forma objetiva, concisa e
detalhada a abordagem analitica para a deteccdo, classificacdo e sequéncia de occorréncia de
pontos criticos na trajetdria primdria de equilibrio de um sistema fisico simples. Determinaram-
se as condicdes geométricas e fisicas para as quais ocorrem a coalescéncia entre os pontos limites
e os pontos de bifurcacdo. A condi¢@o de coalescéncia de pontos criticos deve ser um requisito
em estudos de otimizag@o relativos a estabilidade estrutural. A presenca de pontos criticos na
trajetoria de equilibrio traduz-se na singularidade da matriz de rigidez tangente. Neste quesito
as funcdes de provas apresentadas neste trabalho, além da simplicidade conceitual e da facili-
dade de implementa¢do computacional, mostraram-se capazes de detectar e classificar os pontos
criticos. Portanto, € necessario levar em considerac@o a ndo linearidade geométrica na anélise da
estabilidade de equilibrio de sistemas estruturais. E importante destacar que o principal objetivo
deste trabalho foi demonstrar a necessidade de compreender melhor os fendmenos nao lineares
para projetar sistemas estruturais mais seguros. Por fim, outro ponto importante a comentar € que
para uma melhor simulac@o dos fendmenos nao lineares observados nos mais diferentes sistemas
fisicos € necessdrio um bom dominio da matemadtica aplicada e computacional.

ABSTRACT. Using both analytical and numerical approaches, this paper describes in detail
the detection and classification of critical points in the primary equilibrium path of structural
systems. The Total Lagrangian formulation is employed to describe the kinematics of a bi-
articulated prismatic 3D bar element. With this formulation, the internal force vector and the
tangent stiffness matrix including the geometric nonlinearity effects are obtained. An elastic
linear constitutive model is assumed for the uniaxial stress-strain state. Such model uses the
Green-Lagrange strain tensor and the second Piola-Kirchhoff axial stress tensor which are
energetically conjugate tensors. As a study case, the article presents a simple structural system
with three degrees of freedom made up of two bi-articulated prismatic 3D bars and a linear
spring. Finally, the geometrical and physical conditions for the coalescence between limit and
bifurcation points are determined.

Keywords: Total Lagrangian description, geometrical nonlinearity, critical points.
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