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Produtos de Grafos Z,,-bem-cobertos

R.M. BARBOSA! M.R.C. SANTANA? Instituto de Informatica, INF, UFG - Uni-
versidade Federal de Goiés, 74001-970 Goiania, GO, Brasil.

Resumo. Um grafo é Z,,-bem-coberto se |I| = |J| (mod m), m > 2, para todo I,
J conjuntos independentes maximais em V(G). Um grafo G é fortemente Z,,-bem-
coberto se G é um grafo Z,,-bem-coberto e G\{e} é Z,,-bem-coberto, Ve € E(G).
Um grafo G é 1-Z,,-bem-coberto se G é Z,,-bem-coberto e G\{v} é Z,,-bem-
coberto, Vv € V(G). Mostramos que os grafos 1-Z,,-bem-cobertos, bem como os
fortemente Z,,-bem-cobertos, com excecdo de K; e Kz, tém cintura < 5. Mos-
tramos uma condi¢do necesséaria e suficiente para que produtos lexicograficos de
grafos sejam Z,,-bem-cobertos e algumas propriedades para o produto cartesiano
de ciclos.

Palavras-chave. Teoria dos Grafos, Conjuntos Independentes em Grafos, Produ-
tos de Grafos.

1. Introducao

Os grafos aqui considerados sao grafos simples. As defini¢bes e notagoes utilizadas
seguem [7].

Denotamos o conjunto de vértices de um grafo G por V(G) e o conjunto de
arestas por E(G). N(v) é o conjunto de vértices adjacentes a v em G. Um con-
junto I C V(G) é independente se quaisquer dois vértices de I nao sio adjacentes.
Denotamos por a(G) a cardinalidade do maior conjunto independente de vértices
de G. A cintura de um grafo com um ciclo é o tamanho de seu menor ciclo. Um
grafo sem ciclo tem cintura infinita. Um grafo é bem-coberto se todo conjunto in-
dependente maximal de vértices em G tiver mesma cardinalidade. Um grafo G é
um grafo Z,,-bem-coberto, m > 2, se |I| = |J| (mod m), para todos I, J conjuntos
independentes maximais em V(G). Estes grafos foram introduzidos em [9]. Ca-
racterizagoes de grafos Z,,-bem-cobertos cibicos foram dadas em [4], com cintura
> 6 em [10], cordais, simpliciais e arco-circulares em [6] e livres de K3 3 em [5]. O
problema de determinagao do niimero de independéncia de um grafo é um problema
NP-Completo [14] para grafos em geral. Para grafos bem-cobertos este problema
torna-se mais simples, pois é suficiente encontrar qualquer conjunto independente
maximal, visto que todos tem a mesma cardinalidade. Caro [8] provou que o pro-
blema de reconhecimento de grafos bem-cobertos é Co-NP-completo mesmo para
grafos Z,,-bem-cobertos que sao livres de K 3,,11. Pinter [16] definiu um grafo for-
temente bem-coberto G como um grafo que ¢ bem-coberto e G\{e} ¢ bem-coberto
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para qualquer e € E(G). De forma similar, foi definido em [2, 3] que um grafo
G é fortemente Z,-bem-coberto se G é um grafo Z,,-bem-coberto e G\{e} é Z,,-
bem-coberto, Ve € E(G). Um grafo G é 1-Z,,-bem-coberto se G é Z,,-bem-coberto
e G\{v} é Z,,-bem-coberto, Vv € V(G). Uma folha é um vértice de grau 1, um
talo é um vértice adjacente a uma folha e um arbusto é um subgrafo induzido por
um talo e suas folhas. Vértices x e y de um grafo G sao ditos ser conectados por
uma 2-ponte se existem vértices u e v € V(G) com grau de u e v igual a 2 e com
N(u) = {z,v} e N(v) = {u,y}.

O Teorema 1.1, provado em [10], fornece uma caracterizacao de grafos Z,,-bem-
cobertos de cintura > 5.

Teorema 1.1. [10] Um grafo é Z,,-bem-coberto conexo de cintura > 5 se e somente
se G € K1, C7 ou um grafo conexo de cintura pelo menos seis, que consiste de uma
uniao finita de arbustos B;, cada um com talo x;, onde cada talo tem r; congruente
a 1 (mod m) folhas e onde, para cada i e j, uma e somente uma das seguintes
condigoes € satisfeita:

1. z; e x; sao unidos por uma aresta e qualquer outro caminho, caso exista,
unindo x; e x; deve incluir pelo menos um talo diferente de x; e x;;

2. x; e x; sao conectados por km 2-pontes, k € N, e qualquer outro caminho
unindo z; e x; deve incluir outro talo além de x; e xj;

3. Todo caminho unindo xz; e x; contém pelo menos um talo diferente de x; e
Zj.

Na figura 1 temos um exemplo de um grafo Z3-bem-coberto conexo de cintura
6, com conjuntos independentes maximais de cardinalidades 4, 7 e 10.

3 2-pontes

Figura 1: Grafo Zs-bem-coberto de cintura 6

A classe de grafos Z,,-bem-cobertos inclui todos os grafos bem-cobertos, ja que
em todo grafo bem-coberto os conjuntos independentes maximais tém a mesma
cardinalidade e, portanto, sao congruentes moédulo qualquer natural m. Alguns
resultados sobre grafos bem-cobertos podem ser estendidos para os grafos Z,,-bem-
cobertos. Como principais contribui¢oes, mostramos que se G é 1-Z,,,-bem-coberto e
nao é K; nem Ko, entao G tem cintura < 5 e apresentamos também uma condigao
necessaria e suficiente para que produtos lexicograficos de grafos sejam Z,,-bem-
cobertos. Ainda, mostramos que o produto cartesiano de dois ciclos C,, e C,, €
Zm-bem-coberto se e somente se ele é bem-coberto.
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Outros resultados validos para grafos bem-cobertos nao podem ser estendidos
aos grafos Z,,-bem-cobertos. Na Proposi¢ao 3.2, mostramos que podemos construir
infinitos grafos fortemente Z,,-bem-cobertos que sejam planares. Ha apenas 4 grafos
planares fortemente bem-cobertos, o que foi provado por Pinter [16].

2. Produto Lexicografico

Propriedades relacionadas a produtos lexicogréficos de grafos foram provadas para
problemas de coloragao [1] e cobertura por ciclos [15]. Alguns resultados sobre
produtos de grafos e algumas aplica¢oes podem ser encontradas em [12].

Topp e Volkmann [17] mostram quando o produto lexicografico de grafos é bem-
coberto. Como uma generalizagao deste resultado, apresentamos uma condigao ne-
cessaria e suficiente para construgao de grafos Z,,-bem-cobertos a partir do produto
lexicografico de grafos.

Dados um grafo H e uma familia de grafos nao vazios {G1,Gs,..., Gjvm)}
indexados pelos vértices de H, o produto lexicogrdfico Ho{G1,G?, ..., Gy} de H
e {G1,Ga,..., Gy )} € o grafo tendo o conjunto de vértices U,y () {0} X V(Go),
sendo que dois vértices (vi,v2) e (u1,us) sdo adjacentes se {vi,u1} € E(H) ou
(v1 = uy e {va,u2} € E(Gy,)). Se todos os grafos da familia G sdo isomorfos entre
si, escrevemos o produto lexicografico entre H e a familia G como H o G.

Um exemplo de produto lexicografico H o {G1, Ga, G3} pode ser visto na figura
2,onde H=P;, Gy = Ko, Go =Cy e G3 =Cj.

Figura 2: (a) Grafo P; e (b) Produto lexicografico Ps o { K2, Cy, Cs}

Para um subconjunto S de V(H o {G1,Ga,...,Gy ()| }), denotamos Xy (S) =
{z € V(H) : Jy € V(G)(z,y) € S} e X, (5) = {y € V(Gy) : (v,y) € S} para
todo z € Xg(S). No grafo da figura 2 (b), se S = {(1,a),(3,0)}, Xu(S) = {1,3},
X, (9) = {a} e Xy (S) = {e}.

Os conjuntos independentes maximais nos produtos lexicograficos de grafos po-
dem ser descritos como na Proposicao 2.1.
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Proposicao 2.1. [17] Dados S C V(H o (Gy,...,Gy(my))), S € um conjunto
independente maximal em H o (Gy,...,Gy(my), se e somente se, Xy (S) € um
congunto independente mazimal em H, e para todo v € Xy (S), o conjunto Xg, (S)
€ um conjunto independente mazximal em G, .

De forma similar a apresentada por Topp e Volkmann [17], o Teorema 2.2 nos
fornece uma condigao necessaria e suficiente para o produto de grafos ser Z,,-bem-
coberto.

Teorema 2.2. Seja H um grafo e {G1,Ga,...,Gv)} uma familia de grafos
nao vazios. O produto lexicogrdafico H o {G1,Go, ..., Gy} € um grafo Z,,-bem-
coberto, para um dado m > 2, se e somente se H e {G1,Ga,...,Gy(my } satisfazem
as sequintes condigoes:

1. G; € Z,,-bem-coberto para i =1,...,|V(H)|, para um m qualquer > 2.

2. Y ver (Gy) =32 ,c;0(Gy) (mod m), VI, J, conjuntos independentes maxi-
mais de H.

Demonstragao. (=>)Suponha que H o {G1,Ga,...,G v} ¢ Zn-bem-coberto e
que existe G,, que nao é Z,,-bem-coberto. Entao G,, tem dois conjuntos inde-
pendentes maximais de vértices I, e Jy, tais que |I,,| # |Jy,| (mod m). Es-
tenda {vp} a um conjunto independente maximal L em V(H). Para qualquer
v € L\{w}, seja I, um conjunto independente maximal em G,. Entdo, pela
Proposicao 2.1, A = Uyep\foo3{(v,2) : 2 € L} U{(vo,y) : ¥y € Iy} e B =
Uper\{uo}1(v,®) : x € I, }U{(vo,t) : t € Jy, } s@o conjuntos independentes maximais
em H o {G1,Gs,...,Gy)} tal que [A] # |B| (mod m). Isto ¢ uma contradigio.
Logo, G; deve ser Z,,-bem-coberto para todo ¢ = 1,2,...,|V(H)|.

Sejam I e J dois conjuntos independentes maximais de vértices em H. Provare-
mos que Y, ;a(Gy) =) o ;a(Gy) (mod m). Seja R, um conjunto independente
maximal em G, Vv € IUJ. Entao, S1 = J, ¢ {(v,7) 12 € Ry} e So = U, e, {(v,2) :
x € R,} sdo conjuntos independentes maximais em H o {G1,Go,..., Gy () }. En-
tao |S1| = |S2| (mod m). Mas, {|(v,z) : x € R,}| = a(Gy)(mod m), Vu,v € T U J,
segue que »_ ;a(Gy) = [S1] = [S2| = ), oy a(Gy) (mod m).

(<=)Seja I um conjunto independente maximal em H o {G1,Go,..., Gy () }-
Pela Proposigéo 2.1, X g (I) é um conjunto independente maximal em H e X¢, (1)
é um conjunto independente maximal em G, para todo v € Xgy(I). Ja que
I' = Upexyinilv,2) 2 € Xg,(I)} e [Xg,(I)] = a(Gy) (mod m), temos |I| =
Soexntn Hva) 2 € Xa, (D} = Xoexnn Ko ()] = Soexnan alGu). Entio,
pela condicdo (2), quaisquer dois conjuntos independentes maximais em Ho{G1, G2,
..+, G)v(m)|} sdo congruentes (mod m) e portanto H o {G1,Ga,...,Gy )} € um
grafo Z,,-bem-coberto.

3. Grafos Z,,-bem-cobertos Conforme a Cintura

Pinter [16] provou que h& somente 4 grafos fortemente bem-cobertos que sao pla-
nares. Diferentemente, podemos construir infinitos grafos fortemente Z,,-bem-
cobertos que sejam planares e de cintura 4, para [ e m inteiros naturais, m > 2,
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através do produto (Ki mit1)© 2K;. Na figura 3. podemos observar a forma geral
destes grafos (a) e em (b) temos um grafo K; 3 o 2K; que é fortemente Zy-bem-
coberto planar.

K, K

2ml + 2

(a) (0)

Figura 3: (a) Grafo K mi+102K; (b) Grafo Ky 302K,

Proposicao 3.2. Hd um numero infinito de grafos planares fortemente Z,,-bem-
cobertos com cintura 4.

Demonstragdo. Sejam [ e m inteiros naturais, m > 2. Pela forma de construcao,
os grafos (K1, mi+1) o 2K sdo fortemente Z,,,-bem-cobertos, planares e com cintura
4. O

Os grafos Z,,-bem-cobertos de cintura > 6 caracterizados no Teorema 1.1,
com excecao de Ky e K5, nao sao 1-Z,,-bem-cobertos e nem fortemente Z,,-bem-
cobertos, e, portanto, os outros grafos com estas propriedades devem ter cintura <
5.

Teorema 3.3. K7 e Ko sao os unicos grafos conexos fortemente Z,,-bem-cobertos
com cintura > 6.

Demonstragao. Se G é um grafo Z,,-bem-coberto com cintura > 6, G atende ao
Teorema 1.1. C7 nao é um grafo fortemente Z,,-bem-coberto e K; é. Suponha
que G seja diferente de C7 e K1. Logo, G é uma uniao finita de arbustos. Se G
consiste de apenas um talo com uma folha, G = K> que é um grafo fortemente
Zm-bem-coberto. Considere que G é diferente de C7, K; e K5. Ao removermos
uma aresta que une uma folha z a um talo v;, teremos um componente H em G,
H =G — {«} com o talo v; e ml folhas, | > 0, e entdo H nao é Z,,-bem-coberto e
portanto G também nao é. O

Teorema 3.4. K, e K5 sao os unicos grafos conexos 1-Z,,-bem-cobertos com cin-
tura > 6.

Demonstragao. Seja G um grafo Z,,-bem-coberto com cintura > 6. Pelo Teorema
1.1, G é K;, C7 ou uma unido finita de arbustos sendo que cada talo tem 1 (mod
m) folhas. Por inspegao, C7 nao é 1-Z,,-bem-coberto e K é 1-Z,,-bem-coberto. Se
G consiste de apenas um talo com uma folha, G = K5 que é um grafo 1-Z,,-bem-
coberto. Suponha, entao, que G é uma uniao finita de arbustos. Ao removermos
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uma folha x de um arbusto B qualquer com talo v;, este tera apenas ml folhas{ > 0
e nao mais satisfaz ao Teorema 1.1. Portanto, G nao é 1-Z,,-bem-coberto. O

4. Produto Cartesiano

O produto cartesiano G1 x G2 de dois grafos G e G2 é o grafo contendo conjunto de
vértices V(G1 x G2) = V(G1) x V(G2), e dois vértices (v, v2) e (u1,uz) de G x G
sao adjacentes se ou [(vi,u1) € F(G1) e va = ug| ou [(v2,u2) € E(G2) e v1 = uq].
Na figura 4. temos um grafo C3 x Cj.

Figura 4: Grafo C5 x C4

Uma questao sobre o produto cartesiano de dois grafos G e H é saber se é possi-
vel que G x H seja bem-coberto quando G' e H nao sdo bem-cobertos. Fradkin [11]
respondeu parcialmente esta questao para uma grande classe de grafos que inclui
todos os grafos nao-bem-cobertos livres de triangulo. Topp e Volkman [17] apre-
sentaram alguns resultados sobre o produto cartesiano de alguns grafos, incluindo
os grafos bipartidos e ciclos.

Teorema 4.5. [17] O produto cartesiano G1 X Ga de grafos G1 e Go bipartidos
diferentes de K1 € bem-coberto se e somente se Gy = Gy = K.

Proposicao 4.3. [17] O produto cartesiano Cy, x Cy, de ciclos Cy, e Cy é bem-coberto
se e somente sen =3 ou k = 3.

O produto cartesiano de um ciclo C), x K5 é um grafo ctubico que é Zy-bem-
coberto e todos os seus conjuntos independentes maximais tém cardinalidade par.
Os grafos cubicos Z,,-bem-cobertos foram caracterizados por Barbosa e Ellingham
[6].

Na Observagao 1, temos uma forma de obter um conjunto independente maximal
em um grafo C,, x Cj.

Observagao 1. [17] Sejam C, e Cy dois ciclos com vértices x1,%2,...,Tn € Y1,
Y2, - -+, Yk, TESPECIVAMENTE, € ATeStas T1X2, T2X3 - - ., Tl € Y1Y2, Y2U3 - - -, YkY1. Seja
I,k o conjunto dos vértices (x;,y;) de Cp X Ck tal que i = 1,...,2|n/2|, j =
1,...,2|k/2], ei+j é um inteiro par. Se n e k sao ambos impares, acrescente a

I, 0 vértice (xn,yr). O conjunto I, € independente mazimal em Cp, x Cj.

O produto cartesiano de dois ciclos C,, e C; é bem-coberto se e somente se
n = 3 ou k = 3. Estes grafos possuem tanto C3 quanto Cy induzidos e estao numa
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classe de grafos que ainda nao foi caracterizada para grafos bem-cobertos e Z,,-
bem-cobertos. Este resultado pode ser estendido para os grafos Z,,-bem-cobertos,
como mostramos na Proposicao 4.4.

Proposigao 4.4. O produto cartesiano Cp, x Cy, de ciclos Cy, e Cy é Z,,-bem-coberto
se e somente se ele € bem-coberto.

Demonstragao. O produto C, x Ck, quando n = 3 ou k = 3 é bem-coberto pela
Proposigao 4.3 e portanto, Z,,-bem-coberto.

E necessario considerar apenas n ou k impares, ja que, pelo Teorema 4.5, quando
os grafos s@o ambos bipartidos, seu produto cartesiano nao é bem-coberto e por-
tanto, nao é Z,,-bem-coberto. Restam, entao, dois casos a considerar: se n e k sao
impares e se apenas um deles é fmpar.

Caso n e k sejam fmpares, podemos encontrar um conjunto independente maxi-
mal J1 = L, \{(21, 1), (21, Y3), (T2, y2) }U{(21, Y2), (¥n,y3) } em que | J1|=|1, k| -1
e portanto, |.J1| e |I, x| néo sdo congruentes moédulo m, pois s@o consecutivos.

Para o segundo caso, exatamente um de n e k é impar. Neste caso, como
C, x C} ¢ isomorfo a C, x Cp, vamos assumir que k é ifmpar. Sejam Jo =
L \{(z1, 1), (%1, y3), (22, 92), (Tn, y2) } U{(21, y2), (21, 40) } e J3 = J2\{(zn—-1, ¥3),
(n,ya)} U{(zn,ys)}. Logo, J5 e Jo sdo independentes maximais em C,, X Cj com
cardinalidades consecutivas e, portanto, G nao é Z,,-bem-coberto. O

Embora os grafos C,, X Cy Z,,-bem-cobertos sejam também bem-cobertos, mos-
tramos na Proposicao 4.5 que eles nao sao 1-Z,,-bem-cobertos.

Proposigao 4.5. Se G € o produto cartesiano C, x Cy de ciclos C, e Cy, entdo
G nao € 1-Z,,-bem-coberto.

Demonstragao. Pela Proposicao 4.4, C,, x Cy é Z,,-bem-coberto se e somente se
n =3 ou k = 3. Vamos mostrar que ao removermos um vértice deste grafo, o grafo
resultante nao é Z,,-bem-coberto.

Considere o grafo G = C5 x Cj, ja que ele é isomorfo a Cj, x C3. Remova de G o
vértice (z1,y1). Novamente, vamos considerar dois casos. Primeiro, considere que
k é impar. Podemos verificar que C3 x C5 nao é 1-Z,,-bem-coberto. Para k > 5,
seja J1 = I3 p\{(z1,91)} que é maximal em G\{(x1,91)}. Agora, seja o conjunto
J2 = I \{(2z1,91), (¥2,92), (21,93)} U {(21, 92), (22, 1), (23,3)}. J2 também &
maximal em G\{(z1,y1)}. J1 e Ja tem cardinalidades consecutivas.

Considere, agora, que k é par. Sejam J1 = Isp\{(z1,y1),} U {(z3,y1)} e
Ja = Ji\{(x2,y4), (x3,9y1)} U {(z3,y4)}. Logo, J e J; sdo independentes maximais
em G\{(z1,y1)}, com cardinalidades consecutivas e, portanto, G nao é Z,,-bem-
coberto. (]

5. Consideragoes Finais

Apresentamos uma forma de constru¢ido de grafos Z,,-bem-cobertos a partir do
produto lexicografico de um grafo H e uma familia de grafos Z,,-bem-cobertos.
Para os grafos bem-cobertos, o problema foi resolvido por Topp e Volkmann [17].
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H& um namero finito de grafos planares fortemente bem-cobertos, como provado
por Pinter [16]. Porém, mostramos que existe um numero infinito de grafos planares
que sdo fortemente Z,,-bem-cobertos que tem, ainda, cintura 4 (Proposigao 3.2).

Mostramos que um grafo 1-Z,,-bem-coberto, diferente de K7 e K5 tem cintura <
5, porém ainda nao é conhecida uma caracterizagao destes grafos. Especificamente
para os grafos com cintura 5, o problema é saber se existe um grafo 1-Z,,-bem-
coberto que nao seja 1-bem-coberto. Caso este grafo nao exista, vale a conjectura
5.1. Outro problema é saber se ha um grafo fortemente Z,,-bem-coberto com cintura
5 que nao seja fortemente bem-coberto (conjectura 5.1).

Conjectura 5.1. Se G € um grafo 1-Z,,-bem-coberto com cintura 5, entao G €
1-bem-coberto.

Conjectura 5.1. Se G € um grafo fortemente Z,,-bem-coberto com cintura 5, entdo
G € fortemente bem-coberto.

Se G é o produto cartesiano de dois ciclos C,, e C, mostramos que G é Z,,,-bem-
coberto se e somente se G € bem-coberto. Estes grafos nao sao 1-Z,,-bem-cobertos.

Abstract. A graph is Z,,-well-covered if |I| = |J| (mod m), for all I, J maximal
independent sets in V(G). A graph G is strongly Zm,-well-covered if G is a Zm,-
well-covered graph and G\{e} is Z,,-well-covered, Ve € E(G). A graph G is 1-Z,,-
well-covered if G is Z,,-well-covered and G\{v} is Z,,-well-covered, Yv € V(G).
We prove that K; and K> are the only 1-Z,,-well-covered graphs with girth > 6.
They are also the only ones with girth > 6 and strongly Z,,-well-covered. We show
a necessary and sufficient condition for the lexicographic product of graphs to be a
Zm-well-covered one and some properties for the cartesian product of cycles.

Keywords. Graph theory, independent sets in graphs, graph products.
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