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RESUMO. A manutenabilidade de uma boa distribui¢cao de particulas é algo fundamental em simulagdes
através do SPH, sendo um dos fatores responsaveis pela estabilidade do sistema e a acurdcia do método. Em
solugdes através do método ISPH (acronimo em inglé€s para Incompressible Smoothed Particle Hydrody-
namcs) este resultado pode ser alcancado através de uma técnica baseada na introduc¢ao de um deslocamento
de particulas, de forma a retird-las de suas trajetérias lagrangeanas. Entretanto, quando diretamente apli-
cada a escoamentos multifdsicos, esta técnica acaba introduzindo um comportamento néo fisico na interface
entre fluidos, resultando em um incorreto posicionamento da interface, e prejudicando a simulag@o. Neste
trabalho, propomos uma corre¢dio baseada em uma funcio suave, definida inicialmente como a distancia
normal a interface. Testes numéricos mostram que esta corre¢do consegue recuperar a correta posicio da
interface. Finalmente, um estudo sobre a conservacdo de massa desta técnica é apresentado.
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1 INTRODUCAO

O método SPH (do inglés, Smoothed Particle Hydrodynamics) € um método de aproximacdo
livre de malha que, através de um conjunto finito de particulas e uma formulagdo completamen-
te Lagrangeana, permite a solug¢do de diversos tipos de escoamentos. Proposto por Gingold &
Monaghan [5] e Lucy [8], o método foi inicialmente desenvolvido para o tratamento de escoa-
mentos compressiveis. De um modo geral, o SPH aproxima o valor de uma fun¢do ou derivada
através de conceitos de interpolagdo aliados a uma fungdo nicleo. As vantagens caracteristicas
do método, tais como a eficiente aproximacao entre continuo e discreto [7], a semelhanca com
problemas de dinamica molecular, além dos ganhos computacionais, motivaram o seu aperfeicoa-
mento para o tratamento de escoamentos incompressiveis. Este aperfeicoamento foi alcancado
através de um esquema de aproximacdo, no qual os fluidos incompressiveis sdo tratados como
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fluidos quasi-compressiveis, sendo denominado de WCSPH (do inglés, Weakly Compressible
SPH) [9], onde a pressao € obtida por uma equacdo de estado, baseada essencialmente nos valo-
res da velocidade do som e na densidade de particulas. Entretanto, o WCSPH apresenta alguns
problemas, como a necessidade de um menor passo de tempo devido aos altos valores de ve-
locidade do som [6], e a possibilidade de um comportamento ndo fisico no campo de pressao,
podendo tornar o sistema instavel.

Para resolver os problemas apresentados pelo WCSPH, Cummins e Rudman [4] propuseram
calcular a pressdo através de uma equacgdo de Poisson. Este novo esquema, baseado em conceitos
do método da projecdo [2] e denominado de ISPH (Incompressible SPH), é mais estivel que o
WCSPH, e permite passos de tempo maiores, além da obtencao de resultados para a pressdo com
uma maior coeréncia fisica [6].

Apesar destas vantagens, o ISPH ndo ¢ capaz de resolver um problema caracteristico do SPH: a
possibilidade de formacdo de regides de alta densidade de particulas em escoamentos com um
elevado movimento inercial, relacionado ao nimero de Reynolds. Para tratar este problema em
solucdes através do ISPH, torna-se necessdria a aplicacdo de uma técnica que garanta uma boa
distribui¢do de particulas ao longo de toda a simulagdo. Uma das primeiras propostas para resol-
ver este problema foi apresentada por Chaniotis et al. [1], onde as particulas tem suas posi¢cdes
periodicamente reiniciadas com base em uma malha uniforme, e os valores de suas varidveis in-
terpolados para as novas posi¢cdes. Uma desvantagem desta técnica, € o fato de o sistema perder
a caracteristica de totalmente livre de malhas. Outra técnica foi apresentada por Xu et al. [10],
onde a € aplicado um deslocamento nas particulas e realizada uma correc¢do das varidveis hidro-
dinamicas por série de Taylor. Embora ambas estratégias alcancem bons resultados, quando apli-
cadas a escoamentos multifdsicos, acabam gerando um comportamento nao fisico na interface
entre as fases, prejudicando a simulacdo. Desta forma, propomos aqui uma correcao da interface
em escoamentos multifasicos a ser aplicada ao método de deslocamento de Xu et al. [10], que
se baseia na defini¢@o e advecg¢do de uma funcao distancia suave, bem conhecida de métodos de
Level-set.

Este trabalho € organizado da seguinte forma: na Sec@o 2 apresentamos a formulacdo SPH para
escoamentos incompressiveis, seguida da descricdo do método ISPH na Secdo 3. Na Secdo 4
descrevemos o método de correcdo das trajetdrias proposto por Xu et al., e em seguida, na
Secao 5, definimos o problema e sua correcdo através da resolu¢do de um problema de trans-
porte de particulas em um campo de velocidades conhecido. Resultados s@o apresentados ainda
na Secdo 5, e conclusdes na Secdo 6.

2 FORMULACAO SPH

O SPH se propde a resolver as equacdes de Navier-Stokes em sua forma lagrangeana, dadas por

V.v=0, @2.1)
Dv 1

= v+ By, (2.2)
Dt P P
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onde p € a densidade, p a pressdo, u a viscosidade dinamica, v o vetor velocidade e g as forcas
externas.

Neste sentido, o SPH segue a seguinte formulag@o: seja f uma funcdo qualquer, sabe-se que esta
pode ser representada na seguinte forma integral, dita rigorosa ou exata,

fx) = / f&xNs(x —x)dx/, (2.3)

onde 8(x — x') é o Delta de Dirac. Como ndo é possivel definir uma func¢do que satisfaca as
propriedades da distribui¢do delta de Dirac, usa-se uma aproximagao por uma fungdo niicleo W:

fx) ~ / fEYW(x —x)dx. 2.4)

A integral de uma determinada funcdo aplicada a um ponto do dominio do problema, denominado
®, pode ser discretizada através de um somatodrio sobre as particulas do sub-espaco 2; de ®
definido pelo suporte compacto, onde ; = Xj, [x; — X;| < «h, sendo 2 o comprimento do
nicleo e x uma constante que define a drea nao nula da fungdo nicleo, e o volume infinitesimal
dx aproximado por 6V, o qual refere-se ao volume ocupado por uma particula, tal que

fo~ Y m_]"f(xj)Wij, (2.5)
jeqi 7Y

onde m; € a massa da particulae W;; = W(x; — x;, h). Neste artigo, em todos os testes, foi
utilizada uma funcao nicleo de quinta ordem.

Os operadores para cilculo de derivadas podem ser obtidos de maneira similar [7]. Neste sentido,
o operador gradiente SPH € dado pela seguinte expressao

m
Vi = iV W, (2.6)
Py
J

sendo similar ao operador divergente. Estes operadores sdo utilizados no ISPH durante o célculo
do gradiente de pressdo e do divergente de velocidade. O termo viscoso é obtido como

( I sz> _y (i + )2ij Uy, 2.7)
P i PjXij

J

Por outro lado, o laplaciano da pressao utiliza um operador proposto em [3], mais adequado para
escoamentos multifasicos, onde é observado descontinuidade em relag@o a densidade, dado por

1 m; 4 Xij
V- —Vp)) = —f< >p~—vw~. (2.8)
( (P i ;Pj pi+pi) x Y

3 O METODO ISPH

Diferentemente do WCSPH, no ISPH o valor de densidade € constante, sendo associada as
particulas na fase inicial da simulag¢do, o que respeita diretamente a condi¢do de incompressi-
bilidade (2.1). Assim, a dinamica do sistema € obtida através da equagdo de conservacdo da
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quantidade de movimento (2.2). Neste sentido, a primeira tarefa do ISPH € obter a posicao inter-
medidria x* advectando-se a posi¢do para um passo de tempo intermedidrio

X; =X; + Atv], (3.1)

e com isso obter um campo de velocidade livre de divergéncia, denominado velocidade inter-
medidria v*, o qual € calculado no espaco intermedidrio Q* através da equagio de quantidade de
movimento sem a contribui¢do do gradiente de pressao

Vi =V 4 (uVAVh AL (3.2)
A partir disso, a pressdo no tempo n + 1 € obtida resolvendo-se uma equacao de Poisson

1 L,
1

Com os valores de pressao calculados, o campo de velocidade livre de divergéncia, no tempo
n + 1, pode ser obtido da correcao

1
vith = vy — (—vp"+‘) At (34)
P
e com isso, a nova posicdo das particulas € finalmente obtida de

At
+1 _ +1
X = o (v ). (35
Durante a aplicagdo do ISPH, as condi¢des de contorno de Dirichlet para a velocidade e de
Neumann para a pressao sao definidas utilizando-se particulas fantasmas [7].

4 A TECNICA DE DESLOCAMENTO DE PARTICULAS

A formacado de aglomerados de particulas € um problema critico em solucdes de escoamentos
através do ISPH, tanto pelo comportamento nao fisico apresentando quanto por questdes relacio-
nadas ao préprio método ISPH, tais como o mal condicionado da matriz referente a equagao
de Poisson (3.3), podendo ser observado em experimentos cldssicos como, por exemplo, na
resoluc@o de vortices de Taylor-Green. Na Figura 1, pode ser visto o campo de velocidade que
define os vortices de Taylor-Green (a), e o resultado do transporte de particulas neste campo,
sem qualquer tratamento (b). Para corrigir este problema, introduziu-se em [10] uma técnica
que consiste em realizar um deslocamento nas particulas, de forma a retira-las de suas linhas
de corrente originais, e posteriormente corrigir as varidveis hidrodinamicas, fazendo com que
a distribuicdo de particulas seja mais uniforme (como ilustrado na Fig. 1 (c)). Para isso, apds
o célculo da posicdo no tempo n + 1 através do ISPH (Equacdo 3.5), este deslocamento &
calculado como

8x; = CaX;, “4.1)
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sendo C uma constante entre 0.01 e 0.1, « a magnitude do deslocamento, onde &« = Vpux At,
com Vpax sendo a velocidade méxima do sistema e X; € o vetor deslocamento calculado por

22
X; _ 1
X,‘= E ij,comxi:— E Xij, (42)
~ X2, M; =
i i J
onde M; € o nimero de vizinhos da particula i. A partir disso, as varidveis hidrodinamicas, no
caso monofasico, velocidade e pressdo, sdo entdo corrigidas através de uma expansao de primeira
ordem em série de Taylor:
Gir = ¢i + 8x;ir - (V)i (4.3)

onde ¢ € uma vdridvel a ser corrigida e §x;;» € o vetor distancia entre a antiga posi¢ao da particula
X; € nova posicdo da particulax;s. A correg¢do possui um erro da ordem de (9(8ri2i/ ). Experimentos
realizados com a técnica demonstram sua robustez em relacdo a manutenabilidade da disposi¢ao
de particulas e, além disso, a introdu¢@o de um ganho de acurdcia no método ISPH [10].
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Figura 1: (a) Ilustragio do campo de velocidade que define os vortices de Taylor-Green.
(b) Resolucao através do método ISPH, ilustrando distribuicdo nao-uniforme de particulas.
(c) Resolucao utilizando ISPH e deslocamento de particulas proposto por Xu et al. [10].

5 UM METODO DE CORRECAO DE INTERFACE NO ISPH

Para introduzir o problema causado pelo deslocamento das particulas lagrangeanas no ISPH,

consideremos um teste numérico realizado em um dominio bidimensional [0, 1] x [0, 1], com

um campo de velocidades prescrito e fixo, que da origem aos chamados vértices de Taylor-Green,
u(x,y, t) = —cos(2mrx)sin(2mwy)

5.
(x, y,t) =sin(2wx) cos(2my),

representado na Figura 1 (a).

Considerando particulas marcadoras representando dois fluidos diferentes, realiza-se a integracao
temporal das particulas imersas neste campo, até um determinado tempo. Em seguida, inverte-se
o campo de velocidades para, integrando a mesma quantidade de passos, recuperar a configuracao
inicial.

Tend. Mat. Apl. Comput., 14, N. 3 (2013)
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() (b) (©) (d)

(e) ® (2 (h)

Figura 2: Integracdo das trajetorias em um escoamento de Taylor-Green: (a) inicial, (b) apds
200 passos, (c) ap6s 400 passos (onde ocorre a inversdo do campo), e (d) configuracdo final,
apds 800 passos, e com corre¢do de Xu et al. (e) inicial, (f) 200 passos, (g) 400 passos, €
(h) final, apds 800 passos.

Este teste foi realizado para a distribuicdo de particulas apresentada na Figura 2(a-d). Nesta
figura, particulas de cor mais escura estdo posicionadas dentro de um circulo de centro em
(0.5,0.5) e raio r = 0.4. Quando as trajetdrias sdo integradas aplicando um método Runge-
Kutta de ordem 4, sem qualquer tipo de perturbag¢@o adicional, a posi¢do inicial e a interface
entre as particulas sdo recuperadas quase exatamente, com o erro causado apenas pelo método
RK4, quase imperceptivel.

Em um contexto do método ISPH, as distribui¢des intermedidrias das particulas causariam pro-
blemas de estabilidade no método. Desta forma, foi realizado o mesmo teste, agora com a cor-
recao nas trajetorias proposta por Xu et al. [10]. Apés cada passo de integracdo das trajetorias, as
particulas s@o perturbadas de acordo com a Equagao (4.1). A Figura 2(e-h) mostra a evolucio no
tempo deste problema. Apesar da boa distribuicdo de particulas no dominio em todos os passos
de tempo, a interface ndo foi bem recuperada (Fig. 3), com a presencga de particulas que cruzaram
a interface, destruindo a configuracdo original esperada.

Assim, uma correcao da interface € necessaria. Para tanto, foi definida uma fun¢ao suave, que em
cada particula é calculada como a distancia normal a interface, ou seja, para a interface descrita
acima, tem-se

D(x,y) = \/(x —0.52+ (y —0.5)2 — 0.4, (5.2)

Tal campo € negativo no interior do circulo, positivo no exterior, e portanto, a interface pode ser
definida, a exemplo dos métodos de Level-set, como o conjunto de nivel zero deste campo, mais
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Figura 3: Detalhe da configuracdo das particulas ap6s 800 passos de integracdo, e comparagcao
com a interface original: (a) sem perturbacio, (b) com perturbacio proposta por Xu et al.

especificamente como I' = {(x, y) : ®(x, y) = 0}. Como este campo € suave, pode-se aplicar
a mesma corre¢do utilizada para corrigir as varidveis hidrodinamicas por uma expansao em série
de Taylor de primeira ordem, a saber,

d)i/ = d)i + 8Xii/ . (V@)l (53)

e a nova configuracdo da interface é entdo computada, baseando-se no sinal do campo resultante.
O resultado ao final de 800 passos de integracdo no teste de Taylor-Green € uma interface bem
definida entre os “fluidos” (Fig. 4).

T gU THT
2800 0800

000 [y 000 ¢

000000 000000

0000 0000

0000 0000

0000 0000

© %00 © %00

%00 %000

Lo Sooo

Bo%o Goeovcoo

000 000 oa

o0 o000 o

P o Po© 009 Al

00 0000

o, 6L oo

0 00%g

0g 0 0g 0

0,00, 0,00,

B0 2507 B0 2507

o QO ° o QO °

000%g0 000950

800% 800%

0009 6000

booo9%5, hboooo

poos00 poooo

0002097, 0002097,

ooogoo s [ ooogoo [
00030 . 0009009 ) .
©0020002,0.0000%00 %0000 Teeeat ©0020002,0.0000%0° %0000 PP YY)
2009009090 00060°0900,000°700 000000 2009009090 00060°0900,000700 000000
20005000%0%%0007,0200 0 %02:%%%%000000 90695000%0%%0006,0009% 0 %025 04000000
20605000%0%900¢%0020000%'500%0000009) 20605000%0%900¢%0020000%'500%0000009)
0000 000000 6%00s° 00070 600,90 000000 0000 000000 6%00s° 02070 600,90 000000
00g0o °°°°°%p%°o°°%%°%°0°oo°°§° 00000 ©0go 00°°°%p%°o°°%%°%°°°oo°°§° 00000
08 o p0po000p o0 0o 0,%00%00000 00 P0oo0p00000 L) 9,%0%00000 909
200304a00000%°%0 %40 %.%0n00aa0%] [09ad04ac00n0%0°%0 °,0 %200 000000

(a) (b)

Figura 4: Detalhe da configuracdo das particulas ap6s 800 passos de integracdo, e comparagcao
com a interface original: (a) com perturbacdo proposta por Xu et al., (b) com a correcdo da
interface proposta neste trabalho.

Outro caso, onde o problema da interface pode ser facilmente observado sdo os escoamentos
com vortice simples. Para isso, seja um dominio bi-dimensional [0, 1] x [1, 0] e o campo de
velocidades prescrito e fixo, dado em termos da funcio de corrente

1 . 2 .2
v = = sin“(x) sin“(wy). 5.4)
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Figura 5: Integracdo das trajetdrias em um escoamento de vortice simples: (a) inicial, (b) apds
500 passos, (c) apds 1000 passos (onde ocorre a inversdo do campo), e (d) configuragdo final,
apds 2000 passos; com corre¢do de Xu et al.: (e) inicial, (f) 500 passos, (g) 1000 passos, e (h)
final, ap6s 2000 passos; com corre¢do de Xu et al. e correc@o de interface: (i) inicial, (j) 500
passos, (k) 1000 passos, e (1) final, apés 2000 passos.

Considerando a distribui¢io de particulas apresentada na Figura 5(a-d), sendo as particulas mar-
cadoras de cor mais escura localizadas em um circulo de raio 1.5 e centro em (0.5, 0.75), onde
as trajetorias de todas as particulas do sistema s@o integradas com RK4 durante 1000 passos,
quando o campo de velocidades € invertido, e novamente integrada mais 1000 passos. Neste sen-
tido, nota-se na Figura 5(a-d) a ocorréncia de regides com baixa densidade de particulas, assim
como aglomerados de particulas. Aplicando-se a ténica de corre¢do de deslocamento, obtém-se
uma boa distribui¢do de particulas, porém a interface entre os fluidos € prejudicada (Fig. (5(e-
h))). Por outro lado, quando a técnica de correcdo de interface € utilizada, a disposi¢do final da
interface entre os fluidos encontra-se mais préxima do esperado (Fig. 5(k-1)).

Tend. Mat. Apl. Comput., 14, N. 3 (2013)
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Na Figura 6 € possivel ver com maior clareza a diferenca que a técnica de corre¢do de interface
proporciona nos resultados finais, o que destaca a importancia na resolucio de problemas com
interfaces.
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Figura 6: Detalhe da configuracdo das particulas apds 2000 passos de integragao.

5.1 Anadlise da conservacao de volume

Apesar das vantagens obtidas com a correcdo de interface, a alterac@o de particulas de uma fase
para outra provoca efeitos indesejados na conservac¢io de volume (drea em 2D). Em escoamen-
tos de fluidos incompressiveis, por exemplo, a alteracdo do volume das fases introduz erros na
simulagdo numérica. Utilizando o problema modelo de Taylor-Green, estudou-se este tipo de
erro.

Como pode ser observado nas figuras anteriores (veja por exemplo a Fig. 6 (¢)), a correcao pro-
posta diminui a quantidade de particulas posicionadas erroneamente, mas nao elimina totalmente
o problema. Ainda, as trocas de fase impostas pela funcdo Level-set corrigida ndo conservam
o volume inicial, devido ao erro de ordem O(Srizi,) das correcdes sucessivas. Uma andlise mais
detalhada pode ser vista na Figura 7 (esquerda), onde € apresentada a evolucdo do volume nor-
malizado (da “bolha”), definido como

V(1)

Vo) = TO’

sendo Vj o volume inicial e V(¢) o volume no instante de tempo ¢.

Da Figura 7 (esquerda), percebe-se que o volume pode ser alterado para mais ou para menos ao
longo da evolucao da interface, sendo que uma medida pontual pode mascarar o erro cometido ao
longo da integracdo numérica. Uma andlise mais justa pode ser obtida calculando-se o actimulo
do erro em funcao do tempo, dado por

t
Ev<r)=/ 1= Vu©ldr, 55)
0
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Figura 7: Historico de conservagdo de volume para o método de correcao de interface (esquerda).
A linha continua mostra o volume normalizado da “bolha” nos 800 passos de integracdo (eixo
x). A linha tracejada € o volume esperado. Nota-se um erro maximo da ordem de 2% e final
pouco maior que 1%.

ou seja, a funcdo Ey () mede o erro de volume acumulado até o instante de tempo ¢. Esta
expressdo pode ser aproximada através da regra trapezoidal, no passo ?,, de maneira que

n—1
)
Ev(t)%?t E {11 =Va@)| + 11 = Va(try DI} (5.6)
r=0

Esta expressdo fornecerd o erro acumulado devido as sucessivas trocas de particulas durante a
evolugdo da interface. Na Figura 7 (direita) € apresentado o erro acumulado para o problema dos
vortices de Taylor-Green em fung¢io dos passos de integracdo das posi¢des. Observa-se um cres-
cimento linear de Ey (¢) ao longo do tempo. Se a técnica de correcdo de interface ndo alterasse
o volume em nenhum passo de tempo, Ey (¢) seria idealmente constante. Este comportamento
linear fornecido pela expressdo (5.6), indica que a fracdo de volume |1 — V,(¢)| € uma funcao
constante no tempo, sendo sua integral uma funcao linear. Isso mostra que, apesar de peque-
nas variacdes em V,(t), ao longo do tempo, na média, a fracdo de volume parece se manter
constante, ndo indicando um aumento catastrofico do volume de uma das fases. Mesmo assim,
espera-se obter no futuro técnicas que consigam reduzir o erro acumulado, em comparagdo com
o apresentado aqui.

6 APLICACAO EM ESCOAMENTOS BIFASICOS

Para ilustrar a aplicabilidade do método desenvolvido aqui na simulacdo de escoamentos bi-
fasicos usando o método ISPH, foi resolvido o problema da cavidade impulsionada bifésica.
Tal problema consiste em um dominio quadrado [0, 1] x [0, 1], com condi¢des de contorno
u = (0, 0), exceto na tampa superior, onde € imposto u = (1, 0). Esta simulacdo foi realizada
até tempo ¢t = 8s, com massa especifica constante, mas razao de viscosidade 1 /2 = 200 sendo
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o fluido mais viscoso posicionado em cima do menos viscoso (Fig. 8 (a)). A Figura 8 ilustra a
evolugdo no tempo deste escoamento, comprovando o bom comportamento e ndo espalhamento
da interface entre os fluidos, devido ao método aqui proposto.

(a) t =0s (b) t =1s (c) t =38s

Figura 8: Simulacdo da cavidade impulsionada multifasica.

7 CONCLUSAO

Um método de correcdo de interface para aplicagdo do método ISPH com perturbagdo de tra-
jetdrias proposto por Xu et al. em escoamentos incompressiveis multifasicos foi apresentado. O
método baseia-se na utilizacdo de uma funcao distancia suave, como feito nos métodos Level-set,
e na correcdo das varidveis hidrodinamicas do método de Xu et al. Resultados mostram que a
correcdo efetivamente elimina o problema causado quando o método de Xu € aplicado em esco-
amentos multifasicos, o que foi demonstrado utilizando-se um teste de escoamento prescrito, e
posteriormente ilustrado através da simulacdo de uma cavidade impulsionada multifasica. Ape-
sar de efetivo, 0 método ndo conserva volume exatamente, mas andlises indicam que ndo ha
indicios de acimulo catastréfico de erro.

ABSTRACT. The maintainability of a good particle distribution is of prior importance to
SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) simulations, since it affects both stability and ac-
curacy of the numerical results. When using ISPH (Incompressible SPH), the particle dis-
tribution can be improved by dislocating particles away from their Lagrangian trajectories.
However, when applying this technique to multiphase flows, the correct position of the in-
terface between fluids is disturbed, resulting in unphysical flow behavior. In this work, we
propose a correction, based upon a constructed smooth distance function. Numerical tests
show that this correction can recover the expected position of the interface. Finally, issues

regarding mass conservation are assessed and reported.

Keywords: ISPH, interface correction, multiphase flows, particle distribution.
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