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RESUMO: A geometria fractal tem sido aplicada nos mais diversos ramos da ciéncia, mostrando grande potencial
na descrigiio de estruturas altamente complexas. A sua aplicagiio em ciéncia do solo tem despertado grande interesse
e vem se intensificando nos iltimos anos. Apesar da sua divulgaciio através da literatura cientifica internacional,
de conhecido acesso por parte dos pesquisadores brasileiros, o assunto parece nfio ter merecido ainda a nossa
atenciio, a contar pela auséncia do tema em nossas revistas especializadas. Tratamos aqui da conceitnacéio bdsica
dessa nova abordagem e de algumas aplicagdes em fisica do solo.

Descritores: fractal, geometria fractal, estrutura do solo, composi¢&o granulométrica, curva de retengéio.

FRACTAL GEOMETRY IN SOIL PHYSICS

ABSTRACT: Fractal geometry has been applied on different branches of science, showing high potential in
describing complex structures, Its applications in soil science have received large attention and have been intensified
in the last few years. Inspite of the large number of internationally published papers, the subject seems not having
received the same attention by Brazilian soil scientists, as verified by the absence of the subject in our scientific

journals, This paper presents the basic concepts of this new tool and some of its applications in soil physics.
Key Words: fractal, fractal geometry, soil structure, particle size distribution, retention curves.

INTRODUCAO

Uma das dificuldades nos estudos dos
processos que ocorrem no espago poroso do solo,
tais como a retengéo e movimento da 4gua, estd em
se estabelecer modelos geométricos capazes de
simular razoavelmente bem a estrutura do solo, que
permita a caracterizagio de algumas relagGes
fundamentais entre particulas e espago poroso que
governam tais processos. Dessa forma, os intimeros
modelos e equagbes desenvolvidos para esses
processos ndo apresentam um desenvolvimento
analitico baseado em caracteristicas fundamentais
do sistema, sendo portanto empiricos e, como tais,
oferecem variados graus de sucesso quanto & sua
aplicabilidade geral. Um dos poucos trabathos que
se baseiam em modelos simulados de estrutura do
solo e apresentam um desenvolvimento analitico
para condutividade hidrdulica do solo é o de
MUALEM (1976), complementado  por
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GENUCHTEN (1978,1980) através do
desenvolvimento de uma nova equagéo para curva
de retengéio da 4gua em solos.

A geometria de estruturas complexas,
altamente irregulares, como dos solos, tem sido
objeto de recentes estudos, contando-se para isso
com o auxilio da matemdtica fractal. A sua
aplicacdo em ciéncia do solo € recente € mostra-se
bastante promissora na medida em que permite
identificar o significado fisico de certos
parimetros de ajuste estatistico de modelos
empiricos. Tal abordagem parece indicar um bom
caminho para uma melhor caracterizagio da
estrutura do solo e sua aplicagio no
desenvolvimento analitico de futuros modelos para
os mencionados processos.

Apesar da crescente divulgacio dessa
nova ferramenta de trabalho através da literatura
cientifica internacional, de reconhecido acesso aos
pesquisadores brasileiros, o tema parece ndo ter
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despertado grande atengdo entre nés, o que se
constata pela auséncia de trabalhos publicados
sobre o assunto em nossas revistas especializadas.
Pretende-se aqui tratar da conceituagio bédsica da
geometria fractal e de uma répida anélise de suas
possibilidades em fisica do solo.

Conceitos bésicos
Dimensio topolégica e Dimensdo fractal.

Na geometria Euclideana pode-se medir
facilmente o comprimento L de uma linha reta
através de uma certa escala de medida ¢, onde ¢ <
L , obtendo-se:

L(e) N €! = constante @

onde N é o niimero de unidades de medida ¢
necessério para cobrir a distincia L. O expoente
unitdrio € consistente com a dimensdo topol6gica
da linha reta. Na medida em que se diminui ¢, N
aumenta proporcionalmente, e vice versa,
obtendo-se um valor constante para L(e).
Analogamente, para 2 e 3 dimensdes, uma
superficie ou um volume, respectivamente,
terfamos dimensdes topolégicas 2 e 3.

Se a linha a ser medida € tortuosa, a
equagio exponencial (1) permanece vélida, exceto
que L(e) néo € constante para qualquer e. Para tais
situagSes demonstra-se que:

F = N €® = constante @

Por analogia com a equagiio 1, F é a
medida do comprimento da linha ¢ D € a dimensdo
que produz um valor constante para F,
independentemente da escala de medida ¢
escolhida. Essa dimensio D € denominada
dimensdo fractal da linha e reflete o grau de
tortuosidade da mesma. Um valor de D igual a 1,
coincidente com a dimensd@o topolégica da linha
reta, significa que o seu comprimento € constante,
independente da escala de observagéo, tratando-se
portanto de uma linha sem irregularidades em
qualquer escala de observagio.

Combinando-se as equagdes (1) ¢ (2),
temos:

Le) = F P 1K)

que equivale a: L(e) = (F €¢?) ¢, ou seja, sdo
necessédrias F ¢ unidades de medida ¢ para cobrir
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o comprimento da linha. Se a dimenséo fractal D
é maior que 1 (linha tortuosa) uma diminuigéo da
escala e representa um aumento do produto F ¢
mais que proporcional & diminuigdo de ¢, fazendo
com que L(¢) aumente.

MANDELBROT (1983) sugere que a
e a sua dimensdo topolGgica (Dt) seja designada
por incremento fractal (Di). No caso de uma
dimenséo o incremento fractal seria Di = D, - 1;
para duas dimensdes seria Di = D, - 2 e para tres
dimensébes seria Di = D; - 3; onde D,, D, e D, séio
as dimensdes fractais do objeto para uma, duas ou
tres dimensdes, respectivamente. Assim, o
incrementro fractal Di de um objeto, determinado
em tres dimensdes, aplica-se igualmente a qualquer
plano ou qualquer transegéo do objeto.

Aplicagdes em Fisica do Solo

Para uma melhor visualizagio dos
conceitos bdsicos anteriormente apresentados, e jd
aplicados ao solo, analisemos a figura 1 (TYLER
e WHEATCRAFT, 1989) que tenta simular
particulas do solo delineando a parede de um tubo
capilar.

Se ampliarmos qualquer porgéo da
figura 1 veremos particulas cada vez menores
delineando as paredes do poro. A figura 1a mostra
o comprimento L do poro sendo medido através de
um compasso cuja abertura € ¢, e na figura 1b
através de um compasso cuja abertura € ¢,, menor
que €. O comprimento L, serd dado por Ni¢; € o
comprimento L, serd dado por N,¢, e percebe-se
ficilmente que L, serd maior que L; pois com a
abertura menor do compasso ¢, pode-se
acompanhar melhor as irregularidades ao longo da
figura.

ARYA ¢ PARIS (1981), ao tentarem
estabelecer uma relagdo entre tamanho de
particulas do solo em uma dada classe textural e o
tamanho dos respectivos poros, estimam o
comprimento desses poros através da seguinte
relagdo:

L, = 2RN; @

onde 2R; é o didmetro das particulas na classe
textural i, N; é o mimero de particulas na mesma
classe i, € @ € um fator que leva em conta a nio
esfericidade das particulas.
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Utilizando-se os conceitos de geometria
fractal, TYLER e WHEATCRAFT (1989) avaliam
o "comprimento verdadeiro” do tubo capilar (L"),
delineado por particulas de diferentes tamanhos, tal
como o representado pela figura 1, como uma
fungio da escala de medida (eq.3), da seguinte
forma:

L’ = F @QR)'P ®)

onde ¢ = 2R € a escala de medida.
A constante F ¢ avaliada pela equagio
2, fazendo L,” = 2R, neste caso N; = 1, e:

F=1LP ©

Substituindo 6 em 5, tem-se:

L = L? @RY'® ™

Como o comprimento topolégico L, &
dado por 2RN,, a equagido 7 fica:

L’ = 2RN! ®

Comparando-se a equagio 8 com a
equagio 4, verifica-se que o fator empirico & de
ARYA & PARIS (1981) nada mais € que a
dimenséo fractal do tubo capilar.

O volume de particulas e o volume de
vazios para cada classe de tamanho de particulas do
solo podem ser estimados respectivamente pelas
seguintes expressdes:

V, =43 N, x R} ®

V,=nrlL a0

onde R; € o raio das particulas na classeier, é o
raio correspondente de poros.

As relagdes 8, 9 e 10 permitem a
transformagéiio da equagio de Laplace numa forma
que relaciona o potencial métrico da 4gua no solo
¥; com o raio de particula R, de cada classe textural
i, ficando da seguinte forma:
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-1
v - 2omB [z, vy

pPgR I3

onde ¢ € a tensdo superficial da 4gua; 8 € o 4ngulo
de contato entre a fgua e a parede do capilar; p é
a densidade da 4gua;

g é a aceleragio da gravidade;

e é a razio de vazios ("void ratio") da
amostra de solo = volume de vazios/volume de
particulas.

Os valores de ©; correspondentes a
sdo determinados acumulando-se o volume de
vazios da menor classe de particulas até a classe i.
Dessa forma & possivel estimar uma curva de
retengiio para o solo conhecendo-se apenas a sua
composigdio  granulométrica. O padrio de
distribuigio de particulas por tamanho ¢
caracterizado pela dimensdo fractal da distribuigdo
a qual reflete a dimensio fractal dos poros ou a
tortuosidade dos poros.

TURCOTTE, (1986), ¢ TYLER e
WHEATCRAFT, 1989, observaram uma relagéo
semelhante & da equagio 8, tomando-se no lugar da
medida de comprimento L.°, o ndmero de particulas
N maiores que um dado raio R, obtidos em uma
anflise granulométrica:

N=K R,D 12)

onde K € uma constante e D € a dimensdo fractal
da distribuigdo granulométrica do solo. Uma vez
que a composigio granulométrica representa uma
colegiio tridimensional de particulas, a dimenséo D
na equagio" 12 corresponde a dimensio fractal
tridimensional D,, cujo incremento fractal é D, =
Ds - 3 .

Aplicando-se logaritimo & equagéo 12
verifica-se que a dimensdo fractal pode ser avaliada
através do coeficiente angular da reta que relaciona
log N (=Y) com log R (=X):

log N=log K+ Dlog R a3

Um valor de D = 0 representa uma
distribuigiio de particulas composta de uma tnica
classe. Valores de D maiores que 3 refletem uma
distribuigdo composta por particulas de virios
tamanhos, dominada numéricamente por pequenas
particulas.
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=
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(b)

§

€2f>(>‘

Lp= Np.€p

Figura 1. Representagdo de um tubo capilar delineado por particulas de solo de diferentes tamanhos;
a) comprimento L, sendo estimado por uma escala ¢;; b) comprimento L, sendo estimado por uma
escala ¢, < ¢,. (Adaptado de Tyler ¢ Wheatcraft, 1989).

Valores de D entre 0 € 3 correspondem
a distribuigdes com predominincia numérica de
particulas de tamanhos maiores. TYLER e
WHEATCRAFT (1989) encontraram boa
concordéncia de resultados entre curvas de retengdo
estimadas pela dimensdo fractal da distribuigdo de
particulas e as determinadas em laboratério,
principalmente para solos cujo valor de D € maior
que 3.

Outra anidlise da retengio de dgua em
solos utilizando-se conceitos da geometria fractal €
feita por TYLER e WHEATCRAFT (1990).
Aplicando um modelo fractal tridimensional ji
conhecido, denominado "Sierpinski carpet”, para
simular a estrutura de um solo, os autores
demonstram que os parimetros de ajuste A e b das
equagdes de curva de retengio de BROOKS e
COREY (1964) e CAMPBELL (1974),
respectivamente, estio relacionados a dimenséo
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fractal do modelo tedrico. Da mesma forma, se
aplicarmos os mesmos conceitos na andlise das
equagdes de GENUCHTEN (1980) para curva de
retengdo e condutividade hidriulica, verificaremos
que o parimetro de ajuste n das referidas equagdes
relaciona-se também a dimensdo fractal do modelo
tedrico, ou seja, € o parimetro da equagdo que
relaciona-se a textura do solo.
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