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Evaluation of a proposed model for concrete at 
mesoscopic scale

Avaliação de uma proposta de modelagem do concreto 
na meso-escala

Abstract  

Resumo

This work deals with numerical modeling of mechanical behavior in quasi-brittle materials, such as concrete. For this propose, a two-dimensional 
meso-scale model based on RVE existence is presented. The material is considered as a three-phase material consisting of interface zone (ITZ), 
matrix and inclusions – each constituent modeled by an independent constitutive model. The Representative Volume Element (RVE) consists 
of inclusions idealized as circular shapes symmetrically and non-symmetrically placed into the specimen. The interface zone is modeled by 
means of cohesive contact finite elements. The inclusion is modeled as linear elastic and matrix region is considered as elastoplastic material. 
Our main goal here is to show a computational homogenization-based approach as an alternative to complex macroscopic constitutive models 
for the mechanical behavior of the brittle materials using a finite element procedure within a purely kinematical multi-scale framework. Besides, 
the fundamental importance of the representing dissipative phenomena in the interface zone to model the complex microstructural responses of 
materials like concrete is focused in this work. A set of numerical examples, involving the microcracking processes, is provided in order to illustrate 
the performance of the proposed modeling.

Keywords: homogenization, quasi-brittle materials, cohesive contact finite element, concrete, plasticity.

Este trabalho trata da modelagem numérica do comportamento mecânico em materiais quase-frágeis, tal como o concreto. Para este fim, um 
modelo 2D de escala mesoscópica baseado no conceito de Elemento de Volume Representativo (EVR) é apresentado. O material é considerado 
como composto por três fases consistindo de zona de interface, matriz e inclusões, onde cada constituinte é modelado independentemente. O 
EVR consiste de inclusões idealizadas como de forma circular dispostas de maneira simétrica e não simétrica. A zona de interface é modelada 
por meio de elementos finitos coesivos de contato. A inclusão é modelada como sendo um material elástico linear, já a matriz é considerada como 
material elastoplástico. Nosso principal objetivo é mostrar que uma formulação baseada na homogeneização computacional é uma alternativa 
aos modelos constitutivos macroscópicos complexos para o comportamento mecânico de matérias frágeis usando um procedimento baseado no 
Método dos Elementos Finitos no âmbito de uma teoria multi-escala. Além disso, o trabalho foca na fundamental importância em representar os 
fenômenos dissipativos na Zona de Transição para obter uma resposta microestrutural de um material complexo como o concreto. Uma série de 
exemplos envolvendo processos de microfissuração é apresentada de modo a ilustrar o desempenho da modelagem proposta.
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1.	 Introdução

Atualmente, a engenharia tem usado diversos materiais compó-
sitos, em especial com aplicações estruturais. Os materiais com-
pósitos, por definição são formados pela combinação de dois ou 
mais materiais que apresentam comportamentos físicos distintos 
e tem seu uso já consolidado, desde a criação de novos materiais 
quanto no aperfeiçoamento de materiais já existentes. Um dos 
materiais mais importantes e também utilizados no mundo que 
pertencente a esse grupo é o concreto.
Contudo, em geral, é bastante difícil de encontrar uma lei cons-
titutiva que reproduza o comportamento do concreto em função 
de um tipo qualquer de solicitação devido à sua complexidade de 
comportamento, por se tratar de um material compósito, Pituba e 
Fernandes [1], Brancherie e Ibrahimbegovic [2], Zhu et al. [3] e ou-
tros. Inicialmente, as chamadas teorias constitutivas fenomenoló-
gicas foram capazes de responder à demanda de modelagem dos 
materiais de forma satisfatória. Dentro desse contexto, merece 
destaque modelos baseados na Mecânica do Dano no Contínuo, 
cuja aplicação de modelos sofisticados para simular o comporta-
mento de materiais heterogêneos, como o concreto, apresentam 
bons resultados, Pituba et al. [4], Pituba e Pereira Jr [5], Pituba [6]. 
Porém, essas teorias vêm alcançando seu esgotamento na captu-
ra de fenômenos dissipativos complexos exigindo cada vez mais 
um esforço de formulação e de identificação de parâmetros cada 
vez maior. Contudo, nas últimas décadas, teorias baseadas na re-
ferência em várias escalas de observação vêm ganhando força no 
meio científico, onde a resposta constitutiva do material é obtida 
a partir da análise em diferentes comprimentos e/ou tempo. Logo, 
é possível ter uma integração do comportamento que acontece 
numa pequena escala até o nível macroscópico, obtendo assim, 
uma resposta mais precisa do comportamento do meio, Péric et 
al. [7] e Miehe e Koch [8]. Dentro desse contexto, alguns trabalhos 
foram desenvolvidos com foco na modelagem do comportamento 
mecânico do concreto (Gitman [9], Wriggers and Moftah [10] e Ló-
pez et al. [11])
Em breves palavras, a resposta elástica macroscópica é estimada 
por meio de uma teoria constitutiva multi-escala baseada na técnica 
de homogeneização para o problema de elasticidade, onde os ten-
sores tensão e deformação macroscópicos em cada ponto do macro 
contínuo estão definidos como as médias volumétricas das contra-
partes microcóspicas sobre o EVR (elemento de Volume representa-
tivo) do material associado com aquele ponto. Assim, a resposta elás-
tica efetiva estimada para uma determinada microestrutura depende 
da escolha das restrições cinemáticas impostas sobre os campos de 
deslocamentos cinematicamente admissíveis no EVR.
Uma das principais vantagens da abordagem Multiescala é que os 
fenômenos físicos podem ser melhor avaliados. Observado numa 
escala menor, é possível considerar as características de cada 
material constituinte do material heterogêneo, imperfeições, va-
zios, e assim, transportando essas informações para uma escala 
maior de observação. Analisado em nível macro, o concreto com-
porta-se como um material contínuo. Mas, a sua microestrutura 
é composta por vários materiais, apresentando comportamentos 
distintos entre si. 
Os fenômenos abordados por teorias convencionais, na realidade 
é um reflexo macroscópico do que acontece na sua microestru-

tura. Dado a esse motivo, a análise de materiais heterogêneos, 
especialmente o concreto, observando sua microestrutura e uti-
lizando uma abordagem Multiescala possibilita a formulação de 
modelos constitutivos eficientes, ou seja, utilização de modelos 
constitutivos simples na microestrutura que possibilitem a repro-
dução de fenômenos complexos observados na macroestrutura, 
Pituba e Souza Neto [12].
Este trabalho limita-se ao estudo do comportamento do concreto 
em sua microestrutura de modo a validar qualitativamente a mo-
delagem proposta aqui. Nesse sentido, adota-se uma abordagem 
com a definição de EVR e técnicas de homogeneização baseada 
numa formulação multiescala cinematicamente admissível (Fer-
nandes et al. [13] e Fernandes et al. [14]). Aliado a essa formula-
ção, o Método dos Elementos Finitos permite a discretização de 
um EVR, possibilitando utilizar a Mecânica da Fratura e Teoria da 
Plasticidade para representar os fenômenos dissipativos na zona 
de interface e na matriz levando em conta variáveis como as geo-
metrias dos materiais constituintes e suas propriedades. A mode-
lagem proposta pode ser vista como uma alternativa aos modelos 
constitutivos fenomenológicos complexos para o comportamento 
de materiais heterogêneos quase-frágeis. Vale ainda ressaltar que 
no contexto de uma análise multi-escala, a proposta de modela-
gem da microestrutura do material apresentada aqui é um impor-
tante passo inicial para se fazer uma análise totalmente acoplada 
em varias escalas.
Em suma, no item 2, este artigo apresenta uma breve descrição 
da modelagem proposta para o concreto englobando o processo 
de homogeneização e os modelos constitutivos baseados na Me-
cânica da Fratura e Contato utilizado em conjunto com um elmen-
to de fratura e contato desenvolvido para a modelagem da zona 
de transição, além do modelo de Mohr-Coulomb implementado no 
âmbito da modelagem 2D da matriz cimentícia considerando esta-
do plano de tensão. No tem 3 são apresentados alguns resultados 
obtidos de modo a demonstrar as potencialidades e limitações da 
modelagem proposta. Por fim, algumas considerações são descri-
tas no item 4.

2.	 Modelagem proposta para o concreto

A formulação empregada neste trabalho descreve o compor-
tamento de um ponto qualquer do macrocontínuo (pode ser um 
ponto de integração de um elemento finito da macroestrutura, por 
exemplo). Esse ponto, ao ser excitado por um campo de deforma-
ções advinda da análise da macroestrutura, necessita voltar como 
resposta um estado de tensão e propriedades constitutivas atuali-
zadas. Isso é realizado com o emprego do conceito de EVR, onde 
as dimensões não são importantes e sim, a distribuição e propor-
cionalidade entre seus constituintes. Esse EVR, ao ser excitado 
pelo estado de deformação macroscópica apresenta respostas 
em termos de tensão e tensor constitutivo dependendo das condi-
ções de contorno do modelo multi-escala empregado, além de uti-
lizar conceitos de média volumétrica e de equivalência de energia 
entre o macro e micro. Em suma, os resultados apresentados são 
de EVRs excitados por um estado de deformação macroscópica 
dentro de uma análise multi-escala, porém neste trabalho, a for-
mulação é empregada de maneira desacoplada, onde o interesse 
é no EVR.
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Portanto, para simular o comportamento mecânico do concreto, a 
meso-escala é estudada através da definição de um EVR, onde 
sua discretização em elementos finitos é dada na Figura 1. Os 
agregados são considerados de forma aproximadamente circular 
contendo elementos finitos triangulares elásticos. Já a matriz do 
compósito é considerada como um meio elastoplástico seguindo 
a evolução dada pelo modelo de Mohr-Coulomb. A Zona de tran-
sição ou zona de interface é discretizada por elementos finitos de 
fratura coesiva de modo a simular a abertura e/ou fechamento de 
fraturas naquela região, onde a mesma é a responsável pelo prin-
cipais fenômenos dissipativos durante o processo de fraturamento 
na microestrutura do concreto. Portanto, neste trabalho, procura-
-se simular o comportamento micromecânico de concretos ditos 
convencionais.

2.1	 Formulação do modelo na meso-escala

O EVR é descrito como continuo de modo que o conceito de ten-
são permaneça válido na microescala. Considerando um tensor 
de deformação ε(x,t), bem como σ(x,t) tensor de tensão em um 
ponto x da macroestrutura, são obtidos como a média volumétrica 
de todos os pontos y do EVR sobre o respectivo campo microscó-
pico εμ = εμ (y,t) ou σμ = σμ (y,t) através de um EVR associado a x. 
Isto em um instante t arbitrário, temos então:          

(1)           

(2)
As Equações (1) e (2) apresentam a deformação macroscópica 
ou homogeneizada e a tensão macroscópica ou homogeneizada, 
processo resultante da transformação de uma quantidade micros-

cópica em uma quantidade macroscópica por meio de um proces-
so de homogeneização. Além disso, os campos podem ser escri-
tos em relação à tensão microscópica a seguir:

(3)
Sendo fy o funcional constitutivo, definido neste trabalho pelo mo-
delo de Mohr-Coulomb. Além disso, a deformação microscópica εμ  
pode ser escrita em termos de campo de deslocamento microscó-
pico uμ do EVR conforme a seguir:

(4)
onde o  é o operador gradiente simétrico do campo de deslo-
camento u.
Já o campo de deslocamento microscópico uμ, sem perda de ge-
neralidade, é composto pelas seguintes contribuições:

(5)
sendo a primeira parcela um deslocamento constante de corpo 
rígido coincidente com o deslocamento macroscópico u(x,t) as-
sociado ao ponto x, a segunda parcela varia linearmente com a 
coordenada y e é obtida a partir do campo de deformação macros-
cópica e como definido a seguir:

(6)
e a terceira parcela é definida como campo de flutuação de des-
locamento ũμ (y, t). Reescrevendo de forma simplificada a relação 
acima detalhada:

(7)
Na Equação (7) a parte εy varia linearmente em y e isto resulta 
na multiplicação macroscópica de deformação ε do EVR, que é 
constante para as coordenadas do ponto y. No caso de desloca-
mento microscópico uniforme εμ, a flutuação de deslocamentos  

Figura 1
Esquema da análise multi-escala
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ũμ é nula. Também no EVR são satisfeitas as seguintes relações 
para deformação microscópica εμ e flutuação de deformação mi-
croscópica %em:

(8)           

(9)
Considerando a Equação (7) e as relações acima, de forma análo-
ga, a deformação microscópica pode ser escrita da seguinte forma:

(10)
Após algumas manipulações (Fernandes et al. [13]), pode-se 
reescrever a Equação (10) em forma de velocidade, onde uma 
velocidade de deformação microscópica é dita cinematicamente 
admissível se:

(11)
Onde νµ é o espaço de deslocamentos cinematicamente admis-
síveis do EVR. Maiores detalhes podem ser encontrados em Fer-
nandes et al. [13].
Como já descrito anteriormente, a microescala é representada 
pelo EVR e a formulação do MEF é a ferramenta que resolve o 
problema de equilíbrio do mesmo. As variáveis do EVR, como por 
exemplo, dimensões e constantes elásticas, são distintas do ma-
terial no macrocontínuo e essas características são definidas para 
um EVR padrão e ele será extrapolado para todos os EVRs da 
estrutura. Assim, a solução de um EVR, ou seja, o cálculo dos 
deslocamentos, das forças internas, das tensões verdadeiras e 
da matriz constitutiva atualizada dos seus elementos finitos são 
obtidos quando se alcança a convergência, de acordo com a 
tolerância adotada, do seu problema de equilíbrio proposto. No 
entanto, para resolver esse problema de equilíbrio, necessita-se 
definir as condições de contorno a ser impostas no EVR. Assim, 
a resposta obtida pode variar em função da condição de contorno 
adotada. Desta forma, com objetivo de estruturar e organizar me-
lhor a apresentação da formulação segundo uma abordagem mul-
tiescala para este trabalho, consideram-se cinco etapas: Equação 
de equilíbrio no EVR; Princípio de Hill-Mandel; Homogeneização 
das tensões; Condições de contorno impostas no EVR; Módulo 
constitutivo tangente homogeneizado.
Por motivos de simplificação será considerado o domínio das in-
clusões  e o da matriz  como um só domínio dos sólidos . 
Assumindo que as forças de inércia são desprezíveis e que o EVR 
é submetido a um campo de força de corpo b = b (y, t) e a um cam-
po de forças de superfície te = te (y, t) atuando em todo o contorno, 
o princípio dos trabalhos virtuais estabelece que o EVR está em 
equilíbrio, se é somente se, o campo de tensão σμ em Ωμ satisfaz a 
equação variacional clássica da elasticidade:

(12)

Os trabalhos de Hill e Mandel (Giusti et al. [15]) estabeleceram o 
princípio de macro homogeneidade que diz que a potência das 
tensões macroscópicas em qualquer ponto arbitrário do macro-

contínuo deve ser igual à média volumétrica da potência das ten-
sões microscópicas sobre o EVR associado a esse ponto para 
qualquer movimento cinematicamente admissível do EVR (Giusti 
et al. [15]). Considerando a Equação (11) e assumindo , 
além de saber que os vazios estão em equilíbrio, após algumas 
manipulações (ver em detalhes em Fernandes et al. [13] e Fernan-
des et al. [14]), conclui-se que o Princípio de Hill-Mandel vale se e 
somente se as seguintes integrais forem nulas:

(13)           

(14)

Considerando as Equações (8) e (10) e escrevendo σμ como  
σμ = fy (εμ), sendo fy o funcional constitutivo pode-se obter a seguir 
a equação em termos de flutuação de deslocamentos para o equi-
líbrio da parte sólida do material:

(15)
E por fim, a formulação é completada com a escolha apropriada 
do espaço , ou seja, com a escolha das restrições cinemáticas 
do EVR. Portanto, o problema de equilíbrio microscópico con-
siste de dado o tensor de deformação macroscópico ε, o campo  

 de tal modo que de cada instante t, a Equação (15) é sa-
tisfeita. Em vista da arbitrariedade de h, após a discretização do 
domínio do EVR em elementos, cujo domínio discretizado passa a 
ser referenciado por , a seguinte equação incremental de equilí-
brio microscópico deve valer para o incremento de carga no tempo 

 e discretização h do domínio que permite encontrar 
o campo de flutuação de deslocamentos :

(16)

Onde B é a matriz global de deformação-deslocamento,  indica 
o domínio discretizado do EVR. Se o incremento de carga n é não-
-linear, a Equação (16) é resolvida pela aplicação do método de 
Newton-Raphson que consiste em buscar a correção de flutuação 

 para interação i+1, tal que:

(17)
Onde F é o vetor de forças e K é a matriz de rigidez tangente do 
EVR. Depois de computar as correções  da Equação (17), o 
próximo passo é o cálculo do campo de flutuação de deslocamen-
tos a ser considerando na interação i+1 do microcontínuo, que é 
dado por: .
Já a tensão homogeneizada é calculada pela Equação (2), consi-
derando que o EVR é composto por partes vazias e sólidas (matriz 
e agregados) , e resulta em:

(18)

A complementação da formulação sobre equilíbrio do EVR des-
crita é realizada com a escolha do espaço de deslocamentos, ou 
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seja, com a escolha das restrições cinemáticas a ser imposta no 
EVR que leva a diferentes classes de modelos multiescala e con-
sequentemente diferentes resultados numéricos (Peric et al. [7]). 
Aqui é utilizada a condição de flutuação periódica, onde para cada 
lado  do EVR, do qual a direção normal é , deve correspon-
der a um lado igual  com direção normal , sendo .  
Similarmente, para cada ponto  definido sobre  deve existir 
um ponto  sobre o lado . Para que a flutuação do desloca-
mento seja periódica no contorno do EVR, para cada par  
dos pontos deve-se ter:

(19)

2.2	 Modelo de fratura coesiva e plasticidade

Pituba et al. [12] propôs um modelo de fratura coesiva modificado 
a partir de Cirak et al. [16] para lidar com meios dúcteis de modo 
a simular o processo de fissuração até a falha da microestrutura. 
De maneira geral, foi desenvolvido para representar o comporta-
mento das fissuras quando são capazes de transmitir cargas en-
tre suas superfícies, que gradualmente decresce até não ter mais 
transmissão de tensões entre elas. O modelo proposto descreve 
a lei coesiva de deformação-finita irreversível. A energia coesiva 
liberada φ é dada por:

(20)
Onde, δn é a abertura devido ao modo I (normal); δs é a abertura 
devido ao modo II (escorregamento) e q é a variável que descreve 
os processos inelásticos da coesão.
É possível assumir que a deformação devida a abertura por escorre-
gamento é um valor escalar independente da direção de sua fissura 
na superfície, assim δs = |δs|, dando um caráter isotrópico para seu 
comportamento. Para a formulação da lei coesiva dos modos mistos, 
é introduzido um deslocamento de abertura efetiva dado por:

(21)
O parâmetro β assume valores diferentes para as aberturas, va-
riando de 0 a 1, sendo um parâmetro que quanttifica a razão entre 
os processos de abertura de fratura devido ao escorregamento 
e à separação normal. Por outro lado, assumindo que a energia 
potencial liberada φ depende de δ, a lei coesiva é escrita como:

(22)
Onde, n é o vetor normal à fissura; δs é o vetor de abertura por 
escorregamento localizado na superfície da fissura; t é vetor de 
tensão coesiva ao longo da fissura; t é a tensão efetiva escalar.
Por outro lado, a energia coesiva liberada na micrroestrutura do ma-
terial proposta neste trabalho (Equação (20)) é dada pela expressão:

(23)
Onde a lei de tensão efetiva coesiva para o caso de carregamento 
é obtida da Equação (25), como sendo:

(24)
Já a relação proposta para a tensão efetiva escalar no caso de 
descarregamento é proposta admitindo-se um caso elástico, ou 
seja, sem deslocamento de abertura efetiva residual (Equação 
(25)), sendo descritaa a seguir:

(25)
Onde e é o exponencial, σc é um parâmetro do modelo que reflete 
a máxima tensão de tração normal coesiva, δ& é a velocidade de 
abertura, dmáx é a máxima abertura efetiva até o instante da aná-
lise, tmáx é a máxima tensão efetiva até o instante da análise e dc 
é um parâmetro do modelo que indica uma abertura crítica. A lei 

Figura 2
Lei Coesiva proposta escrita em termos de tensão efetiva versus deslocamento de abertura efetiva: 
a) Caso de carregamento; b) Caso de descarregamento

B BA B
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coesiva tensão efetiva versus deslocamento de abertura efetiva 
está ilustrada abaixo para o caso de carregamento (Figura 2a) e 
descarregamento (Figura 2b).
Segundo Ortiz e Pandolfi [17], há uma relação entre a taxa libera-
da de energia crítica (GC) para a propagação de fratura, em nosso 
caso, na microestrutura do material, e a lei coesiva. Adotando-se a 
direção 1 como sendo aquele no plano da fratura e na direção de 
propagação da mesma, pode-se admitir que Gc é dado por:

(26)

Onde R é a o comprimento da zona coesiva. A Equação (26) pode 
ainda ser entendida como:

(27)
Para o caso da Equação (24), temos que a taxa liberada de ener-
gia crítica é expressa como:

(28)
Obviamente que a energia de fratura das modelagens convencio-
nais, aquelas realizadas com modelos constitutivos fenomenoló-
gicos, trata da fratura no macrocontínuo como um meio homoge-
neizado. No presente trabalho, o conceito de energia de fratura 
está intimamente ligado ao que ocorre na zona de transição na 
mesoescala do material, que ao se propagar e unir com outras 
microfissuras podem vir a gerar um processo de localização, o que 
leva à formação de uma fratura no macrocontínuo. Esse processo 
leva a uma relação entre as energias de fratura no macrocontínuo 
(material homogeneizado) e na masoescala do material, como 
abordado em Oliver et al. [18].
Antes do aparecimento das fraturas, uma rigidez entre as bordas 
da possível fratura presente entre os elementos finitos triangu-
lares é chamada de fator de penalidade (λp). Este fator de pe-
nalidade é um parâmetro de valor escalar. Na prática, valores 
altos para o fator de penalidade são adotados a fim de obter uma 
aproximação precisa. Tal procedimento garante que a possível 
fratura permaneça fechada até se atingir o critério de separação 

e, ao mesmo tempo, garante a admissibilidade física de todo o 
processo. O fator de penalidade é, portanto, uma rigidez imposta 
ao fechamento da fissura.
De maneira geral, esta estratégia pretende criar rigidez nos nós 
dos pares com o contato de elementos finitos coesivos, a fim de 
não permitir a penetração das superfícies de fissura. Por outro 
lado, no regime de tensão, este fator de penalidade efetivamente 
substitui a porção rígida inicial da lei coesiva por uma resposta 
linear rígida na forma da Equação (25). Para detectar o fenômeno 
de contato coesivo, é adotado o conceito das diferenças entre os 
pontos de Gauss do elemento finito de contato e fratura coesiva.

(29)
Os tipos de elementos considerados nesse trabalho são compos-
tos por duas superfícies que são coincidentes na configuração in-
deformada do EVR. O elemento finito de contato e fratura coesiva 
é definido como um elemento de quatro nós sendo a sua geo-
metria compatível com a de dois elementos triangulares bidimen-
sionais usados para modelar as fases da matriz e de inclusão. A 
formulação desenvolvida pode ser encontrada em Pituba e Souza 
Neto [12] e Pituba et al. [19].
Por outro lado, para lidar com as deformações plásticas que sur-
gem quando a macroestrutura do concreto é solicitada, sobretudo 
por tensões de compressão, o bem conhecido modelo de Mohr-
-Coulomb é utilizado aqui na representação do comportamento 
mecânico da matriz cimentícia. Tal modelo é empregado para 
capturar as possíveis deformações plásticas que ocorrem na ma-
triz cimentícia sendo, portanto, mais um processo dissipativo a 
ser modelado na microestrutura do material em conjunto com a 
possível fissuração que ocorre predominantemente na Zona de 
Interface. No caso de regime predominante de tração, a mode-
lagem proposta evidencia o processo de fissuração da Zona de 
Interface, capturado pelo modelo de fratura e contato, como o 
mais importante fenômeno dissipativo, principalmente fase inicial 
de carregamento. Obviamente que deve-se pensar num processo 
de fissuração na matriz cimentícia que ocorre predominantemen-
te em regime de softening da macroestrutura do material, sen-
do necessária a inserção de elementos de fratura e contato na 
matriz. Contudo, essa inserção de elementos pode gerar grande  

Figura 3
Elemento de volume representativo com 4 inclusões

Figura 4
Elemento de volume representativo com 8 inclusões
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instabilidade da resposta numérica principalmente em regime de ten-
são de pico. Por outro lado, em regime predominante de compres-
são, os processos de plastificação da matriz é entendido aqui como 
ator principal em conjunto com a fissuração da Zona de Interface.
A modelagem do processo de fissuração da Zona de Interface é 
de fundamental importância para a captura do colapso da micro-
estrutura do concreto, principalmente em regime predominante de 
tração. Essa afirmação é comprovada nos resultados obtidos em 
Pituba e Souza Neto [12] onde, mesmo considerando um com-
portamento elástico para a matriz, o processamento de fratura da 
Zona de Interface aliado à geometria dos agregados possibilitou a 
simulação de deformações plásticas macroscópicas homogenei-
zadas quando em processo de descarregamento e inversão de 
sentido de carregamento, evidenciando assim, o efeito unilateral 
desse material.
O modelo constitutivo de Mohr-Coulomb, assim como o modelo 
de fratura e contato, foi implementado num código computacional 
desenvolvido para a análise de EVRs de materiais heterogêneos 
submetidos a um estado de deformação macroscópico No início do 
carregamento, os incrementos das deformações macroscópicas 
são impostas, sendo as tensões corrigidas pelos modelos cons-
titutivos. No caso do modelo de Mohr-Coulomb, com os valores 
das tensões, é possível calcular o valor da função de plastificação. 
Enquanto esse valor for abaixo de zero, o material comporta-se 
no regime elástico e a superfície de plastificação não é atualizada. 
Após a função de plastificação atingir um valor positivo, é iniciado 
um mapeamento para atualizar os valores das tensões e assim, a 
superfície de plastificação.
Sendo as tensões principais ordenadas, é possível mapear o es-
coamento plástico para uma das superfícies do espaço. O mapea-
mento é feito de quatro distintas formas. Maiores detalhes podem 
ser encontrados em Souza Neto et al. [20].
Por outro lado, as expressões propostas são válidas para os casos 
em que envolvam o espaço tridimensional. Para o estado plano de 

tensões (EPT), Souza Neto et al. [20] propõe uma estratégia para 
a aproximação ao estado plano de tensões utilizando as equações 
constitutivas do estado plano de tensões, restringindo as tensões 
nos pontos de Gauss do elemento finito. Como as tensões σ13 e σ23 
são nulas na formulação, é adicionada na implementação a ten-
são σ33, em que o valor dela deve ser igual a zero. Considera-se a 
direção 3 como aquela perpendicular ao plano médio do elemento 
finito. Porém, ela está relacionada com a deformação ε33, que de-
pende das outras tensões no plano do elemento finito.
Assim, dada uma deformação elástica inicial, (εe)33, aplica-se o 
algoritmo de integração para o caso axisimétrico de tensões e ob-
tém-se a tensão σ33. Caso a convergência seja atingida (|σ33|≤єtol), 
a atualização da tensão é válida. Mas, caso a convergência não 
seja atingida é necessário atualizar o valor da deformação (εe)33. A 
correção é feita através do procedimento de Newton-Raphson e o 
valor da deformação é corrigido de acordo com a matriz tangente 
consistente, corrigindo assim as tensões principais.
Por fim, vale ressaltar que todo o equacionamento ilustrado nesta 
seção é resolvido através de uma formulação tangente consis-
tente, o que leva a uma solução numérica com taxa quadrática 
de convergência, sendo esse um fator positivo, haja vista que em 
análises multi-escala, o custo computacional tem alto valor.

3.	 Resultados e discussões

Para verificar a viabilidade de emprego da formulação proposta, 
são realizadas simulações numéricas baseadas no comporta-
mento da microestrutura do concreto. Inicialmente, foram gerados 
EVRs que possuem dimensões de l x l e espessura de l/10 com 
inclusões dispostas numa matriz, evidenciando a distinção de dois 
materiais nos EVRs, simulando a estrutura bifásica do concreto 
sob estado plano de tensões. Tal EVR é composto por elementos 
finitos triangulares e elementos de fratura e contato. Considera-se 
a matriz como meio elasto-plástico seguindo o critério de plasti-

Figura 5
Tensão normal homogeneizada de tração na 
direção x versus deformação específica de 
alongamento macroscópica imposta na direção x 
do EVR com 4 inclusões

Figura 6
Tensão normal homogeneizada de tração na 
direção x versus deformação específica de 
alongamento macroscópica imposta na direção x 
(e) do EVR com 8 inclusões
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ficação de Mohr-Coulomb com os seguintes parâmetros, Assad 
et al. [21]: módulo de elasticidade longitudinal igual a 20 GPa e 
coeficiente de Poisson igual a 0,2, ângulo de fricção e o ângulo 
de dilatação iguais a φ = 5º e Ψ = 10%, respectivamente. Já os 
agregados são considerados como meios elásticos com módulo 

de elasticidade igual 35 GPa e o coeficiente de Poisson igual a 
0,26, Mehta e Monteiro [22].
Na região de interfase matriz/agregado, nos casos em que foi 
avaliado o fraturamento, foram inseridos elementos de contato 
e fratura coesiva. Os parâmetros para esses elementos foram:  

Figura 7
Distribuição de tensão normal na direção x no interior do EVR com 4 inclusões sem a consideração 
do fraturamento no zona de transição

Figura 8
Distribuição de tensão normal na direção x no interior do EVR com 4 inclusões considerando o processo 
de fraturamento no zona de transição
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λp = 200000 N/mm3, β = 0,7, σc=0,09 MPa e δc = 0,02mm, Ortiz e 
Pandolfi [17], Oliver et al. [18], Pituba e Souza Neto [12].

3.1	 Influência do fraturamento na zona de 
transição

Neste item são analisados EVRs com 4 e 8 inclusões de formatos 
circulares distribuídas na matriz. A Figura 3 apresenta um EVR 
com 4 inclusões que representam 12% da fração volumétrica, 
sendo utilizado um total de 798 elementos finitos triangulares e 
64 elementos finitos de contato e fratura coesiva quando incluído. 
Já a Figura 4 apresenta o EVR com 8 inclusões que representam 

14% da fração volumétrica, sendo utilizados 1184 elementos fini-
tos triangulares e 128 elementos finitos de contato e fratura co-
esiva quando incluído. A interface matriz/agregado foi modelada 
com elementos de fratura e contato. Em outra análise, perfeita 
aderência entre agregados e matriz foi considerada.
Os EVRs foram submetidos a uma deformação macroscópica total 

Figura 9
Elemento de volume representativo de Nguyen 
et al. [23]

Figura 10
Tensão normal homogeneizada de tração  
na direção x versus deformação específica de 
alongamento macroscópica imposta na  
direção x (e) do EVR com 4 inclusões considerando 
diferentes condições de contorno do EVR

Figura 11
Tensão normal homogeneizada de tração 
na direção x versus deformação Específica 
de alongamento macroscópica imposta na 
direção x do EVR apresentado em Nguyen et 
al. [23], considerando diferentes condições de 
contorno do EVR

Figura 12
Tensão normal homogeneizada de tração na 
direção x versus deformações específicas de 
alongamento macroscópicas impostas no EVR 
com 4 inclusões
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de εx = 0,0001 e εy= -0,00001 subdivididas em 20 incrementos. A 
deformação macroscópica distorcional no plano foi considerada 
nula. Com as deformações aplicadas, obtêm-se os valores das 
tensões homogeneizadas para o EVR. Os gráficos das Figuras 5 
e 6 relacionam a tensão homogeneizada na direção x com a de-
formação macroscópica no mesmo eixo. Nota-se que a resposta 
do carregamento na parte elástica é igual quando se considera 
fraturamento ou perfeita aderência. Contudo, após os processos 

dissipativos de plasticidade e fraturamento, quando for o caso, 
as respostas divergem. A consideração do fraturamento na zona 
de transição evidencia uma importante contribuição no compor-
tamento não-linear do material em sua microestrutura. Assim, o 
modelo de fratura diminui a rigidez do EVR após atingir a tensão 
de escoamento. As respostas dos dois EVRs são similares devido 
ao valor bastante próximo da fração volumétrica de inclusões.
Com o intuito de visualizar a distribuição de tensões na direção 
x no interior do EVR, observa-se nas Figuras 7 e 8 o impacto de 
se considerar o processamento de fraturamento na zona de tran-
sição. Para o EVR com 4 inclusões sem fratura, a distribuição é 
mostrada na Figura 7 e o EVR com 4 inclusões e considerando 
elementos de fratura é mostrada na Figura 8. Na Figura 7 nota-
-se que a transmissão das tensões são continuas e impacta os 
agregados de maneira direta. Assim, os agregados, por apresen-
tar rigidez maior que a pasta de cimento, confere maior rigidez à 
resposta homogeneizada da Figura 5.
Já na Figura 8, devido aos efeitos dissipativos dos elementos 
de fratura, as tensões nos agregados são menores por conta da 
transmissão das tensões nas faces das fraturas. Assim, o impacto 
que a rigidez dos agregados exerce na resposta homogeneizada 
é menor, conforme mostrado na Figura 5.

3.2	 Influência das condições de contorno
	 da formulação Multiescala

Na formulação Multiescala, a resposta homogeneizada é influen-
ciada pelas condições de contorno conforme o item 2.1. Para 
essa análise foi sugerido um novo EVR apresentado por Nguyen 
et al. [23] com a distribuição de agregados de várias dimensões 
e distribuição aleatória, como mostrado na Figura 9. A utilização 
desse EVR deve-se a não apresentação de simetria em nenhum 
eixo. Isso será importante nas análises do item 3.3. Sua fração  

Figura 13
Tensão normal homogeneizada de tração na 
direção x versus deformações específicas de 
alongamento macroscópicas impostas no EVR 
com 8 inclusões

Figura 14
Tensão normal homogeneizada de tração na 
direção x versus deformação específica de 
alongamento macroscópica imposta na direção x 
(e) do EVR de Nguyen sob o regime predominante 
de tração

Figura 15
Tensão normal homogeneizada de compressão 
na direção x versus deformação específica de 
encurtamento macroscópica imposta na direção 
x do EVR de Nguyen sob o regime predominante 
de compressão
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volumétrica é de 35,6%, com 520 elementos finitos triangulares e, 
quando incluídos, 95 elementos de fraturas ao redor dos agregados.
A Figura 10 apresenta as respostas homogeneizadas da tensão 
na direção x quando utilizando as condições de contorno linear 
e periódica para o caso do EVR com 4 inclusões apresentado na 
Figura 3. Já na Figura 11 são apresentadas as respostas para o 
caso do EVR da Figura 9. Ambas análises de EVRs consideraram 
o processamento de fraturamento na zona de transição.
O uso de condições de contorno linear e periódica não influen-
ciou as respostas apresentadas na Figura 10 devido à disposição 
simétrica dos agregados no EVR. Mas quando o EVR não apre-
senta nenhuma forma de simetria, como mostrado na Figura 9, 
a resposta homogeneizada apresenta variação após o processo 
de fraturamento na zona de transição iniciar. Essa variação é pe-
quena, mas acredita-se que por causa do caráter microscópico da 
análise. Contudo, essa influência deve ter um impacto maior numa 
análise Multiescala.

3.3	 Anisotropia material

Com o objetivo de verificar como a modelagem proposta é ca-
paz de obter respostas complexas da macroestrutura, como por 
exemplo, a anisotropia, foram realizados estudos nos dois EVRs 
apresentados nas Figuras 3 e 4. Primeiro, a deformação total im-
posta aos EVRs foi de εx = 0,0001 e εy= -0,00001. Posteriormen-
te, são feitos incrementos em outra configuração, εy = 0,0001 e  
εx = -0,00001. Os resultados obtidos são apresentados nas Figu-
ras 12 e 13 em termos de Tensão homogeneizada x Deformações. 
Na Figura 12 é apresentada a modelagem no EVR com 4 inclu-
sões e na Figura 13 é apresentada no EVR com 8 inclusões.
Na Figura 12, o comportamento em diferentes direções foi o mes-
mo. Isso acontece por se tratar de um EVR com simetria nos eixos 
x e y. Mas na Figura 13, o comportamento em diferentes direções 
apresenta diferenças significativas quando o processo de fratura-
mento é ativado. Isso se deve ao posicionamento das inclusões 
no EVR que proporciona uma geometria não simétrica. Portanto, 
a geometria das inclusões e a consideração do processo de fratu-
ramento na zona de transição levam à captura de um fenômeno 

complexo macroscópico com a utilização de modelos simples apli-
cados na mesoescala do material.

3.4	 Respostas homogeneizadas em tração  
	 e compressão

Nesse exemplo é avaliada qual a influência do processo de fratu-
ramento na zona de transição em regimes predominantes de tra-
ção e de compressão. Para isso foi utilizado o EVR apresentado 
na Figura 9 e os parâmetros considerados em exemplos anterio-
res. A primeira análise foi realizada no eixo x, com os valores de 
deformações macroscópicas iguais a εx = 0,0001 e εy = -0,00001, 
sendo γxy tomado como aproximadamente nulo. Posteriormente, 
no mesmo eixo foi realizada uma segunda análise considerando 
ao invés de tração, um estado predominante de compressão de 
mesma grandeza (εx = -0,0001 e εy = 0,00001). Com os valores de 
tensões homogeneizadas na direção x e deformações impostas 
na direção x, são produzidos os gráficos das Figuras 14 e 15.
Na Figura 14 é possível ver que o processo de fraturamento atua 
de forma significante no EVR em regime predominante de tração, 
influenciando na rigidez e diminuindo a sua resistência. Já na Fi-
gura 15, por se tratar de um EVR sob o regime predominante de 
compressão, o processo de fraturamento não tem influência signi-
ficativa, isso porque os elementos de fratura inseridos têm a per-
da de transmissão conforme o valor da tensão de tração coesiva 
torna-se significativo, o que não acontece na maioria dos elemen-
tos de fratura e contato por estarem pressionados em contato. Os 
sinais dos valores de tensão e deformação na Figura 15 foram 
invertidos intencionalmente para melhor visualização.

3.5	 Modelagem alternativa da zona de transição  
	 do concreto

Para modelar a zona de transição do concreto, alguns autores 

Figura 16
Zona de transição modelada por uma faixa 
de elementos finitos triangulares Figura 17

Tensão normal homogeneizada de tração na 
direção x versus deformação específica de 
alongamento macroscópica imposta na direção x 
do EVR com 1 inclusão
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consideraram a mesma como uma região que suporta menos ten-
são localizada ao redor dos agregados com um módulo de elastici-
dade menor que o utilizado na pasta. Autores como Ramesh et al. 
[24] e Yang [25] consideraram em suas pesquisas que o valor do 
módulo de elasticidade da zona de transição fosse um valor per-
centual da matriz. Nesse exemplo, um EVR contendo apenas uma 
inclusão central foi utilizado para essa análise, conforme a Figura 
15. A fração volumétrica de agregados desse EVR é de 19,6%. 
Para o EVR sem a faixa da Zona de Transição, a quantidade de 
elementos finitos é de 612 elementos finitos triangulares e 36 ele-
mentos finitos de contato e fratura. Para o EVR com faixa da Zona 
de Transição e sem elementos de fratura, tem-se 612 elementos 
finitos triangulares.
Analisou-se o EVR com uma faixa em elementos finitos triangula-
res que representa a zona de transição do concreto e comparou-
-se o resultado com outro EVR sem essa faixa, mas com a inclu-
são de elementos de fratura e contato. Foi considerado para a 
espessura da faixa de transição o valor de 40 μm, conforme Mehta 
e Monteiro [22], onde diz que o tamanho da zona de transição 
compreende numa faixa de 20 até 50 μm.
São utilizados os mesmos parâmetros dos exemplos anterio-
res e incrementos de deformação macroscópicas totais iguais a  
εx = 0,0001 e εy = -0,00001, sendo γxy tomado como aproximada-
mente nulo. Na região em verde da Figura 16 foi utilizado um mó-
dulo de elasticidade igual a 50% do valor da matriz, seguindo o 
preconizado pelos autores citados no início deste item. Na Figura 
17 são apresentados os resultados de tensão homogeneizada na 
direção x e deformação macroscópica imposta na direção x.
Pode-se perceber que para o modelo com a faixa da zona de tran-
sição, inicialmente o EVR apresenta uma rigidez menor no regime 
elástico quando comparada com o modelo sem a faixa e com os 
elementos de fratura. Porém, conforme o carregamento continua, 
após a plastificação e fraturamento, o EVR considerando elementos 
de fratura apresenta uma resposta menos rígida. Por conta dos ele-
mentos de fratura, em certo nível de carregamento, que enfraquece 
bastante a transmissão de forças impactando na sua rigidez, o que 
não acontece no modelo com a faixa da zona de transição.

4.	 Conclusões

Neste trabalho, uma modelagem proposta para a simulação do 
comportamento mecânico do concreto baseado numa aborda-
gem multi-escala foi apresentada. As análises apresentadas 
restringiram-se à mesoestrutura do material. Alguns fenômenos 
macroscópicos importantes foram qualitativamente representados 
utilizando modelos constitutivos simples em formulação aliado à 
geometria dos constituintes do EVR.
A inclusão de elementos finitos de contato e fratura coesiva na mo-
delagem apresentou resultados coerentes com o comportamento 
esperado quando incluídos na Zona de Transição do concreto, evi-
denciando a perda da rigidez na resposta homogeneizada, sem que 
haja a perda total de transmissão das tensões. Comparado com ou-
tras estratégias de simular o efeito da Zona de Transição do concre-
to, como a utilização de uma faixa de elementos finitos ao redor do 
agregado menos rígida que o restante da malha, mostrou-se viável 
já que esse tipo de elemento não influencia a resposta homogenei-
zada enquanto não for ativada a abertura do elemento.

Por outro lado, a implementação do modelo de plasticidade na análi-
se Multiescala mostrou-se satisfatório para contornar o problema das 
respostas rígidas apresentadas por Pituba e Souza Neto [12] em regi-
me predominantes de compressão. Contudo, a utilização apenas do 
modelo de plasticidade na pasta cimentícia não é satisfatório sem a 
inclusão dos elementos finitos de contato e fratura coesivas, pois os 
agregados apresentam uma maior rigidez e resistência pela adoção 
de comportamento elástico linear, impactando na resposta homoge-
neizada. De uma maneira geral, o trabalho mostra a fundamental 
importância de representar os fenômenos dissipativos na Zona de 
Transição para uma modelagem do comportamento mecânico do 
concreto. Por outro lado, uma limitação da presente proposta é a difi-
culdade de capturar o comportamento de softening em regime predo-
minante de tração quando da proliferação da fissuração para a matriz 
cimentícia. Porém, a inserção de elementos de fratura e contato na 
matriz pode gerar instabilidade da resposta numérica em regime pre-
dominante de tração. Uma alternativa a ser investigada em trabalhos 
futuros é a substitutição do elemento de fratura e contato por elemen-
tos com alta razão de aspecto desenvolvido por Rodrigues et al. [26]. 
Contudo, em estruturas de concreto em regime de serviço, a mode-
lagem proposta pode se apresentar como uma ferramenta viável em 
análises em várias escalas. Acredita-se que essa estratégia deverá 
possibilitar a captura do regime de softening em tração.
Contudo, mesmo com a limitação citada, os resultados apre-
sentaram coerência com o comportamento mecânico esperado 
do concreto, capturando fenômenos complexos com modelos 
constitutivos simples, encorajando trabalhos futuros nesse tema 
de pesquisa. A modelagem proposta deverá ser empregada na 
identificação de respostas quantitativas do concreto, assim como 
na simulação de elementos estruturais de concreto utilizando um 
acoplamento completo entre escalas. Para tanto, as formulações 
apresentadas em Fernandes et al. [13] e Fernandes et al. [14] se-
rão fundamentais. Além disso, é necessário o desenvolvimento 
de uma formulação que considere o fenômeno de localização do 
dano na microestrutura repercutindo na macroestrutura com a for-
mação de uma fratura, como visto em Sanchéz et al. [27].
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