
Volume 7, Number 1 (February 2014) p. 100-137 • ISSN 1983-4195

© 2014 IBRACON

The consistent simulation of progressive failure and structural collapse processes still is a problem of great interest for the engineering. Among 
theories which are somehow capable of model such class of problems, the continuum damage mechanics is the latest. However, one of the issues 
that still persist is when in the numerical simulations the structure begins to present the strain localisation phenomenon, with consequent depen-
dence of the results on the mesh used. To solve this problem several so-called regularisation methods were developed. Nevertheless, despite 
effectiveness these methods can insert a significant degree of complexity on the numerical approaches. In this paper is proposed a simplified 
methodology to nonlinear structural analysis of frames and arches by means of the previous localisation of inelastic phenomena on hinges, located 
on the edges of the finite elements of frame and arch. Therefore it is possible to circumvent the mesh dependency and to reproduce satisfactorily 
real problems, as the examples of reinforced concrete structures gathered at the end of this article.
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A simulação consistente de processos de falha progressiva e colapso estrutural ainda é um problema aberto de grande interesse para a en-
genharia. Dentre as teorias que são capazes de modelar de alguma forma tal classe de problemas, a mecânica do dano contínuo é a mais 
recente. Entretanto, um dos gargalos que ainda persistem é quando nas simulações numéricas a estrutura passa a apresentar o fenômeno 
de localização de deformações, com consequente dependência dos resultados sobre a malha empregada. Para sanar este problema diversos 
métodos ditos de regularização foram desenvolvidos. Todavia, apesar de eficazes, estes métodos podem inserir um grau de complexidade 
significativo nas abordagens numéricas. Neste trabalho propõe-se uma metodologia simplificada para análise estrutural não linear de pórticos 
e arcos por meio da localização prévia dos fenômenos inelásticos em rótulas, posicionadas nas extremidades dos elementos finitos de barra e 
arco. Desta forma é possível contornar a dependência de malha e reproduzir de forma satisfatória problemas reais, como mostram os exem-
plos de estruturas de concreto armado reunidos no fim deste artigo.

Palavras-chave: póticos, arcos, concreto armado, teoria de dissipação concentrada, localização.
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1.	 Introdução

A mecânica do dano contínuo (vide [1], por exemplo) é a mais recente 
das grandes teorias para a descrição do processo de deterioração 
progressiva e falha estrutural. A ideia fundamental baseia-se na sim-
ples introdução de uma variável interna que caracteriza o estado de 
deterioração do material. Esta variável, comumente chamada dano, 
usualmente toma valores entre zero e um. O dano é introduzido nas 
leis de comportamento mediante o conceito de tensão efetiva combi-
nada a uma hipótese de equivalência em deformações. A teoria tem 
sido muito exitosa na descrição local de uma grande variedade de 
mecanismos de deterioração.
A atividade científica nesta área tem sido muito significativa e, atual-
mente, o tema tem se tornado um dos mais importantes da mecânica 
do contínuo com aplicações na engenharia estrutural, em particular. 
Desde os primeiros artigos científicos publicados, em meados da dé-
cada de sessenta do século passado, o número de trabalhos, confe-
rências e revistas especializadas sobre o assunto tornou-se enorme. 
Apesar da intensa atividade científica e acadêmica, o número de apli-
cações práticas da teoria ainda é pequeno, sobretudo em razão da 
complexidade conceitual das respostas de amolecimento (encruamen-
to negativo) por deformação, implícitas nos modelos constitutivos dos 
meios contínuos com dano. De fato, uma consequência da hipótese 
de equivalência em deformações é que a variável de dano se acopla 
às deformações, penalizando diretamente as propriedades elásticas, 
e às tensões, nas funções que controlam os processos de escoamen-
to e encruamento plástico. Este caráter “parasita” da variável de dano 
conduz a uma perda de propriedades matemáticas fundamentais de 
unicidade e o problema torna-se mal colocado. Consequentemente, as 
análises podem ter uma infinidade de soluções, fazendo com que as 
soluções por elementos finitos não apresentem convergência mesmo 
com o refinamento da malha. É por isso que as versões clássicas da 
teoria do dano contínuo não são adequadas para as aplicações práti-
cas. A busca de procedimentos de regularização dos modelos mate-
máticos de dano tornou-se, portanto, crucial.
Inicialmente os pesquisadores procuraram por métodos de regulariza-
ção que pudessem ser utilizados em qualquer contexto ou aplicação. 
Dentre estes, os mais conhecidos e estudados são os modelos não lo-
cais de dano [2] e os similares, denominados modelos com gradientes 
de dano [3]. No entanto, estes enfoques também não têm se traduzido 
em aplicações práticas mais objetivas. Além dos aspectos matemáti-
cos, as justificativas físicas destas classes de modelos são limitadas e, 
numericamente, os problemas tornaram-se demasiadamente comple-
xos para se pensar na resolução de problemas reais de engenharia, 
que exigiriam abordagens tridimensionais.
Uma alternativa aos processos de regularização consiste no desen-
volvimento de métodos simplificados. Este enfoque apresenta como 
principais vantagens: o bom condicionamento dos problemas matemá-
ticos, na maioria dos casos; o bom entendimento, ou justificativa, dos 
métodos simplificados e a interpretação simples dos seus resultados. 
Finalmente, o esforço computacional é significativamente reduzido. 
Um dos métodos simplificados mais utilizados consiste na utilização de 
rótulas plásticas, ou inelásticas, acopladas ao dano. Essa combinação 
dá lugar às teorias de dano concentrado ou de dissipação concentrada 
(TDC). Tal abordagem tem sido utilizada com grande sucesso para 
a modelagem de pórticos de concreto armado [4-12] ou aço [13]. As 
rótulas com dano podem ser usadas para a modelagem da fissuração 
do concreto em estruturas de concreto armado, e da flambagem local 
em estruturas metálicas tubulares. 

Até agora, a TDC tem considerado somente os casos de pórticos com 
elementos retos. Entretanto, arcos e anéis de concreto armado são 
também alternativas estruturais muito importantes, compondo, entre 
outras aplicações, suportes de pontes, reforços nos tetos de túneis 
e diversas estruturas de emprego na engenharia hidráulica e sanea-
mento. Em termos da aplicação do método dos elementos finitos, a 
formulação de elementos de barra de eixo curvo não é novidade. Um 
elemento finito especial para arcos circulares elásticos foi proposto em 
[14]. Esse trabalho foi estendido para o caso de pórticos parabólicos 
[15]. Mais recentemente, propôs-se outro elemento de arco circular 
com rótulas plásticas [16]. Não obstante, nenhum desses estudos con-
sidera os fenômenos associados à fissuração do concreto.
Ocorre que o mecanismo de falha dominante em túneis, condutos 
e arcos é justamente a fratura do concreto quando as instabilidades 
estão controladas. Atualmente, duas alternativas para a modelagem 
desse fenômeno encontram-se descritas na literatura. A primeira está 
baseada na utilização de modelos de dano contínuo clássicos em com-
binação com elementos finitos de vigas, cascas ou sólidos (vide, por 
exemplo, [17]), com todos os problemas associados à localização já 
mencionados. A segunda consiste na utilização da mecânica da fratura 
[18]. Entretanto, a inclusão do efeito da armadura na propagação das 
fissuras e a própria complexidade da mecânica da fratura computacio-
nal tornam esta abordagem bastante difícil para aplicações práticas.
Neste trabalho apresenta-se uma teoria geral baseada na TDC para 
a análise de estruturas curvilíneas gerais. Esta generalização é con-
seguida combinando os métodos da TDC e os procedimentos apre-
sentados em [14,16]. Consegue-se, dessa forma, um procedimento 
numérico muito eficiente para a análise de estruturas reais, utilizando 
poucos elementos, com boa precisão, permitindo a descrição da fase 
de amolecimento por deformação e que, portanto, inclui todas as infor-
mações necessárias para uma avaliação consistente. Espera-se que 
esta abordagem possa ser útil em termos práticos e venha a constituir-
-se em alternativa interessante para subsidiar os projetos reais de en-
genharia estrutural.
Este artigo está organizado da seguinte maneira: nas duas seções 
seguintes, descreve-se uma teoria geral de pórticos inelásticos, em-
pregando-se a notação introduzida em [19], considerada mais apro-
priada no caso de leis constitutivas complexas. Nas quatro seções que 
se seguem descreve-se o modelo proposto. Na continuação do artigo 
aborda-se um procedimento de implementação numérica no âmbito de 
programas de elementos finitos convencionais. O desempenho do mo-
delo é ilustrado a partir de duas simulações numéricas apresentadas 
na penúltima seção do artigo.

2.	 Estática de estruturas compostas  
	 por elementos retos e circulares

Considere-se um pórtico plano composto por elementos circulares 
e retos, como indicado na figura 1. Segundo um sistema de refe-
rência global XGZG, os deslocamentos generalizados de um nó i do 
pórtico estão representados por: iii wu q,,  e as forças externas 
sobre o nó j são: . O vetor de forças nodais externas de 
uma estrutura de n nós indica-se da seguinte maneira:

(1)
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Segue que as equações de equilíbrio quase estático podem ser 
escritas como:

(3)

onde, por consistência com a ordem dimensional de cada parcela 
da somatória, as matrizes de forças internas bA}{Q  são amplia-
das incluindo zeros nos graus de liberdade que não correspondem 
aos nós do elemento:

Considere-se agora um elemento b de pórtico, reto ou circular, 
definido entre os nós i e j. Os elementos retos ficam caracteriza-
dos pelas coordenadas dos nós no sistema global, enquanto que 
os elementos circulares precisam, além disso, também do raio 
Rb. O vetor das forças nodais internas geradas pelo elemento b 
indica-se da maneira seguinte:

(2) ),,,,,(}{ jwjujiwiui
t
b QQQQQQ qq=Q

Figura 1 – Forças externas e deslocamentos generalizados segundo o sistema de referência global

Figura 2 – Sistemas de referência locais
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onde b][B  é chamada de matriz de transformação cinemática do 
elemento b. A determinação da matriz b][B  para elementos retos 
e curvos é indicada no apêndice 2.
A matriz de forças externas também pode se relacionar com as 
tensões generalizadas combinando as equações (3,6):

(7)

onde a matriz de transformação cinemática dita ampliada t
bA][B  

constrói-se de maneira similar à indicada na equação (4).

3.	 Cinemática de estruturas incluindo 
	 elementos retos e circulares

Os vetores de deslocamentos nodais generalizados da estrutura de 
pórtico e de um elemento b entre os nós i e j são, respectivamente:

(8)),,,.........,,,(}{ 2111 nn
t wuwu qq=U ),,,,,(}{ jjjiii

t
b wuwu qq=q

Ao nível do elemento, define-se, ainda, outra variável cinemática, 
a matriz de deformações generalizadas , conjugada com as 
tensões generalizadas através da potência mecânica bW :

(9) 
b

t
bb

t
bbW }{}{}{}{ Qqσε  ==

Por outro lado, as deformações generalizadas podem ser calcula-
das a partir dos deslocamentos nodais generalizados do elemen-

(4)
 

  ,...)0,0,0,,,,...,0,0,0,,,,...,0,0,0(}{
1nó

nó
1nó  nó1nó ++

=
j

j

jwjuj

ii

iwiui

t

bA QQQQQQ
 qqQ

Para cada elemento introduz-se um sistema de referência local 
xbzb, como ilustrado na figura 2. Nos elementos retos, a origem local 
coincide com o nó i e o eixo xb se alinha com a corda i–j. O ângulo 
entre os eixos local xb e global XG é representado por ab. Natural-
mente, o ângulo ab e o comprimento Lb podem ser calculados a 
partir das coordenadas dos nós i e j segundo o sistema global. Já 
nos elementos circulares, a origem do sistema é colocada no centro 
do arco, o eixo zb passa pelo nó i e bb é o ângulo entre o eixo global 
ZG e local zb. O elemento forma um arco de círculo cb. Os ângulos 
bb e cb também podem ser calculados a partir das coordenadas dos 
nós e do raio do elemento, como se mostra no apêndice 1.
Utilizando a mesma abordagem utilizada em [19] para a análise de 
pórticos elásticos não lineares, define-se um segundo conjunto de 
variáveis estáticas atrelado à referência local: o vetor de tensões 
generalizadas do elemento (vide figura 3):

(5) )( iji
t
b ,n,mm=}{σ

No vetor em questão, im  e jm  são os momentos fletores nas 
seções i e j, respectivamente, e in  a força axial (compressão po-
sitiva) em i. Os vetores de forças internas e de tensão relacionam-
-se mediante a seguinte equação de equilíbrio estático:

(6)

Figura 3 – Forças internas e tensões generalizadas no: (a) elemento reto e(b) elemento curvo



123IBRACON Structures and Materials Journal • 2014 • vol. 7  • nº 1

D. L. N. F. AMORIM  |  S. P. B. PROENÇA  |  J. FLÓREZ-LÓPEZ 

to. Efetivamente, da combinação das equações (6-9) obtêm-se:

(10) ( ) bb
t
b

t
b

t
b }{0}{][}{}{ σσBqε "=-  i.e.  bbb }{][}{ qBε  =

As deformações do elemento também podem ser calculadas a 
partir dos deslocamentos nodais do pórtico, utilizando a matriz de 
transformação ampliada:

(11) }{][}{ UBε 
bAb =

Para o caso de pequenos deslocamentos, as matrizes de transfor-
mação que se referem às configurações original bo ][B  e defor-
mada b][B  podem ser confundidas [19]:

(12) bob ][][ BB @

Segue, então, que as equações cinemáticas e de equilíbrio estáti-
co podem ser escritas como:

(13)
a

(13)
b

4.	 Hipóteses de equivalência em 
	 deformações e da dissipação concentrada

Na teoria clássica do dano contínuo (vide [1], por exemplo), o processo 
de degradação das propriedades mecânicas do sólido é representado 
mediante uma variável chamada de dano contínuo w que pode assumir 
valores entre zero e um. O dano contínuo introduz-se na lei constitutiva 
elástica do material utilizando o conceito de tensão efetiva (que ocorre 
na parte íntegra do meio com defeitos) e a hipótese de equivalência em 

deformações (a parte íntegra submetida à tensão efetiva apresenta a 
mesma deformação que a parte degradada sob tensão nominal):

(14)

sendo s a tensão de Cauchy, ou nominal no caso de pequenas 
deformações, s  a tensão efetiva, E o modulo de elasticidade, e a 
deformação total específica e e p a parcela de deformação plástica.
A relação constitutiva elástica, dada na equação (14), pode ser 
escrita também em termos de flexibilidade [9]. Dessa alternativa 
decorrem as seguintes relações:

(15)
s

w
ee

E

p

)1(

1

-
=-  pd eeee ++=Þ e  

se
E

e 1=  s
w

we
)1( -

=
E

d  

A deformação específica total pode, portanto, ser decomposta em 
três partes: um termo elástico, calculado pela lei de Hooke, um 
termo de deformação plástica e um termo de dano, que decorre 
da acumulação de micro defeitos no material. Esta última parcela 
de deformação é nula quando não há dano e tende a um valor 
infinito quando o dano tende ao valor unitário. Das equações (15) 
também se pode interpretar que o material tem uma flexibilidade 
elástica inicial E1  e uma flexibilidade adicional devido à deterio-
ração do material expressa por: )1( ww −E . Naturalmente, a 
flexibilidade adicional não existe quando o material não apresenta 
danificação e tende a infinito quando o dano tende a um.
Para levar em conta os efeitos inelásticos de plastificação e dano, 
de modo simplificado no problema do pórtico, admite-se a hipóte-
se de dissipação concentrada. Tal hipótese consiste em supor que 
todos os efeitos inelásticos são concentrados em rótulas plásticas 
com dano, de comprimento nulo. Assim, supõe-se que um elemento 
de pórtico combina um componente elástico e duas rótulas inelásti-
cas localizadas nas suas extremidades (vide figura 4).
A aplicação da hipótese de equivalência em deformações neste 
contexto leva à seguinte expressão:

(16) 
b

d

b

p

b

e

b }{}{}{}{ εεεε ++=

Figura 4 – Modelo de dissipação concentrada a) elemento reto b) elemento curvo
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A matriz  contém as deformações generalizadas do compo-
nente elástico do elemento. Essas deformações expressam-se em 
função das tensões generalizadas, utilizando-se a matriz de flexi-
bilidade elástica ][ oF :

(17) 
bob

e }]{[}{ σFε =

As expressões para ][ oF  nos casos dos elementos retos e curvos 
são apresentadas no apêndice 3.

5.	 Variáveis internas: rotações plásticas  
	 e danos nas rótulas

As rótulas podem experimentar rotações e alongamentos plásticos como 
os indicados na figura 5. Portanto a potência plástica no elemento é [16]:

(18) p
juj

p
jj

p
iui

p
iip QQQQW D¢+¢+D¢-¢=  qq qq

onde  são os momentos fletores e as forças axiais 
nos extremos i e j do elemento, conforme indicado no apêndice 2.
Por outro lado, sejam  as componentes da 
matriz de deformações plásticas generalizadas, então a potência 
plástica também pode ser escritada seguinte forma:
 

(19) p
juj

p
jj

p
iui

p
ii

p
i

p
jj

p
ii

tp
p QQQQnmmW D¢+¢+D¢-¢=++==  qqdff qq}{}{ σε

No caso de um elemento reto: ii mQ =′q , jj mQ =′q ,  e 
. Assim, da relação 

(19) obtém-se uma interpretação física para as componentes da 
matriz de deformações plásticas:

(20)p
i

p
i qf =  p

j
p
j qf =  )( p

j
p
i

p D+D-=d  

Isto é, os termos p
iφ  e p

jφ  são as rotações plásticas nas rótulas i e j 
e pδ  é o encurtamento, ou alongamento, permanente do elemento.

No caso de um elemento de arco circular, tem-se: ii mQ =′q , 
jj mQ =′q ,  e  (vide a 

equação (2) do apêndice 3), logo:

(21)
R

p
ip

i
p
i

D-=qf  
R

p
jp

j
p
j

D
-=qf  )( p

j
p
i

p D+D-=d

Desta forma, p
iφ  e p

jφ  não são exatamente as rotações plásti-
cas. Entretanto, para arcos de grande raio e alongamentos perma-
nentes pequenos esta diferença é desprezável, sendo possível 
admitir que p

iφ  e p
jφ  sejam rotações plásticas.

Introduz-se, agora, um segundo conjunto de variáveis internas, 
reunido no vetor de dano nas rótulas: ),(}{ ji

t
b dd=D . Essas vari-

áveis tomam valores entre zero e um, como no caso do dano con-
tínuo, mas medem densidades de macro fissuração no concreto e 
não de micro defeitos (vide figura 6).
Desta forma, de acordo com a hipótese de equivalência em defor-
mações, as deformações devidas ao dano nas rótulas podem ser 
expressas como:

(22)bb
d })]{([}{ σDCε =  

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

-

-

=

000

0
)1(

0

00
)1(

)]([
0
22

0
11

j

j

i

i

d

Fd

d

Fd

DC

onde  são os coeficientes da matriz de flexibilidade elástica do 
elemento. As equações (16,17 e 22) permitem escrever a lei de 
elasticidade de um elemento da seguinte maneira:

(23)

Figura 5 – Alongamento e rotações plásticas
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A relação anterior também evidencia que a matriz de flexibilidade 
do elemento pode ser descomposta em um termo elástico inicial e 
outro adicional devido ao dano. Quando o dano é zero a parcela 
adicional de flexibilidade é nula, já quando o dano se aproxima do 
valor unitário a flexibilidade adicional tende a infinito.

5.1	 Critério de Griffith generalizado para o cálculo 	
	 do dano em uma rótula plástica

Na Mecânica da Fratura clássica o critério de propagação de uma 
fissura em um meio contínuo é obtido a partir de um balanço de 
energia e fundamentado no conceito de taxa de liberação de ener-
gia. Uma abordagem análoga pode ser conduzida no caso de um 
elemento de pórtico [4]. A energia de deformação complementar 
Wb do elemento é:

(24) 
b

t
bb

pt
bbW })]{([}{

2

1
}{}{

2

1
σDFσεεσ =-=

Então, a taxa de liberação de energia das rótulas inelásticas é 
dada por:

(25)

Neste caso, a taxa da liberação de energia atua como um ‘mo-
mento’ termodinâmico condutor da fissuração. Com isso, o critério 
de Griffith estabelece que a propagação do dano em uma rótula 
i é possível só se o momento condutor igualar a resistência à fis-
suração, ou evolução do dano, R(di), valendo, para o elemento de 
barra, as seguintes condições:

(26)

onde id∆  e jd∆  representam os incrementos do dano nas rótu-
las i e j, respectivamente.
Uma relação para a resistência à fissuração foi proposta em [4] a 
partir de uma avaliação experimental como:

 

(27)

O elemento tem uma resistência à fissuração inicial R0 e um termo de 
encruamento logarítmico proporcional ao parâmetro q. Este último é a 
consequência do efeito da armadura no concreto armado, que dificul-
ta a propagação das fissuras. A condição de propagação de Griffith, 

)( ii dRG = , descreve, essencialmente, a relação entre o momento 
fletor sobre a rótula e o nível de dano, conforme se ilustra na figura 7.
Os parâmetros R0 e q podem ser identificados de tal modo que a 
curva de comportamento passe pelos pontos correspondentes ao 
momento de fissuração da seção transversal Mcr e ao momento 
último resistente Mu [4]. Essa alternativa permite dispensar uma 
análise experimental para fins de identificação paramétrica, em-
pregando-se, para tanto, apenas parâmetros e conceitos clássicos 
da teoria convencional do concreto armado.
Lei de evolução da rotação plástica em uma rótula com dano
O último conjunto de equações necessárias para o modelo simpli-
ficado é a lei de evolução das deformações plásticas. Na teoria da 
plasticidade clássica essa relação é obtida a partir de uma função 
de escoamento. No modelo simplificado, introduzem-se duas fun-
ções: 0≤if  e 0≤jf , uma para cada rótula inelástica do elemen-
to, sendo o encruamento descrito por um modelo cinemático:

(28) 0; 0b p b p

i i i y j j j yf m c M f m c Mf f= - - £ = - - £

sendo My o momento de escoamento plástico efetivo e c a rigidez 
plástica efetiva. Ambos os parâmetros também podem ser calcu-
lados utilizando a teoria de concreto armado [4].
Desprezando-se os alongamentos plásticos, as leis de evolução 
das rotações plásticas decorrem de uma relação de complemen-
taridade com as funções de escoamento:

(29)

Figura 6 – Variáveis de dano concentrado 
em um elemento reto [4]

Figura 7 – Dano vs. Momento fletor
em uma rótula plástica



126 IBRACON Structures and Materials Journal • 2014 • vol. 7  • nº 1

Simplified modelling of cracking and collapse process on frames and arches of reinforced concrete

Para levar em conta também os efeitos da fissuração do con-
creto, as funções de escoamento podem ser modificadas 
utilizando-se, novamente, a hipótese de equivalência em de-
formações em termos de rigidez. Sejam, então, b

im  e b
jm  os 

momentos efetivos sobre as rótulas e definidos da seguinte 
maneira:

(30)

Desta forma, as funções de escoamento com encruamento cine-
mático linear são assim reescritas:

(31)

6.	 Implementação numérica

Considere-se, novamente, a equação de equilíbrio (3):

(32)

A equação (32) estabelece que a solução só é obtida quando as 
forças residuais }{Res , definidas como a diferença entre as forças 
internas e externas, são nulas.
Um programa de elementos finitos é aqui composto por um con-
junto de rotinas que processam os dados fornecidos pelo usuário, 
geram o processo de cálculo passo-a-passo da estrutura e pos-
sibilitam a análise dos resultados em forma gráfica ou tabulada. 
Em cada passo de cálculo, o programa resolve numericamente 
o problema definido pela equação matricial (32) e pelas condi-
ções de contorno. Estas condições estão definidas por valores 
de deslocamentos conhecidos nas regiões onde as forças são 
incógnitas e vice-versa.
Um elemento finito está fundamentalmente inserido na rotina que 
calcula as forças internas b}{Q  a partir dos deslocamentos. O pro-
cedimento computacional que amplia as matrizes de forças inter-
nas e as combina na matriz de forças residuais é o bem conhecido 
algoritmo de montagem.
O elemento de pórtico proposto neste trabalho está então de-
finido pela equação cinemática (13a), que permite o cálculo 
das deformações a partir dos deslocamentos, pelas leis de 
elasticidade (23), dano (26) e plasticidade (28), que permi-
tem o cálculo das tensões generalizadas e das variáveis in-
ternas a partir das deformações e, finalmente, pela equação 
de equilíbrio (13b), que dá as forças internas a partir das 
tensões.
O sistema de equações de equilíbrio global da estrutura (31) é, em 
geral, não linear. Portanto, tal sistema deve ser resolvido mediante 
linearização do sistema combinada com algum método iterativo 
para correção da estimativa de solução, sendo usualmente em-
pregado o método de Newton ou alguma de suas variantes. Nes-
te caso, em decorrência da linearização, também se faz neces-

sário o cálculo das matrizes de rigidez tangentes, ou jacobiano,  
 
das forças internas: 

{ }
{ } b









∂

∂
U
UQ )(

.
 
Note-se que o modelo constitutivo, representado pelo sistema de 
equações (23,26,28) para o cálculo das tensões e variáveis inter-
nas, também é não linear. Portanto, faz-se necessário o emprego 
do método de Newton combinado a uma estratégia de previsão e 
correção em caráter local. Vale salientar que uma característica 
especial desse tipo de problema local é que as condições de con-
vergência variam significativamente com o dano, ou seja, quanto 
maior o valor do dano a ser calculado menor deve ser o tamanho 
do incremento. Além disso, os acréscimos no carregamento são 
usualmente acompanhados pela concentração de dano em pou-
cas rótulas. É por isso que o procedimento clássico, que consiste 
em utilizar o mesmo passo de cálculo para o problema de equi-
líbrio global e para os problemas locais, não é eficiente. Neste 
casso e preferível utilizar passos de cálculo diferentes em cada 
elemento [20]. A figura 8 mostra um possível algoritmo baseado 
nesta ideia.

7.	 Exemplos

7.1	 Segmento de túnel pré-moldado

Em [21] foram realizados ensaios experimentais sobre segmentos 
pré-moldados que compõem o túnel Brennero, que liga a Itália 
à Áustria. Seis segmentos compõem uma seção transversal do 
túnel, apresentando comprimento circunferencial total de 19 m e 6 
m de diâmetro externo. O tipo de segmento analisado apresenta 
dimensões de espessura, comprimento e largura iguais a 200 mm, 
3640 mm e 1500 mm, respectivamente (vide figura 9).
O segmento pré-moldado analisado em [21] apresenta concreto 
com resistência característica à compressão de 50 MPa e arma-
dura de flexão composta por barras com 8 mm de diâmetro (vide 
figura 10).
Dentre os ensaios realizados descritos em [21] para este tipo de 
segmento, escolheu-se o de flexão por três pontos (figura 11) a fim 
de avaliar a resposta do modelo proposto.
Assim, tomando-se partido da simetria do problema, a simulação 
foi realizada utilizando-se apenas dois elementos finitos de arco 
(figura 12).
De posse das propriedades dos materiais adotados e das carac-
terísticas da seção transversal [21], com recurso à teoria clássica 
do concreto armado foram obtidos diagramas de interação entre 
força axial e momento de flexão na seção (figura 13). Como o 
esforço axial ao longo da direção longitudinal do túnel pode ser 
negligenciado, do diagrama de interação foram identificados os 
valores de 451 tf.cm, 550 tf.cm e 916 tf.cm para os momentos 
crítico, plástico e último, respectivamente.
A comparação entre as respostas numérica e experimental, em 
termos dos valores de carga contra deslocamento para o ponto de 
aplicação da força, está apresentada na figura 14.
Observa-se que a solução numérica resultou bem ajustada à res-
posta experimental. 

7.2	 Segmento protendido de túnel

Para a construção de um túnel específico (figura 15a) na cidade 
de Osaka [22], Japão, foram utilizados segmentos pré-moldados 
de concreto (figura 15b).
Para análise do comportamento estrutural foram realizados en-
saios de flexão em quatro pontos (figura 16) em corpos de prova 
compostos por dois segmentos pré-moldados, aplicando-se for-
ça de protensão de 29,4 kN em cada cordoalha, [22]. No arranjo  
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experimental a semicircunferência formada pela montagem supra-
citada foi simplesmente apoiada em sua base, sendo o carrega-
mento aplicado em dois pontos, equidistantes 450 mm da seção 
central do corpo de prova (vide figura 17).
A resposta obtida com o modelo proposto (figura 19) foi compa-
rada com a resposta experimental média extraída de [22]. Vale 
ressaltar que os parâmetros do modelo para este problema foram 
aferidos experimentalmente, considerando-se inclusive a proten-
são aplicada.
Observa-se que o modelo proposto consegue acompanhar, de 
forma satisfatória, a resposta média experimental, inclusive no 
seu trecho descendente. Este trecho decorre do fenômeno de 
localização dos efeitos inelásticos na região logo abaixo da carga 

aplicada. No modelo proposto, este fenômeno foi captado numa 
das rótulas plásticas (figura 20a), onde as evoluções do dano 
(figura 20b) e da rotação plástica passaram claramente a se con-
centrar, atingindo valores preocupantes em relação à integridade 
da estrutura.
Na figura 21 estão sobrepostos os gráficos apresentados nas figu-
ras 19 e 20b, para melhor análise dos resultados.
Na figura 21 observa-se que o dano nas rótulas evolui rapidamen-
te na primeira etapa do carregamento, quando o efeito inelástico 
decorre apenas fissuração do concreto. Logo que a armadura ini-
cia seu processo de plastificação o crescimento do dano passa 
a ser menos acelerado. No instante em que a estrutura atinge 
o valor máximo de resistência ao carregamento medido experi-

Figura 8 – Algoritmo multipasso
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mentalmente (vide [22]), o dano na rótula ‘2’ apresenta-se com 
intensidade em torno de 0,6, valor já considerado excessivo para 
estruturas de concreto armado, [23]. A partir deste ponto, a estru-
tura analisada continua a se deformar, num processo de desloca-
mento controlado, com força de reação ao deslocamento aplica-
do decrescente. As respostas do dano, e também a deformação 
plástica, passam a ser constantes nas rótulas ‘1’ e ‘3’. Entretanto, 
o dano (e também a deformação plástica) continua a evoluir na ró-
tula ‘2’. Assim, é possível afirmar que a partir deste ponto da aná-
lise ocorre o fenômeno da localização dos processos inelásticos. 
Vale salientar que a rótula ‘4’ não teve seus processos inelásticos 
ativados ao longo de toda a análise.

8.	 Conclusões

A formulação proposta neste trabalho tem por objetivo descrever 
com boa aproximação o comportamento de estruturas reticuladas 
em presença de concentração de efeitos inelásticos. Para ava-
liação da resposta numérica do modelo foram considerados dois 
ensaios experimentais de estruturas compostas por arcos circula-
res. No primeiro exemplo, além da boa precisão, em certo sentido 

a própria robustez da formulação proposta foi posta à prova, uma 
vez que a obtenção dos parâmetros foi feita por meio da teoria 
convencional de concreto armado. Já no segundo exemplo, ob-
servou-se que a formulação também é capaz de reproduzir, de 
forma muito satisfatória, o fenômeno de localização dos processos 
inelásticos. Assim sendo, evidenciou-se que o modelo simplificado 
de dano e plasticidade proposto é capaz de reproduzir, de modo 
consistente, regimes de comportamentos não lineares reais de es-
truturas de concreto armado.
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APÊNDICE 1

Sejam ),( cc ZX , ),( ii ZX  e ),( jj ZX  as coordenadas segundo eixos globais de referência do centro de curvatura, dos nós i e j de 
um elemento de arco circular. Valem, então, as relações:

(1)

Eliminando-se o valor do raio nessas expressões, pode-se isolar o valor de cX  como uma função dos valores restantes:

(2)

A coordenada cZ  do centro pode ser obtida a partir da resolução da seguinte equação:
02 =++ cZbZa cc ; onde:

(3)

Da equação (3) seguem duas soluções diferentes para a coordenada do centro. Em particular, se os nós i e j são escolhidos em sentido 
horário e a é menor que p, então o produto vetorial  é um vetor na direção positiva do eixo global GY . Esta condição pode ser uti-
lizada para identificar a solução correta automaticamente:

(4)

Finalmente, os ângulos bb e cb estão definidos como:

(5)
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APÊNDICE 2

Considere-se novamente o elemento circular, agora descrito segundo as coordenadas locais (vide figura 1). Considera-se, em seguida, uma 
variável estática definida pelo vetor de forças internas, entretanto associado a coordenadas globais: .
O equilíbrio das forças locais é então descrito pelo seguinte conjunto de relações:

(1)

Em forma matricial:

(2)

Os vetores de forças internas referenciados segundo coordenadas globais, b}{Q , e coordenadas locais, b}{Q′ , relacionam-se median-
te a matriz de transformação geométrica convencional b][T :

(3)

onde b][T  define-se por:

(4)

Figura 2.1 – Forças internas em coordenadas 
locais e tensões generalizadas
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Portanto:

(5)

A matriz de transformação cinemática para um elemento reto é obtida mediante procedimento análogo:

(6)
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APÊNDICE 3

Considere-se o elemento circular. Sejam )(qM , )(qV  e )(qN  o momento fletor, a força cortante e a força axial em uma seção 
transversal identificada por um ângulo q a partir da extremidade i (vide figura 1).
As relações de equilíbrio escrevem-se, agora, como:

(1)

O sistema de equações (1) associado à expressão da força interna  obtida no apêndice 2 permite expressar as forças axial, cortante 
e momento fletor em função das tensões generalizadas:

(2)

A energia de deformação elástica acumulada no elemento circular pode então ser escrita como:

(3)

Figura 3.1 – Força axial, momento fletor 
e força cortante no elemento circular
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onde os termos EIb, GAb e AEb têm o significado usual. Os coeficientes da matriz de flexibilidade elástica podem ser obtidos a partir da 
aplicação do teorema de Castigliano. Em particular, se as deformações por cortante são desprezadas, tais coeficientes resultam:

(4)

A matriz de flexibilidade elástica para um elemento reto obtém-se por um procedimento análogo, resultado em:

(5)


