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A equagao de Klein-Gordon em uma dimenséo espacial é investigada com a mais geral estrutura de Lorentz
para os potenciais externos. A andlise e o cdlculo dos coeficientes de reflexao e transmissao para o espalhamento
de particulas em um potencial quadrado, com uma mistura arbitraria de acoplamentos vetorial e escalar, reve-
lam circunstancias que conflitam com as previsdes da mecénica quantica nao-relativistica. Mostra-se que tais
espalhamentos anémalos sdo mediados por estados ligados de antiparticulas, ainda que as particulas incidentes
tenham baixas energias. A andlise dos estados ligados também revela resultados surpreendentes, destacando-se
a inibicao do efeito Schiff-Snyder-Weinberg pela presenca de um acoplamento escalar.

Palavras-chave: equagao de Klein-Gordon, particulas sem spin, paradoxo de Klein, produgao de pares, efeito
Schiff-Snyder-Weinberg.

The one-dimensional Klein-Gordon equation is investigated with the most general Lorentz structure for the
external potentials. The analysis and calculation of the reflection and transmission coefficients for the scattering
of particles in a square potential, with an arbitrary mixing of vector and scalar couplings, reveal circumstances
which conflict with the predictions from nonrelativistic quantum mechanics. It is shown that such anomalous
scatterings are mediated by antiparticle bound states, even if the incident particles have low energies. The ana-
lysis of bound states also reveals surprising results, remarkable is the inhibition of the Schiff-Snyder-Weinberg
effect due to the presence of a scalar coupling.

Keywords: Klein-Gordon equation, spinless particles, Klein “s paradox, pair production, Schiff-Snyder-Weinberg
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1. Introducao

O espalhamento de particulas em potenciais quadrados
é um excelente laboratoério nos cursos introdutérios da
teoria quantica. Isto acontece nao apenas pela simpli-
cidade dos célculos algébricos envolvendo os potenciais
constantes por partes mas também pela riqueza de con-
ceitos fisicos que podem ser depreendidos. Mais ainda,
0s potenciais quadrados servem de modelo para uma
diversidade de situagoes realisticas, tais como o decai-
mento alfa, o diodo tinel e o microscépio de tunela-
mento.

No ambito da mecanica quantica relativistica
espera-se que haja pequenas correcoes aos resultados
obtidos pela equagao de Schrédinger no caso de poten-
ciais fracos. No caso de potenciais fortes, espera-se por
resultados peculiares devido as manifestagoes das anti-
particulas. O espalhamento relativistico de particulas
por barreiras de potenciais quadradas com acoplamento
puramente vetorial tem sido estudado com a equagao de
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Dirac [1-4], e também com a equacao de Klein-Gordon
(EKG) [1]. Em ambos os casos, observa-se trans-
missao ressonante para barreiras suficientemente altas,
quando entao a mecanica quantica nao-relativistica
prevé a supressao exponencial do coeficiente de trans-
missao. Tal transmissao ressonante relativistica é as-
sociada com o processo de criagao de pares particula-
antiparticula na regiao de interacao. Os estados liga-
dos da equagdo de KG, porém, diferem radicalmente
daqueles da equacgao de Dirac. Para pocos de po-
tenciais vetoriais estreitos e profundos o bastante, a
equagao de KG ostenta o fenomeno conhecido na lite-
ratura como efeito Schiff-Snyder-Weinberg (SSW) [5].
Tal efeito manifesta-se pelo surgimento de estados li-
gados de antiparticulas adicionais num potencial que
é atrativo somente para particulas. Para profundida-
des criticas, os niveis de energia dos estados ligados de
particulas e antiparticulas coalescem e ai se descortina
um novo canal para a producao espontanea de pares
particula-antiparticula. Popov [6] advogou que o efeito
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SSW ¢ caracteristico de potenciais de curto alcance e
que nao deveria ser esperado para potenciais de longo
alcance. Contudo, Klein e Rafelski [7] usaram um su-
posto efeito SSW em um poco coulombiano para es-
pecular sobre a condensacao de Bose e a estabilidade
de nicleos com ntmeros atomicos extremamente altos
e, de imediato, foram severamente criticados [8]. De
fato, a investigacao dos estados ligados da equacao de
KG com diferentes formas funcionais para os potenciais
vetoriais confirmam a suposigao de Popov [9-12].

Na Ref. [13] analisamos a EKG unidimensional com
interagoes externas com a mais geral estrutura de Lo-
rentz, i.e., consideramos potenciais com estrutura ve-
torial, com componentes espacial e temporal, acrescido
de uma estrutura escalar? Em seguida exploramos as
solugoes para o espalhamento de particulas em um po-
tencial degrau com acoplamento geral, por assim di-
zer, com uma mistura arbitraria de acoplamentos ve-
torial e escalar. Verificamos que tal mistura de aco-
plamentos conduz a resultados surpreendentes. Para
além de aumentar o limiar de energia para a producao
espontanea de pares, podendo até mesmo frustrar a
producao ainda que os potenciais sejam extremamente
fortes, a presenga de um acoplamento escalar permite
que uma particula possa ser localizada em uma regiao
do espago arbitrariamente pequena sem ameacar a in-
terpretacdo de particula tnica da EKG. A aparente
violagao do principio da incerteza foi remediada com a
introdugao do conceito de comprimento de onda Comp-
ton efetivo.

O propésito do presente trabalho é dar seguimento
ao estudo da EKG unidimensional levado a cabo na
Ref. [13] onde a mistura arbitraria de acoplamentos ve-
torial e escalar mostrou-se proficua.® Desta feita anali-
samos o0s estados estacionarios em um potencial qua-
drado. Calculamos os coeficientes de reflexdo e trans-
missao e obtemos resultados que contradizem a intuicao
baseada na mecanica quantica nao-relativistica, tanto
para uma barreira de potencial quanto para um pogo de
potencial, e que s6 podem ser explicados pela mediagao
de antiparticulas. A andlise do efeito tunel relativistico
nos conduz a conclusao que o paradoxo de Klein, usual-
mente relacionado com a emissao de antiparticulas por
potenciais suficientemente intensos, nao é necessaria-
mente relacionado com a irradiagao de antiparticulas.
Isto dito tendo em vista que, apesar da formacao de
estados ligados de antiparticulas na regiao de interagao,
induzida pelas particulas incidentes, somente particulas
sao, de fato, irradiadas. A investigagao dos estados liga-
dos permite-nos concluir sobre a influéncia de um con-
taminante escalar no efeito SSW. Verifica-se que a pre-
senga de um acoplamento escalar inibe o efeito SSW,
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e o torna invidvel se o acoplamento escalar exceder o
acoplamento vetorial.

2. Solucao da equacao de Klein-Gordon
para um potencial quadrado

Na Ref. [I3] mostramos que a EKG unidimensional
para uma particula livre de massa de repouso m, na pre-
senca de potenciais externos independentes do tempo,
admite solugoes da forma

®(z,t) = plz) e, (1)
onde ¢ obedece a uma equagao similar em forma a
equagao de Schrodinger

h2 d2¢ V32 _ V152 E
“om da? (mmz+%+maw>¢—
B2 _ m2ct

2mc?

¢ (2)

A densidade e a corrente correspondentes a solugao ex-
pressa pela Eq. (1) tornam-se

E -V h 0 0N
p=—7glol’, J=.(¢*¢—¢ ) (3)

mc

Vamos agora considerar a EKG com os potenciais
externos independentes do tempo na forma de um po-
tencial quadrado. O potencial quadrado é expresso
como

0 paralz| > a
V)=V (xr+a)—0(x—a)] =

Vo paralz| < a,

(4)
onde a > 0 e 6(x) é a fungdo de Heaviside. Vp > 0
para uma barreira de potencial e Vy < 0 para um pogo
de potencial. Os potenciais vetorial e escalar sdo es-
critos como Vi(z) = ¢V (z) e Vi(z) = gV (z) de tal
forma que as constantes de acoplamento estao sujeitas
ao vinculo g +¢gs =1, com g > 0 e g5 > 0.
Para x < —a, a EKG apresenta a solugao geral

p=Ap et 4 ATt (5)

onde
T2 — m2ch
k=~ " 6
e (6)

Para |E| > mc?, a solucdo expressa pela Eq. (5) re-
verte-se em uma soma de autofungoes do operador mo-
mento e descrevem ondas planas propagando-se em am-
bos os sentidos do eixo X com velocidade de grupo®

20 potencial escalar é acoplado & particula de acordo com a prescrigio m — m + Vs /c?. Este tipo de acoplamento tem sido utilizado
para facultar o confinamento de férmions no modelo de quarks, para dar conta da apropriada intensidade da interagao spin-6rbita na
descricao da estrutura nuclear, e uma massa efetiva dependente da posicao na fisica do estado sélido relativistica.

3Embora apresentem facetas dessemelhantes, os acoplamentos vetorial e escalar sdo indistinguiveis no limite nao-relativistico da

teoria.
4Veja, e.g., Refs. [1] e [5].
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-1 @
igual a velocidade classica da particula. Se escolher-
mos particulas incidindo sobre a regiao de potencial
(E > mc?) teremos que A, etk descreve particulas
incidentes (v, = 2hk/E > 0), enquanto A_ e~ des-
creve particulas refletidas (v, = —c*hk/E < 0).  Os
papéis das ondas serao invertidos se considerarmos a in-
cidéncia de antiparticulas. Doravante, por motivos de
simplicidade e sem perda de generalidade, considera-
remos apenas a incidéncia de particulas. A corrente
nesta regiao do espaco, correspondendo a ¢ dada pela
Eq. (5), é expressa por

Vg

J = Jinc - Jref7 (8)

onde . .
Jine = —|AL|?,  Jret = —|A_|% 9
AL, Jrer = A (9)

Observe que a relacdo J = pv, mantém-se tanto para
a onda incidente quanto para a onda refletida pois

E
= —_|AL|% 10
Pt = +] (10)

Por outro lado, para x > a as solugoes sao da forma

¢ =Chethr L O ek, (11)

Para termos uma onda progressiva se afastando da
regido do potencial (propagando-se no sentido positivo
do eixo X com v, = c*hk/E > 0) devemos impor
C_ = 0. A densidade e a corrente nesta regido do
espago, correspondendo a ¢ dada pela Eq. (11) com
C_ =0, sdo expressas por

E
P = w |C+|27 Jtrans =

hk B
png S5 8 (12)
Note que essas solugoes para || > a descrevem esta-
dos de espalhamento com |E| > mc? e k € R. Possiveis
estados ligados também poderiam ser descritos pelas
Egs. (9) e (11) com k = ik, onde k = vm?c* — E2/(hc)
com |E| <mc? e Ay =C_ =0.
Para —a < = < a a solugao geral tem a forma

¢ =B, e { B_e 17, (13)

onde

VE =g — (me + Vo)
he '

q= (14)
As solucoes By e%® com g € R descrevem ondas pla-
nas que se propagam com velocidade de grupo

c2hq

=4+ 15
E— gV (15)

Vg

5sto torna-se possivel por causa da dupla possibilidade de sinais para a energia de um estado estacionirio. Acontece que By e
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com densidades e correntes associadas dadas por

_E—gV

h
SR B e Je= B (16)

P+
Na circunstancia em que E < ¢;Vj nos defrontamos
com um caso bizarro, pois as densidades sao quanti-
dades negativas. A mantenca da relagdo J = puv,
para cada solucao particular, contudo, é uma licenca
para interpretar By eT%% (B_ e~%%) a descrever a pro-
pagacao, no sentido negativo (positivo) do eixo X, de
particulas com carga de sinal contrario ao das particulas
incidentes®. A corrente na regiao |z| < a, para cargas
positivas tanto como para cargas negativas, pode entao
ser escrita como

=" (1B, BP). (a7)

No caso em que ¢ = i|g| ndo hd ondas progressivas na
regiao do potencial. Contudo hé ainda uma corrente
dada por

7 _ tld]

(ByB- —BLB). (18)

3. Espalhamento

Vamos considerar a incidéncia de particulas (E > mc?)
e assim k, definido a Eq. (6), é uma quantidade real.
A discriminagao entre ¢ real e ¢ imaginério permite-nos
identificar dois valores criticos para o potencial

E 2
Vi=E—-mc e ngﬂ
2gt*1

com ¢, #1/2 (19)
e o valor de g; nos permite segregar trés classes distintas
de solugoes de espalhamento:

e Classe A - g;>1/2. Nesta classe temos que
g € Rpara Vo < Vi e Vo > Vo (note que
V2 > 0). Ondas nao-progressivas, correspondendo
a ¢ = i|g|, ocorrem para uma barreira de potencial
de altura mediana (V4 < Vy < V3). Um célculo
simples revela que E > ¢;V para Vy < V;. En-
tretanto, £ < g;Vy para V > V3, a circunstancia
em que hé a propagacao de cargas negativas con-
finadas na regido |z| < a.

e Classe B - g, = 1/2. Apenas V; desempenha pa-
pel na distingao entre valores reais e imaginarios
do nimero de onda ¢q. Aqui ¢ € R somente para
Vo < V1. H4 apenas solugoes com E > g;Vj e on-
das nao-progressivas ocorrem para uma barreira
de potencial tanto ou quanto alta (Vo > V7).

+igx

pode vir a descrever uma onda progressiva com energia negativa e velocidade de fase vy = F|E|/(hg). A caréncia da interpretagao

fisica deste resultado serd suprida numa se¢ao posterior.
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e Classe C - g; < 1/2. Temos que g € R para
Vo < Vo < Vi (note que Vo < 0). Nao mais
que solucoes com E > g;Vj sao permitidas e on-
das evanescentes ocorrem para uma barreira de
potencial suficientemente alta (Vo > V7). O que
causa estranheza é que ondas evanescentes vém
a tona para um poco de potencial um tanto pro-
fundo (Vp < V2).

Comegaremos agora o calculo de grandezas de suma
importancia na descrigao do espalhamento, viz., os co-
eficientes de reflexao e transmissao. Nao obstante a
descontinuidade do potencial em x = +a, a autofuncao
e sua derivada primeira sdo funcdes continuas.® A de-
manda por continuidade de ¢ e d¢/dx fixa todas as
amplitudes em termos da amplitude da onda incidente
Ay, viz.

A i(q® — k?) sin(2qa) exp(—2ika) (20)
Ay 2kqcos(2qa) —i(q? + k?) sin(2qga)’
By k(g+k)exp[—i(g+Fk)a] (21)
AL 2kqcos(2qa) —i(q? + k?)sin(2qa)’
B_ _ k(g—Fk)exp[+i(g—Fk)ad] (22)
AL 2kqcos(2qa) — i(g? + k?) sin(2qa)’
Cy 2qk exp(—2ika) (23)

Ay 2qkcos(2qa) —i(q? + k2)sin(2qa)’

onde as identidades matemadticas sin (i) = isinh (0) e
cos (i0) =cosh(f) foram utilizadas para escrever as am-
plitudes relativas para os casos de g real e imaginario
puro numa forma compacta.”

Agora focalizamos nossa atengdo na determinagao
dos coeficientes de reflexdao R e transmissao 1. O coefi-
ciente de reflexdo (transmissao) é definido como a razao
entre as correntes refletida (transmitida) e incidente.
Haja vista que dp/0t = 0 para estados estaciondrios,
temos que a corrente é independente de x. Usando este
fato obtemos prontamente que

AP 2qk 2
R‘|A+|2‘{”[(k?—q%sin(zqa)}} @Y

—1
C. |2 K2 — g2 2
T= ||Ai|2 = {1 + [2(]];‘] sm(2qa)} } . (25)
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Seja 14 como for temos que R + 71 = 1, como deve ser
por causa da conservacao da carga.

Ademais, deve ser observado que quando as on-
das progressivas para a direita e para a esquerda na
regido do potencial (¢ € R) interferem de modo a for-
mar uma onda estaciondria (i.e., quando 2ga = nm
com n = 1,2,3,...), sucede a transmissdo ressonante
(T = 1), correspondendo as energias dadas por

2
E, = gt‘/b + \/(ng—jc> + (mc2 + gSVO)Qv (26)
onde o sinal defronte do radical deve ser escolhido de
forma que E > mc?. Note que a ressonincia de trans-
missao pode ocorrer tanto para uma barreira de poten-
cial quanto para um poco de potencial.

As Figs. 1, 2 e 3 ilustram o coeficiente de trans-
missao para as trés classes de solugoes discriminadas an-
teriormente. Em todas as figuras usamos E = 1, 1mc?
e consideramos a/\ é igual a 1 nas Figs. 1 e 2, e
a/A = 3 na Fig. 3. Usamos o sistema de unidades
em que h=c=m = 1.

1

o

Figura 1 - Coeficiente de transmissao vs. intensidade do potencial
para um caso da Classe A.

A Classe A apresenta um comportamento andémalo
para uma barreira de potencial muito alta. Vimos an-
teriormente que para g; > 1/2 e V > V5 ha ondas pro-
gressivas na regiao do potencial enquanto a mecanica
quéntica nao-relativistica prevé a existéncia de ondas
evanescentes. De mais a mais, a mecanica quantica
nao-relativistica profetiza que, neste caso de tunela-
mento, o coeficiente de transmissao sofre uma supressao
exponencial & medida que o potencial tende ao infi-
nito, enquanto que nosso resultado prenuncia um coe-
ficiente de transmissao oscilatério que exibe até mesmo
um comportamento ressonante. A Classe B ndo apre-
senta resultados que contradizem a intuicao baseada na

6Esta conclusdo, vélida para potenciais com descontinuidades finitas, pode ser obtida pela integragido da Eq. (2) entre —¢ e +¢ no
limite ¢ — 0. Pode-se verificar, pelo mesmo procedimento, que apenas as autofungoes sao continuas quando as descontinuidades dos

potenciais sdo infinitas.

7A transigdo de ¢ real para q imaginério puro é feita pela prescrigio q¢ — i|q|.
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mecanica quantica ndo-relativistica. A Classe C, entre-
tanto, exibe um comportamento anémalo para um pogo
de potencial com Vj < Va: a supressao exponencial do
coeficiente de transmissao a medida que o pogo de po-
tencial torna-se muito profundo.

Figura 2 - Coeficiente de transmissao vs. intensidade do potencial
para um caso da Classe B.

I\

Figura 3 - Coeficiente de transmissdo vs. intensidade do potencial
para um caso da Classe C.

Da discussao relacionada com a Classe A, observa-
se que o limiar para a existéncia de cargas negativas na
regiao do potencial é dado por V5. Pode-se interpretar
a possibilidade de propagacao de cargas negativas na
regiao da barreira de potencial como sendo devido ao
fato que cada carga negativa tem energia —F e esta su-
jeita a um potencial efetivo dado por (gs — g¢) Vo. Quer
dizer, entao, que as ondas progressivas nessa regiao
de potencial descrevem, de fato, a propagacao de an-
tiparticulas®. Destarte se g; > 1/2 a antiparticula terd
uma energia disponivel (energia de repouso mais ener-
gia cinética) expressa por —FE — (1 — 2¢;) Vp, donde se
conclui sobre a energia do limiar para a existéncia de
cargas negativas (antiparticulas) movendo-se na regido
do potencial. Nas regices onde |z| > a com Vj > Vs,

8Note que particula e antiparticula tém massas iguais.

2306-5

tais antiparticulas serao descritas por ondas evanescen-
tes pois o potencial efetivo torna-se maior que —F. As
particulas estao sob a influéncia de um potencial dado
(9s +9:) Vo = Vy, e se as particulas estiverem sujei-
tas a uma barreira de potencial entao as antiparticulas
estardo sujeitas a um pogo (barreira) de potencial
se gr > 1/2 (g < 1/2). E razodvel conjecturar que
as particulas incidentes induzem a formagao de esta-
dos ligados de antiparticulas na regiao de interagao.
Esta idéia é reforgada pela observagao que, no caso de
Vo > Vo e g > 1/2, as antiparticulas estdo sujeitas
a um pog¢o de potencial efetivo com energia que ex-
cede o minimo do potencial (fundo do pogo) e é menor
que o potencial méximo (boca do pogo). Mais ainda,
para Vo < Vi e g+ > 1/2, a energia da antiparticula
é menor que o valor minimo do potencial efetivo, uma
circunstancia bem conhecida em que a autofuncao nao
satisfaz as condigoes de contorno apropriadas, ora pois
tal solugao nao é aceitavel.

A situacao paradoxal observada no espalhamento
da Classe C, para um pogo suficientemente profundo
(Vo < Vo < 0), também pode ser elucidada com a
argumentacao delineada no paragrafo anterior. Real-
mente, quando g; < 1/2 e a particula estd sujeita a
um pogo de potencial, hd um pogo de potencial efe-
tivo para a antiparticula com uma energia disponivel
dada por —E—(2g; — 1) |Vy|. L4 entao torna-se possivel
a propagacao de antiparticulas. Ha a propagacao
promiscua de cargas positivas (particulas) e negativas
(antiparticulas) na regido do potencial, com uma densi-
dade de carga resultante positiva quando o pogo de po-
tencial torna-se muito profundo e g; < 1/2. Na regido
externa do potencial (Jz| > a) tais antiparticulas serao
descritas por ondas evanescentes ja que o potencial efe-
tivo é maior que —F. Aqui, tal como na Classe A, hd
formacao de estados ligados de antiparticulas induzida
pela incidéncia de particulas.

Em todas as circunstancias, consideramos a in-
cidéncia de particulas e obtivemos como resultado a
transmissao de particulas. Em determinadas situacoes
de potenciais extremamentes intensos, entretanto, che-
gamos ao entendimento que ha estados ligados de anti-
particulas na regiao do potencial. H4 uma pergunta que
nao pode calar: qual a origem de tais antiparticulas?

Para g¢ > 1/2 e Vj > Vo > 0, os continua
com E > mc? para as particulas e E < —mc? para
as antiparticulas que existe para |z| > a tornam-se
E > mc® + V, para as particulas e £ < —mc? —
(9s — g¢) Vo para as antiparticulas em |z| < a. Quando
uma particula incide em x = —a com energia menor que
—mc? — (gs — g¢) Vo, o componente vetorial da barreira
de potencial estimula a produgao de antiparticulas. Em
virtude da conservacao da carga hé, em verdade, a
criagdo de pares particula-antiparticula e, como o po-
tencial vetorial em |z| < a é repulsivo para particulas
e atrativo para antiparticulas, as particulas serao ne-
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cessariamente ejetadas da regido (para a esquerda) e
as antiparticulas serdo necessariamente confinadas na
regiao do potencial. Quando uma antiparticula criada
em x = —a incide em x = +4a o componente veto-
rial da barreira de potencial estimula mais uma vez a
producao de pares, agora entao, as particulas serao eje-
tadas para a direita da regiao de interacao. Nao apenas
a carga é conservada no processo de criacao de pares.
Visto que os pares produzidos em x = +a tém energias
de sinais contrarios, conclui-se que a energia também
é uma quantidade conservada no processo de criagao
de pares. Apesar da possibilidade da criacao de pares
particula-antiparticula nas interfaces do potencial lo-
calizadas em x = £a, um fenémeno relacionado com o
paradoxo de Klein, e a propagagao de antiparticulas na
regido |z| < a, a conjuntura nao é propicia & emissao
de antiparticulas. Poderiamos entao nos aventurar a
afirmar que o paradoxo de Klein é inerente as equagoes
relativisticas e nao é necessariamente relacionado com
a irradiagao de antiparticulas, como é propalado na li-
teratura. Torna-se evidente que o acoplamento esca-
lar resulta no aumento da energia minima necessaria
para a criacdo de pares particula-antiparticula. O va-
lor minimo do limiar (Vo = 2mc?) ocorre quando o
acoplamento é puramente vetorial (¢ = 1). A adicao
de um contaminante escalar contribui para aumentar
o valor do limiar, o qual, surpreendentemente, torna-se
infinito ja4 para uma mistura meio a meio de acoplamen-
tos. Deste modo, a producao de pares nao é factivel
se o acoplamento vetorial nao exceder o acoplamento
escalar, ainda que a barreira de potencial Vj seja extre-
mamente alta.

Para g: < 1/2 e Vj < V4 < 0, porém, os continua
com E > mc? para as particulas e E < —mc? para as
antiparticulas que existe para |z| > a tornam-se E >
me?—|Vp| para as particulas e E < —mc?+(gs — g¢) | Vol
para as antiparticulas em |z| < a. Neste caso, quando
a particula incidente tem energia menor que —mc? +
(9s — g¢) |[Vo| particulas e antiparticulas propagam-se
efetivamente num poco de potencial. Convém lembrar
que as antiparticulas nao tém chance de se propagar
para as regides externas do poco de potencial, e assim
sendo, tal como no caso com g; > 1/2, estao confinadas
A regido |z| < a. E meritéria a constatacio que anti-
particulas, diferentemente do caso com g; > 1/2, nao
sao produzidas nas interfaces do potencial, em outras
palavras, o paradoxo de Klein nao faz parte do cenario.

E interessante observar que, quer na Classe A quer
na Classe C, os estados ligados de antiparticulas na
regiao de interacao ocorrem até mesmo quando as
particulas incidentes se movem com baixas velocidades.

A auséncia de conflitos na Classe B, quando os re-
sultados s@o comparados com aqueles previstos pela
mecanica quantica nao-relativistica, é facilmente expli-
cada pela constatagao que, enquanto o continuum das
particulas em |z| > a (E > mc?) torna-se E > mc?+V}
em |z| < a, o continuum das antiparticulas é insensivel
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a agao da interagao.

4. Estados ligados

O formalismo desenvolvido na Segao 3 também per-
mite a andlise de estados ligados. Conforme ja foi
mencionado, tais possiveis estados ligados teriam ener-
gias no intervalo —mc? < E < mc?. As solucdes para
os estados ligados também podem ser segregadas em
trés classes, segundo o valor de g;. Neste contexto,
os potenciais criticos dados por (19) sofrem alteracgoes
de médulo e sinal devido & mudanca de E > mc?
para —mc? < E < mc?. Temos assim que —2mc? <
Vi <0,0< Vo < 2mc?/ (29, —1) para g, > 1/2 e
—2mc?/ (1 —2g;) < Vo < 0 para g; < 1/2. Logo a
seguir exploramos algumas propriedades das classes de
solugoes:

e Classe A - g > 1/2. Esta classe permite esta-
dos ligados tanto para um poco de potencial com
Vo < Vi, quanto para uma barreira de poten-
cial com V > V5. O desconforto neste ultimo
caso é aliviado pela percepgao que a barreira de
potencial é capaz de ligar antiparticulas. Note
que quando o pogo € extremamente raso, somente
estados com E =~ mc? aparecem no espectro,
pois Vi — 0 quando E — mc?. Por outro
lado, quando a barreira é extremamente baixa,
somente estados com F ~ —mc? 14 surgem, pois
Vo — 0 quando E — —mc?. Ou seja, quando
o potencial é fraco, estados do continuum de
particulas (antiparticulas) tornam-se membros do
espectro de estados ligados de particulas (anti-
particulas) no caso de um pogo (barreira) de po-
tencial. Note ainda que V; — —2mc? quando
E — —mc? e Vo — 2mc?/(2g; — 1) quando
E — mc?, o que significa que poderiam apare-
cer energias préximas de —mc? no espectro de
particulas, tanto como energias préximas de mc?
no espectro de antiparticulas, para potenciais um
tanto intensos. E instrutivo lembrar que no caso
em que g; = 1, o caso de um potencial vetorial
puro, o espectro deve exibir a simetria £ — —F
sob a transformacao Vo — —Vj.

e Classe B - g;=1/2. Nesta classe, somente um
pogo de potencial permite estados ligados, pois
Vo < Vi. Haja vista que, tal como na classe A,
Vi — 0 quando E — mc? e Vi — —2mc? quando
E — —mc? podemos concluir que este poco de
potencial liga somente particulas e que energias
préximas de —mec? sdo toleradas para um poco
suficientemente profundo.

e Classe C - g; < 1/2. Aqui temos que Vo < V) <
Vipara E > E.e V3 <V <V, para E < F,
onde E. = —mc?g; /(1 — g;). Temos que E ~ mc?
para os estados de particulas, e E ~ —mc? para
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os estados de antiparticulas, quando Vj estd na
vizinhanca de seus valores extremos. Os estados
de particulas s6 sao consentidos se 0 Pogo nao ex-
ceder a profundidade —2mc?/ (1 — 2g;), enquanto
a profundidade méxima igual a —2mc? deve ser
observada pelos estados de antiparticulas. As
energias dos estados de antiparticulas sao sem-
pre negativas. No entanto, os estados ligados
de particulas podem ter energias negativas se
-mc?/(1-2g) < Vo < —mc®>. Em quais-
quer circunstancias, os niveis de energias de
particulas e antiparticulas nunca se interceptam.
Nesta classe, convém lembrar, o espectro deve ser
simétrico em torno de £ = 0 no caso de um po-
tencial escalar puro (g, = 0), quando ent&o a pro-
fundidade do pocgo, naturalmente, nao deve ul-
trapassar —2mc? e energias nulas nio sdo per-
mitidas. Mais ainda, ha também uma simetria
do espectro em torno de Vy = —mc?, no caso de

gt = 0.
A prescricao k — ik, onde

N o
e (27)

com |E| < mc?, transforma as solugoes (5) e (11) em

A e ™™ + A et paraz < —a

¢ = (28)

Cye " 4+ (C_et™™ paraz > +a.
Devemos impor que A, = C_ = 0 para que as den-
sidades de carga, expressas pela Eq. (3), sejam fi-

nitas em x = 4oo . Ora, tem que ser assim, pois
fjoo; dr|p|* < co. Enquanto isso, a solugdo na regiao
do potencial continua a ser expressa pela Eq. (13) com
g dado pela Eq. (14). Sendo o potencial da Eq. (4)
invariante sob inversdo espacial (x — —z), podemos
escolher autofuncoes com paridades definidas, viz.

Aetr®  paraz < —a
¢(x) =< Becos(gr) paralz|<a (29)
Ae "  para x > +a,
para ¢(—z) = +¢(z), e
—Aet"®  paraz < —a
¢(zr) =< Bsin(qz) para|z|<a (30)
Ae "  paraz > +a,
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para ¢(—z) = —¢(x). Aqui, mais uma vez usamos
as identidades trigonométricas sin (i) = isinh () e
cos (i0) = cosh(f) para escrever ¢ () numa forma com-
pacta, seja ¢ uma quantidade real, seja ¢ uma quan-
tidade imaginéria. A continuidade de ¢ e d¢/dr em
r = +a, ou equivalentemente em = = —a, fornece as
condi¢oes de quantizacao”

. tan (ga) para ¢(—z) = +¢d(x)
g (31)
1 —cot (ga) para ¢(—z) = —¢().

As equagoOes acima sdo equagdes reais, seja ¢ real ou
imaginario puro. Entretanto, as condigdes de quan-
tizagao para ¢ imaginario, viz.

tanh (|gla) para ¢(—z) = +¢(z)

- — = (32)

1| coth(gla) para ¢(~=) = —¢(),
nao fornecem solugoes porque o membro esquerdo da
Eq. (32) é negativo e os membros direitos sao positi-
vos. Em outras palavras, as possiveis solucoes para os
estados ligados tém que ter um niimero de onda real na
regiao do potencial.

Neste caso de g € R, é de utilidade definir a varidvel

2
zp como zg = /22 + (ka)”, onde z = ga. Por conse-
guinte, podemos reescrever as condigoes de quantizacao
como

tan(2)  para (—z) = +6()
—cot (z) para ¢(—zx) = —é(x).
(33)
Note que z < zy por definicao, e que z ~ zy quando
|E| ~ mc? e nos casos em que ¢ > 1/\. A natu-
reza do espectro resultante das solucgoes destas equagoes
transcendentais podem ser visualizadas na Fig. 4, onde
constam esbogos dos membros direito e esquerdo da
Eq. (33). As abscissas das intersegbes de tan(z) e

—cot (z) com 1/(20/2)% — 1 fornecem as solugdes dese-

jadas. O uso das Egs. (14) e (27) permite-nos escrever

20 = 1o\ (29 = )VE = 20 [(E = me2) g, +me?),
c
(34)
e dai vemos que zg cresce linearmente com o aumento
da largura da regiao de interacao.

9Fortuitamente, as condicbes de quantizacdo também poderiam ser obtidas por meio da identificacdo dos pélos da amplitude de
transmissao. Para esta finalidade os valores fisicos do ntimero de onda k, definidos no eixo real, sdo estendidos para o plano complexo.
Com efeito, o denominador da Eq,(23), com a prescrigio k — ix, é nulo sempre que cot(2qa) = (¢> — k2)/(2¢qx). Com a intervencio da

identidade cot(f) = — tan(6/2) £

1 + cot2(#), podemos reescrever a localizagio dos pélos por tan(ga) = [+(k2 + ¢2) + k2 — ¢*]/(2qk),

expressao que reduz-se & primeira (segunda) linha da Eq. (31) acaso o sinal é positivo (negativo).
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Figura 4 - Solugoes das condicoes de quantizacido expressas por

(33) para um Vaﬂfr representativo de zp. A linha continua repre-
senta a funcio (20/z)? — 1, a linha tracejada tan (z) e a linha

ponto-tracejada — cot (2).

ol

Figura 5 - Niveis de energia em fungao de Vp para um poco de
potencial com g: =1 e a=\/2.

Para ¢ > 1/, o que significa a < zp\ e 29 ~ z,
o que acontece somente para g > 1/2 e [Vy| > 2mc?,
poderd nao haver solucoes de estados ligados e em algu-
mas circunstancias a tnica solugao corresponde a uma
autofuncao de paridade par.

Para ¢ < 1/A, o que significa a 2 2o\ e 29 > z,
fica claro que ha uma seqiiéncia finita de estados liga-
dos com paridades alternadas. O numero de solugoes
cresce com o aumento de zg e hd pelo menos uma
solugao com autofuncao de paridade par no espectro,
nao importa o quao pequeno seja zg. Para dizer a
verdade, zp como funcdo de |Vj| é monotonicamente
crescente se g; > 1/2, significando que o nimero de
estados ligados cresce com o aumento de |Vp|. Para
gt < 1/2, porém, zg é crescente somente nos intervalos:
—2mc?/ (1 —2g;) < Vo < —mc?/ (1 — 2g;) para E > 0,
e —2mc? < Vo < —mc? para E < 0. A Fig. 4 ainda
permite-nos concluir que para grandes valores de zy e
para os valores mais baixos de z, as solugbes da Eq. (33)
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s@0 expressas por z, = nn/2, onde n = 1,2,3, ..., com
n impar (par) correspondendo as solugbes com auto-
fungdes pares (fmpares). Curiosamente, a forma des-
tas solugoes assintOticas para as energias corresponde
justamente a condigao de transmissao ressonante ex-
pressa pela Eq. (26), sendo que agora o sinal defronte
do radical deve ser escolhido de modo que |E| < mc?.

As Figs. 5 a 9 ilustram os resultados do célculo nu-
mérico das solugoes da Eq. (33)) com V < 0 e para os
menores valores de zg, com ¢g; = 1, 3/4,1/2,1/4 e 0,
respectivamente. Consideramos a/A = 1/2 nas Figs. 5
e 6, e a/A = 5 nas Figs. 7 a 9. Tal como no caso de
espalhamento, usamos o sistema de unidades em que
h=c=m=1.

0 1 2 3 4 5 6
Vol

Figura 6 - Niveis de energia em fungao de Vp para um pogo de
potencial com g = 3/4 e a = \/2.

Vol

Figura 7 - Niveis de energia em fungdo de Vp para um pogo de
potencial com g =1/2 e a = 5.

A Classe A exibe o efeito SSW para um pogo su-
ficientemente estreito e profundo ainda que haja um
acoplamento escalar contaminante. Para pocos largos,
o comportamento do espectro nao difere daquele re-
sultante da equagao de Dirac, quando entao os niveis
de energias correspondentes as particulas mergulham
no continuum correspondente as antiparticulas. Seja o
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poco estreito ou largo, o paradoxo de Klein é parte in-
tegrante do cenario de potenciais muito fortes. Para a
Classe B sé ha estados ligados de particulas e seus niveis
de energia tendem assintoticamente para o continuum
inferior a medida que o pogo de potencial se aprofunda,
implicando assim na auséncia do paradoxo de Klein.
Na Classe C, os estados ligados de antiparticulas vol-
tam a fazer parte do espectro ainda que o pogo seja
pouco profundo. Entretanto, os niveis de energia dos
estados ligados de particulas e antiparticulas nunca se
encontram, acenando para a completa auséncia do pa-
radoxo de Klein. De qualquer jeito, quer os niveis de
particulas, quer os niveis de antiparticulas, mergulham
em seus proprios continua a medida que o pogo se torna
muito profundo. H&a de se notar também um fato ex-
cepcional na Classe C: uma profundidade limite para o
pogo além da qual nao ha energias permitidas para os
estados ligados, quando entao, todos os niveis de ener-
gia j& mergulharam em seus respectivos continua.

N
0,55
-0,55
0 1 2 3 4

Vol

Figura 8 - Niveis de energia em funcao de Vp para um pogo de
potencial com g; =1/4 e a = 5.

1
] \—/
0.5
i
o5
0 0.5 1 1.5 2

Vol

Figura 9 - Niveis de energia em funcao de Vp para um pogo de
potencial com g: =0 e a = 5A.
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O efeito SSW tem sido interpretado como sendo
devido a polarizacao da densidade de carga da anti-
particula pelo potencial de interagdo [7]. Esta inter-
pretagao torna-se razoavel com um exemplo simples
da teoria eletromagnética cléssica. E sabido que uma
carga pontual pode atrair um objeto neutro em sua vi-
zinhanga por causa da polarizacao induzida pela carga
puntiforme. Decerto a adigao de uma pequena quanti-
dade de carga ao objeto, de mesmo sinal que a carga
pontual, diminuira a forga de atragao entre os dois cor-
pos mas nao se pode refutar que poderd nao ser o
bastante para causar a repulsdo. A conclusao ébvia é
que poderd haver atracao entre dois corpos com cargas
elétricas de mesmo sinal. Torna-se ainda compreensivel
que a polarizagao é um fenémeno de curto alcance e re-
quer que pelo menos um dos corpos seja extenso, ou
seja, nao puntiforme?” Lembrando que a carga da
particula governada pela EKG esta distribuida por todo
o espago, conforme a Eq. (3), podemos inferir sobre
a polarizacao da carga na regiao de interagao. Com
efeito, o componente vetorial do pogo de potencial faz
com que estados estacionarios com energias negativas
possam ter o sinal de suas densidades de carga altera-
dos. Basta compreender que um estado com energia
um pouquinho maior que —mc? estd na iminéncia de
alterar o sinal de sua densidade de carga na regiao do
potencial quando |Vy| > mec?/g;. Uma densidade de
carga positiva na regiao interna do poco, nao impor-
tando o sinal da densidade de carga na regiao externa,
é uma condicao sine qua non para a existéncia de esta-
dos ligados. Entretanto, torna-se imprescindivel que a
densidade de carga seja tal que a interagao fornega uma
energia contida no conjunto dos valores permitidos para
as energias dos estados ligados. Por que o efeito SSW
nao se manifesta quando g; < 1/27 Bem, o componente
escalar do poco de potential nao acopla com a carga e
nao intervém na densidade de carga. O potencial esca-
lar age indistintamente sobre particulas e antiparticulas
e assim contribui para minimizar a eficicia da pola-
rizagao devida ao potencial vetorial. E este amalgama
de efeitos competitivos que faz com que o efeito SSW
s6 se manifeste para os casos em que o acoplamento
vetorial supera o acoplamento escalar.

5. Conclusao

A mistura arbitraria de acoplamentos vetorial e esca-
lar na EKG unidimensional mostrou-se muito proficua.
Verificamos que o acoplamento escalar nao desempenha
papel explicito na determinagao da velocidade de grupo,
e nem mesmo na determinacao da densidade e da cor-
rente.

A exploragao do potencial quadrado, tanto no caso
de espalhamento quanto no caso de estados ligados, re-

10A interagdio entre uma carga pontual e uma esfera condutora carregada é suscetivel ao tratamento analitico [15], e permite concluir
que: a) para grandes distancias, a for¢a entre os corpos reduz-se aquela expressa pela lei de Coulomb para duas cargas pontuais; b)
para curtas distancias, hé atragdo entre os corpos ainda que a carga da esfera condutora tenha o mesmo sinal que a carga puntiforme.
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velou resultados realmente surpreendentes. Em ambos
0s casos, a intensidade do acoplamento vetorial relativa
a intensidade do acoplamento escalar permitiu discri-
minar trés classes de solugoes.

O espalhamento de particulas em potenciais qua-
drados muito intensos apresentou resultados para-
doxais que foram satisfatoriamente solucionados pela
suposi¢gdo da mediagdo de antiparticulas. A mistura
arbitraria de acoplamentos desvelou a inexeqiiibilidade
do mecanismo da produgao espontanea de pares no caso
em que g; < 1/2; tanto quanto o aumento do limiar da
energia de producao de pares no caso em que g; > 1/2
devido a presenga do acoplamento escalar. Também
foi revelado que, apesar da mediacao de antiparticulas,
somente as particulas sao irradiadas da regiao de in-
teracao.

A investigacao dos estados ligados em pocos de po-
tenciais quadrados revelou o surgimento do efeito SSW
para potenciais intensos e de curto alcance apenas para
as circunstancias em que o acoplamento vetorial ex-
cede o acoplamento escalar. Apresentamos um modelo
classico que torna plausivel o efeito SSW tanto quanto
sua inibicao pelo potencial escalar.

Aos intrépidos leitores, deixamos a tarefa do exame
das conseqiiéncias da mistura de acoplamentos vetorial
e escalar no potencial quadrado para o caso fermionico.
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