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A equação de Klein-Gordon em uma dimensão espacial é investigada com a mais geral estrutura de Lorentz
para os potenciais externos. A análise e o cálculo dos coeficientes de reflexão e transmissão para o espalhamento
de part́ıculas em um potencial quadrado, com uma mistura arbitrária de acoplamentos vetorial e escalar, reve-
lam circunstâncias que conflitam com as previsões da mecânica quântica não-relativ́ıstica. Mostra-se que tais
espalhamentos anômalos são mediados por estados ligados de antipart́ıculas, ainda que as part́ıculas incidentes
tenham baixas energias. A análise dos estados ligados também revela resultados surpreendentes, destacando-se
a inibição do efeito Schiff-Snyder-Weinberg pela presença de um acoplamento escalar.
Palavras-chave: equação de Klein-Gordon, part́ıculas sem spin, paradoxo de Klein, produção de pares, efeito
Schiff-Snyder-Weinberg.

The one-dimensional Klein-Gordon equation is investigated with the most general Lorentz structure for the
external potentials. The analysis and calculation of the reflection and transmission coefficients for the scattering
of particles in a square potential, with an arbitrary mixing of vector and scalar couplings, reveal circumstances
which conflict with the predictions from nonrelativistic quantum mechanics. It is shown that such anomalous
scatterings are mediated by antiparticle bound states, even if the incident particles have low energies. The ana-
lysis of bound states also reveals surprising results, remarkable is the inhibition of the Schiff-Snyder-Weinberg
effect due to the presence of a scalar coupling.
Keywords: Klein-Gordon equation, spinless particles, Klein´s paradox, pair production, Schiff-Snyder-Weinberg
effect.

1. Introdução

O espalhamento de part́ıculas em potenciais quadrados
é um excelente laboratório nos cursos introdutórios da
teoria quântica. Isto acontece não apenas pela simpli-
cidade dos cálculos algébricos envolvendo os potenciais
constantes por partes mas também pela riqueza de con-
ceitos f́ısicos que podem ser depreendidos. Mais ainda,
os potenciais quadrados servem de modelo para uma
diversidade de situações reaĺısticas, tais como o decai-
mento alfa, o diodo túnel e o microscópio de tunela-
mento.

No âmbito da mecânica quântica relativ́ıstica
espera-se que haja pequenas correções aos resultados
obtidos pela equação de Schrödinger no caso de poten-
ciais fracos. No caso de potenciais fortes, espera-se por
resultados peculiares devido às manifestações das anti-
part́ıculas. O espalhamento relativ́ıstico de part́ıculas
por barreiras de potenciais quadradas com acoplamento
puramente vetorial tem sido estudado com a equação de

Dirac [1-4], e também com a equação de Klein-Gordon
(EKG) [1]. Em ambos os casos, observa-se trans-
missão ressonante para barreiras suficientemente altas,
quando então a mecânica quântica não-relativ́ıstica
prevê a supressão exponencial do coeficiente de trans-
missão. Tal transmissão ressonante relat́ıvistica é as-
sociada com o processo de criação de pares part́ıcula-
antipart́ıcula na região de interação. Os estados liga-
dos da equação de KG, porém, diferem radicalmente
daqueles da equação de Dirac. Para poços de po-
tenciais vetoriais estreitos e profundos o bastante, a
equação de KG ostenta o fenômeno conhecido na lite-
ratura como efeito Schiff-Snyder-Weinberg (SSW) [5].
Tal efeito manifesta-se pelo surgimento de estados li-
gados de antipart́ıculas adicionais num potencial que
é atrativo somente para part́ıculas. Para profundida-
des cŕıticas, os ńıveis de energia dos estados ligados de
part́ıculas e antipart́ıculas coalescem e áı se descortina
um novo canal para a produção espontânea de pares
part́ıcula-antipart́ıcula. Popov [6] advogou que o efeito
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SSW é caracteŕıstico de potenciais de curto alcance e
que não deveria ser esperado para potenciais de longo
alcance. Contudo, Klein e Rafelski [7] usaram um su-
posto efeito SSW em um poço coulombiano para es-
pecular sobre a condensação de Bose e a estabilidade
de núcleos com números atômicos extremamente altos
e, de imediato, foram severamente criticados [8]. De
fato, a investigação dos estados ligados da equação de
KG com diferentes formas funcionais para os potenciais
vetoriais confirmam a suposição de Popov [9-12].

Na Ref. [13] analisamos a EKG unidimensional com
interações externas com a mais geral estrutura de Lo-
rentz, i.e., consideramos potenciais com estrutura ve-
torial, com componentes espacial e temporal, acrescido
de uma estrutura escalar.2 Em seguida exploramos as
soluções para o espalhamento de part́ıculas em um po-
tencial degrau com acoplamento geral, por assim di-
zer, com uma mistura arbitrária de acoplamentos ve-
torial e escalar. Verificamos que tal mistura de aco-
plamentos conduz a resultados surpreendentes. Para
além de aumentar o limiar de energia para a produção
espontânea de pares, podendo até mesmo frustrar a
produção ainda que os potenciais sejam extremamente
fortes, a presença de um acoplamento escalar permite
que uma part́ıcula possa ser localizada em uma região
do espaço arbitrariamente pequena sem ameaçar a in-
terpretação de part́ıcula única da EKG. A aparente
violação do prinćıpio da incerteza foi remediada com a
introdução do conceito de comprimento de onda Comp-
ton efetivo.

O propósito do presente trabalho é dar seguimento
ao estudo da EKG unidimensional levado a cabo na
Ref. [13] onde a mistura arbitrária de acoplamentos ve-
torial e escalar mostrou-se prof́ıcua.3 Desta feita anali-
samos os estados estacionários em um potencial qua-
drado. Calculamos os coeficientes de reflexão e trans-
missão e obtemos resultados que contradizem a intuição
baseada na mecânica quântica não-relativ́ıstica, tanto
para uma barreira de potencial quanto para um poço de
potencial, e que só podem ser explicados pela mediação
de antipart́ıculas. A análise do efeito túnel relativ́ıstico
nos conduz à conclusão que o paradoxo de Klein, usual-
mente relacionado com a emissão de antipart́ıculas por
potenciais suficientemente intensos, não é necessaria-
mente relacionado com a irradiação de antipart́ıculas.
Isto dito tendo em vista que, apesar da formação de
estados ligados de antipart́ıculas na região de interação,
induzida pelas part́ıculas incidentes, somente part́ıculas
são, de fato, irradiadas. A investigação dos estados liga-
dos permite-nos concluir sobre a influência de um con-
taminante escalar no efeito SSW. Verifica-se que a pre-
sença de um acoplamento escalar inibe o efeito SSW,

e o torna inviável se o acoplamento escalar exceder o
acoplamento vetorial.

2. Solução da equação de Klein-Gordon
para um potencial quadrado

Na Ref. [13] mostramos que a EKG unidimensional
para uma part́ıcula livre de massa de repouso m, na pre-
sença de potenciais externos independentes do tempo,
admite soluções da forma

Φ(x, t) = φ(x) e−i E
~ t, (1)

onde φ obedece a uma equação similar em forma à
equação de Schrödinger
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A densidade e a corrente correspondentes à solução ex-
pressa pela Eq. (1) tornam-se
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Vamos agora considerar a EKG com os potenciais
externos independentes do tempo na forma de um po-
tencial quadrado. O potencial quadrado é expresso
como

V (x) = V0 [θ (x + a)− θ (x− a)] =





0 para|x| > a

V0 para|x| < a,
(4)

onde a > 0 e θ(x) é a função de Heaviside. V0 > 0
para uma barreira de potencial e V0 < 0 para um poço
de potencial. Os potenciais vetorial e escalar são es-
critos como Vt(x) = gtV (x) e Vs(x) = gsV (x) de tal
forma que as constantes de acoplamento estão sujeitas
ao v́ınculo gt + gs = 1, com gt ≥ 0 e gs ≥ 0.

Para x < −a, a EKG apresenta a solução geral

φ = A+ e+ikx + A− e−ikx, (5)

onde

k =
√

E2 −m2c4

~c
. (6)

Para |E| > mc2, a solução expressa pela Eq. (5) re-
verte-se em uma soma de autofunções do operador mo-
mento e descrevem ondas planas propagando-se em am-
bos os sentidos do eixo X com velocidade de grupo4

2O potencial escalar é acoplado à part́ıcula de acordo com a prescrição m → m+Vs/c2. Este tipo de acoplamento tem sido utilizado
para facultar o confinamento de férmions no modelo de quarks, para dar conta da apropriada intensidade da interação spin-órbita na
descrição da estrutura nuclear, e uma massa efetiva dependente da posição na f́ısica do estado sólido relativ́ıstica.

3Embora apresentem facetas dessemelhantes, os acoplamentos vetorial e escalar são indistingúıveis no limite não-relativ́ıstico da
teoria.

4Veja, e.g., Refs. [1] e [5].
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vg =
1
~

dE

dk
, (7)

igual à velocidade clássica da part́ıcula. Se escolher-
mos part́ıculas incidindo sobre a região de potencial
(E > mc2) teremos que A+ e+ikx descreve part́ıculas
incidentes (vg = c2~k/E > 0), enquanto A− e−ikx des-
creve part́ıculas refletidas (vg = −c2~k/E < 0). Os
papéis das ondas serão invertidos se considerarmos a in-
cidência de antipart́ıculas. Doravante, por motivos de
simplicidade e sem perda de generalidade, considera-
remos apenas a incidência de part́ıculas. A corrente
nesta região do espaço, correspondendo a φ dada pela
Eq. (5), é expressa por

J = Jinc − Jref, (8)

onde
Jinc =

~k
m
|A+|2, Jref =

~k
m
|A−|2. (9)

Observe que a relação J = ρ vg mantém-se tanto para
a onda incidente quanto para a onda refletida pois

ρ± =
E

mc2
|A±|2. (10)

Por outro lado, para x > a as soluções são da forma

φ = C+ e+ikx + C− e−ikx. (11)

Para termos uma onda progressiva se afastando da
região do potencial (propagando-se no sentido positivo
do eixo X com vg = c2~k/E > 0) devemos impor
C− = 0. A densidade e a corrente nesta região do
espaço, correspondendo a φ dada pela Eq. (11) com
C− = 0, são expressas por

ρ =
E

mc2
|C+|2, Jtrans =

~k
m
|C+|2. (12)

Note que essas soluções para |x| > a descrevem esta-
dos de espalhamento com |E| > mc2 e k ∈ R. Posśıveis
estados ligados também poderiam ser descritos pelas
Eqs. (5) e (11) com k = iκ, onde κ =

√
m2c4 − E2/(~c)

com |E| < mc2, e A+ = C− = 0.
Para −a < x < a a solução geral tem a forma

φ = B+ e+iqx + B− e−iqx, (13)

onde

q =

√
(E − gtV0)

2 − (mc2 + gsV0)
2

~c
. (14)

As soluções B± e±iqx com q ∈ R descrevem ondas pla-
nas que se propagam com velocidade de grupo

vg = ± c2~q
E − gtV0

. (15)

com densidades e correntes associadas dadas por

ρ± =
E − gtV0

mc2
|B±|2 e J± =

~q
m
|B±|2. (16)

Na circunstância em que E < gtV0 nos defrontamos
com um caso bizarro, pois as densidades são quanti-
dades negativas. A mantença da relação J = ρ vg

para cada solução particular, contudo, é uma licença
para interpretar B+ e+iqx (B− e−iqx) a descrever a pro-
pagação, no sentido negativo (positivo) do eixo X, de
part́ıculas com carga de sinal contrário ao das part́ıculas
incidentes5. A corrente na região |x| < a, para cargas
positivas tanto como para cargas negativas, pode então
ser escrita como

J =
~q
m

(|B+|2 − |B−|2
)
. (17)

No caso em que q = i|q| não há ondas progressivas na
região do potencial. Contudo há ainda uma corrente
dada por

J =
i~|q|
m

(
B+B∗

− −B∗
+B−

)
. (18)

3. Espalhamento

Vamos considerar a incidência de part́ıculas (E > mc2)
e assim k, definido a Eq. (6), é uma quantidade real.
A discriminação entre q real e q imaginário permite-nos
identificar dois valores cŕıticos para o potencial

V1 = E−mc2 e V2 =
E + mc2

2gt − 1
com gt 6= 1/2 (19)

e o valor de gt nos permite segregar três classes distintas
de soluções de espalhamento:

• Classe A - gt > 1/2. Nesta classe temos que
q ∈ R para V0 < V1 e V0 > V2 (note que
V2 > 0). Ondas não-progressivas, correspondendo
a q = i|q|, ocorrem para uma barreira de potencial
de altura mediana (V1 < V0 < V2). Um cálculo
simples revela que E > gtV0 para V0 < V1. En-
tretanto, E < gtV0 para V0 > V2, a circunstância
em que há a propagação de cargas negativas con-
finadas na região |x| < a.

• Classe B - gt = 1/2. Apenas V1 desempenha pa-
pel na distinção entre valores reais e imaginários
do número de onda q. Aqui q ∈ R somente para
V0 < V1. Há apenas soluções com E > gtV0 e on-
das não-progressivas ocorrem para uma barreira
de potencial tanto ou quanto alta (V0 > V1).

5Isto torna-se posśıvel por causa da dupla possibilidade de sinais para a energia de um estado estacionário. Acontece que B± e±iqx

pode vir a descrever uma onda progressiva com energia negativa e velocidade de fase vf = ∓|E|/(~q). A carência da interpretação
f́ısica deste resultado será suprida numa seção posterior.
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• Classe C - gt < 1/2. Temos que q ∈ R para
V2 < V0 < V1 (note que V2 < 0). Não mais
que soluções com E > gtV0 são permitidas e on-
das evanescentes ocorrem para uma barreira de
potencial suficientemente alta (V0 > V1). O que
causa estranheza é que ondas evanescentes vêm
à tona para um poço de potencial um tanto pro-
fundo (V0 < V2).

Começaremos agora o cálculo de grandezas de suma
importância na descrição do espalhamento, viz., os co-
eficientes de reflexão e transmissão. Não obstante a
descontinuidade do potencial em x = ±a, a autofunção
e sua derivada primeira são funções cont́ınuas.6 A de-
manda por continuidade de φ e dφ/dx fixa todas as
amplitudes em termos da amplitude da onda incidente
A+, viz.

A−
A+

=
i(q2 − k2) sin(2qa) exp(−2ika)

2kq cos(2qa)− i(q2 + k2) sin(2qa)
, (20)

B+

A+
=

k (q + k) exp [−i (q + k) a]
2kq cos(2qa)− i(q2 + k2) sin(2qa)

, (21)

B−
A+

=
k (q − k) exp [+i (q − k) a]

2kq cos(2qa)− i(q2 + k2) sin(2qa)
, (22)

C+

A+
=

2qk exp(−2ika)
2qk cos(2qa)− i(q2 + k2) sin(2qa)

, (23)

onde as identidades matemáticas sin (iθ) = i sinh (θ) e
cos (iθ) =cosh(θ) foram utilizadas para escrever as am-
plitudes relativas para os casos de q real e imaginário
puro numa forma compacta.7

Agora focalizamos nossa atenção na determinação
dos coeficientes de reflexão R e transmissão T . O coefi-
ciente de reflexão (transmissão) é definido como a razão
entre as correntes refletida (transmitida) e incidente.
Haja vista que ∂ρ/∂t = 0 para estados estacionários,
temos que a corrente é independente de x. Usando este
fato obtemos prontamente que

R =
|A−|2
|A+|2 =

{
1 +

[
2qk

(k2 − q2) sin(2qa)

]2
}−1

, (24)

T =
|C+|2
|A+|2 =

{
1 +

[
k2 − q2

2qk
sin(2qa)

]2
}−1

. (25)

Seja lá como for temos que R + T = 1, como deve ser
por causa da conservação da carga.

Ademais, deve ser observado que quando as on-
das progressivas para a direita e para a esquerda na
região do potencial (q ∈ R) interferem de modo a for-
mar uma onda estacionária (i.e., quando 2qa = nπ
com n = 1, 2, 3, . . .), sucede a transmissão ressonante
(T = 1), correspondendo às energias dadas por

En = gtV0 ±
√(

nπ~c
2a

)2

+ (mc2 + gsV0)
2
, (26)

onde o sinal defronte do radical deve ser escolhido de
forma que E > mc2. Note que a ressonância de trans-
missão pode ocorrer tanto para uma barreira de poten-
cial quanto para um poço de potencial.

As Figs. 1, 2 e 3 ilustram o coeficiente de trans-
missão para as três classes de soluções discriminadas an-
teriormente. Em todas as figuras usamos E = 1, 1 mc2

e consideramos a/λ é igual a 1 nas Figs. 1 e 2, e
a/λ = 3 na Fig. 3. Usamos o sistema de unidades
em que ~ = c = m = 1.

Figura 1 - Coeficiente de transmissão vs. intensidade do potencial
para um caso da Classe A.

A Classe A apresenta um comportamento anômalo
para uma barreira de potencial muito alta. Vimos an-
teriormente que para gt > 1/2 e V0 > V2 há ondas pro-
gressivas na região do potencial enquanto a mecânica
quântica não-relativ́ıstica prevê a existência de ondas
evanescentes. De mais a mais, a mecânica quântica
não-relativ́ıstica profetiza que, neste caso de tunela-
mento, o coeficiente de transmissão sofre uma supressão
exponencial à medida que o potencial tende ao infi-
nito, enquanto que nosso resultado prenuncia um coe-
ficiente de transmissão oscilatório que exibe até mesmo
um comportamento ressonante. A Classe B não apre-
senta resultados que contradizem a intuição baseada na

6Esta conclusão, válida para potenciais com descontinuidades finitas, pode ser obtida pela integração da Eq. (2) entre −ε e +ε no
limite ε → 0. Pode-se verificar, pelo mesmo procedimento, que apenas as autofunções são cont́ınuas quando as descontinuidades dos
potenciais são infinitas.

7A transição de q real para q imaginário puro é feita pela prescrição q → i|q|.
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mecânica quântica não-relativ́ıstica. A Classe C, entre-
tanto, exibe um comportamento anômalo para um poço
de potencial com V0 < V2: a supressão exponencial do
coeficiente de transmissão à medida que o poço de po-
tencial torna-se muito profundo.

Figura 2 - Coeficiente de transmissão vs. intensidade do potencial
para um caso da Classe B.

Figura 3 - Coeficiente de transmissão vs. intensidade do potencial
para um caso da Classe C.

Da discussão relacionada com a Classe A, observa-
se que o limiar para a existência de cargas negativas na
região do potencial é dado por V2. Pode-se interpretar
a possibilidade de propagação de cargas negativas na
região da barreira de potencial como sendo devido ao
fato que cada carga negativa tem energia −E e está su-
jeita a um potencial efetivo dado por (gs − gt) V0. Quer
dizer, então, que as ondas progressivas nessa região
de potencial descrevem, de fato, a propagação de an-
tipart́ıculas8. Destarte se gt > 1/2 a antipart́ıcula terá
uma energia dispońıvel (energia de repouso mais ener-
gia cinética) expressa por −E − (1− 2gt)V0, donde se
conclui sobre a energia do limiar para a existência de
cargas negativas (antipart́ıculas) movendo-se na região
do potencial. Nas regiões onde |x| > a com V0 > V2,

tais antipart́ıculas serão descritas por ondas evanescen-
tes pois o potencial efetivo torna-se maior que −E. As
part́ıculas estão sob a influência de um potencial dado
(gs + gt)V0 = V0, e se as part́ıculas estiverem sujei-
tas a uma barreira de potencial então as antipart́ıculas
estarão sujeitas a um poço (barreira) de potencial
se gt > 1/2 (gt < 1/2). É razoável conjecturar que
as part́ıculas incidentes induzem a formação de esta-
dos ligados de antipart́ıculas na região de interação.
Esta idéia é reforçada pela observação que, no caso de
V0 > V2 e gt > 1/2, as antipart́ıculas estão sujeitas
a um poço de potencial efetivo com energia que ex-
cede o mı́nimo do potencial (fundo do poço) e é menor
que o potencial máximo (boca do poço). Mais ainda,
para V0 < V2 e gt > 1/2, a energia da antipart́ıcula
é menor que o valor mı́nimo do potencial efetivo, uma
circunstância bem conhecida em que a autofunção não
satisfaz as condições de contorno apropriadas, ora pois
tal solução não é aceitável.

A situação paradoxal observada no espalhamento
da Classe C, para um poço suficientemente profundo
(V0 < V2 < 0), também pode ser elucidada com a
argumentação delineada no parágrafo anterior. Real-
mente, quando gt < 1/2 e a part́ıcula está sujeita a
um poço de potencial, há um poço de potencial efe-
tivo para a antipart́ıcula com uma energia dispońıvel
dada por −E−(2gt − 1) |V0|. Lá então torna-se posśıvel
a propagação de antipart́ıculas. Há a propagação
promı́scua de cargas positivas (part́ıculas) e negativas
(antipart́ıculas) na região do potencial, com uma densi-
dade de carga resultante positiva quando o poço de po-
tencial torna-se muito profundo e gt < 1/2. Na região
externa do potencial (|x| > a) tais antipart́ıculas serão
descritas por ondas evanescentes já que o potencial efe-
tivo é maior que −E. Aqui, tal como na Classe A, há
formação de estados ligados de antipart́ıculas induzida
pela incidência de part́ıculas.

Em todas as circunstâncias, consideramos a in-
cidência de part́ıculas e obtivemos como resultado a
transmissão de part́ıculas. Em determinadas situações
de potenciais extremamentes intensos, entretanto, che-
gamos ao entendimento que há estados ligados de anti-
part́ıculas na região do potencial. Há uma pergunta que
não pode calar: qual a origem de tais antipart́ıculas?

Para gt > 1/2 e V0 > V2 > 0, os continua
com E > mc2 para as part́ıculas e E < −mc2 para
as antipart́ıculas que existe para |x| > a tornam-se
E > mc2 + V0 para as part́ıculas e E < −mc2 −
(gs − gt)V0 para as antipart́ıculas em |x| < a. Quando
uma part́ıcula incide em x = −a com energia menor que
−mc2− (gs − gt)V0, o componente vetorial da barreira
de potencial estimula a produção de antipart́ıculas. Em
virtude da conservação da carga há, em verdade, a
criação de pares part́ıcula-antipart́ıcula e, como o po-
tencial vetorial em |x| < a é repulsivo para part́ıculas
e atrativo para antipart́ıculas, as part́ıculas serão ne-

8Note que part́ıcula e antipart́ıcula têm massas iguais.
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cessariamente ejetadas da região (para a esquerda) e
as antipart́ıculas serão necessariamente confinadas na
região do potencial. Quando uma antipart́ıcula criada
em x = −a incide em x = +a o componente veto-
rial da barreira de potencial estimula mais uma vez a
produção de pares, agora então, as part́ıculas serão eje-
tadas para a direita da região de interação. Não apenas
a carga é conservada no processo de criação de pares.
Visto que os pares produzidos em x = ±a têm energias
de sinais contrários, conclui-se que a energia também
é uma quantidade conservada no processo de criação
de pares. Apesar da possibilidade da criação de pares
part́ıcula-antipart́ıcula nas interfaces do potencial lo-
calizadas em x = ±a, um fenômeno relacionado com o
paradoxo de Klein, e a propagação de antipart́ıculas na
região |x| < a, a conjuntura não é proṕıcia à emissão
de antipart́ıculas. Podeŕıamos então nos aventurar a
afirmar que o paradoxo de Klein é inerente às equações
relativ́ısticas e não é necessariamente relacionado com
a irradiação de antipart́ıculas, como é propalado na li-
teratura. Torna-se evidente que o acoplamento esca-
lar resulta no aumento da energia mı́nima necessária
para a criação de pares part́ıcula-antipart́ıcula. O va-
lor mı́nimo do limiar (V0 = 2mc2) ocorre quando o
acoplamento é puramente vetorial (gt = 1). A adição
de um contaminante escalar contribui para aumentar
o valor do limiar, o qual, surpreendentemente, torna-se
infinito já para uma mistura meio a meio de acoplamen-
tos. Deste modo, a produção de pares não é fact́ıvel
se o acoplamento vetorial não exceder o acoplamento
escalar, ainda que a barreira de potencial V0 seja extre-
mamente alta.

Para gt < 1/2 e V0 < V2 < 0, porém, os continua
com E > mc2 para as part́ıculas e E < −mc2 para as
antipart́ıculas que existe para |x| > a tornam-se E >
mc2−|V0| para as part́ıculas e E < −mc2+(gs − gt) |V0|
para as antipart́ıculas em |x| < a. Neste caso, quando
a part́ıcula incidente tem energia menor que −mc2 +
(gs − gt) |V0| part́ıculas e antipart́ıculas propagam-se
efetivamente num poço de potencial. Convém lembrar
que as antipart́ıculas não têm chance de se propagar
para as regiões externas do poço de potencial, e assim
sendo, tal como no caso com gt > 1/2, estão confinadas
à região |x| < a. É meritória a constatação que anti-
part́ıculas, diferentemente do caso com gt > 1/2, não
são produzidas nas interfaces do potencial, em outras
palavras, o paradoxo de Klein não faz parte do cenário.

É interessante observar que, quer na Classe A quer
na Classe C, os estados ligados de antipart́ıculas na
região de interação ocorrem até mesmo quando as
part́ıculas incidentes se movem com baixas velocidades.

A ausência de conflitos na Classe B, quando os re-
sultados são comparados com aqueles previstos pela
mecânica quântica não-relativ́ıstica, é facilmente expli-
cada pela constatação que, enquanto o continuum das
part́ıculas em |x| > a (E > mc2) torna-se E > mc2+V0

em |x| < a, o continuum das antipart́ıculas é insenśıvel

à ação da interação.

4. Estados ligados

O formalismo desenvolvido na Seção 3 também per-
mite a análise de estados ligados. Conforme já foi
mencionado, tais posśıveis estados ligados teriam ener-
gias no intervalo −mc2 < E < mc2. As soluções para
os estados ligados também podem ser segregadas em
três classes, segundo o valor de gt. Neste contexto,
os potenciais cŕıticos dados por (19) sofrem alterações
de módulo e sinal devido à mudança de E > mc2

para −mc2 < E < mc2. Temos assim que −2mc2 <
V1 < 0, 0 < V2 < 2mc2/ (2gt − 1) para gt > 1/2 e
−2mc2/ (1− 2gt) < V2 < 0 para gt < 1/2. Logo a
seguir exploramos algumas propriedades das classes de
soluções:

• Classe A - gt > 1/2. Esta classe permite esta-
dos ligados tanto para um poço de potencial com
V0 < V1, quanto para uma barreira de poten-
cial com V0 > V2. O desconforto neste último
caso é aliviado pela percepção que a barreira de
potencial é capaz de ligar antipart́ıculas. Note
que quando o poço é extremamente raso, somente
estados com E ≈ mc2 aparecem no espectro,
pois V1 → 0 quando E → mc2. Por outro
lado, quando a barreira é extremamente baixa,
somente estados com E ≈ −mc2 lá surgem, pois
V2 → 0 quando E → −mc2. Ou seja, quando
o potencial é fraco, estados do continuum de
part́ıculas (antipart́ıculas) tornam-se membros do
espectro de estados ligados de part́ıculas (anti-
part́ıculas) no caso de um poço (barreira) de po-
tencial. Note ainda que V1 → −2mc2 quando
E → −mc2, e V2 → 2mc2/ (2gt − 1) quando
E → mc2, o que significa que poderiam apare-
cer energias próximas de −mc2 no espectro de
part́ıculas, tanto como energias próximas de mc2

no espectro de antipart́ıculas, para potenciais um
tanto intensos. É instrutivo lembrar que no caso
em que gt = 1, o caso de um potencial vetorial
puro, o espectro deve exibir a simetria E → −E
sob a transformação V0 → −V0.

• Classe B - gt = 1/2. Nesta classe, somente um
poço de potencial permite estados ligados, pois
V0 < V1. Haja vista que, tal como na classe A,
V1 → 0 quando E → mc2 e V1 → −2mc2 quando
E → −mc2 podemos concluir que este poço de
potencial liga somente part́ıculas e que energias
próximas de −mc2 são toleradas para um poço
suficientemente profundo.

• Classe C - gt < 1/2. Aqui temos que V2 < V0 <
V1 para E > Ec e V1 < V0 < V2 para E < Ec,
onde Ec = −mc2gt/(1− gt). Temos que E ≈ mc2

para os estados de part́ıculas, e E ≈ −mc2 para



Estados estacionários de part́ıculas sem spin em potenciais quadrados 2306-7

os estados de antipart́ıculas, quando V0 está na
vizinhança de seus valores extremos. Os estados
de part́ıculas só são consentidos se o poço não ex-
ceder a profundidade −2mc2/ (1− 2gt), enquanto
a profundidade máxima igual a −2mc2 deve ser
observada pelos estados de antipart́ıculas. As
energias dos estados de antipart́ıculas são sem-
pre negativas. No entanto, os estados ligados
de part́ıculas podem ter energias negativas se
−mc2/ (1− 2gt) < V0 < −mc2. Em quais-
quer circunstâncias, os ńıveis de energias de
part́ıculas e antipart́ıculas nunca se interceptam.
Nesta classe, convém lembrar, o espectro deve ser
simétrico em torno de E = 0 no caso de um po-
tencial escalar puro (gt = 0), quando então a pro-
fundidade do poço, naturalmente, não deve ul-
trapassar −2mc2 e energias nulas não são per-
mitidas. Mais ainda, há também uma simetria
do espectro em torno de V0 = −mc2, no caso de
gt = 0.

A prescrição k → iκ, onde

κ =
√

m2c4 − E2

~c
, (27)

com |E| < mc2, transforma as soluções (5) e (11) em

φ =





A+ e−κx + A− e+κx

C+ e−κx + C− e+κx

para x < −a

para x > +a.
(28)

Devemos impor que A+ = C− = 0 para que as den-
sidades de carga, expressas pela Eq. (3), sejam fi-
nitas em x = ±∞ . Ora, tem que ser assim, pois∫ +∞
−∞ dx |φ|2 < ∞. Enquanto isso, a solução na região

do potencial continua a ser expressa pela Eq. (13) com
q dado pela Eq. (14). Sendo o potencial da Eq. (4)
invariante sob inversão espacial (x → −x), podemos
escolher autofunções com paridades definidas, viz.

φ(x) =





Ae+κx

B cos (qx)

Ae−κx

para x < −a

para |x| < a

para x > +a,

(29)

para φ(−x) = +φ(x), e

φ(x) =





−A e+κx

B sin (qx)

Ae−κx

para x < −a

para |x| < a

para x > +a,

(30)

para φ(−x) = −φ(x). Aqui, mais uma vez usamos
as identidades trigonométricas sin (iθ) = i sinh (θ) e
cos (iθ) = cosh(θ) para escrever φ (x) numa forma com-
pacta, seja q uma quantidade real, seja q uma quan-
tidade imaginária. A continuidade de φ e dφ/dx em
x = +a, ou equivalentemente em x = −a, fornece as
condições de quantização9

κ

q
=





tan (qa)

− cot (qa)

para φ(−x) = +φ(x)

para φ(−x) = −φ(x).
(31)

As equações acima são equações reais, seja q real ou
imaginário puro. Entretanto, as condições de quan-
tização para q imaginário, viz.

− κ

|q| =





tanh (|q|a)

coth (|q|a)

para φ(−x) = +φ(x)

para φ(−x) = −φ(x),
(32)

não fornecem soluções porque o membro esquerdo da
Eq. (32) é negativo e os membros direitos são positi-
vos. Em outras palavras, as posśıveis soluções para os
estados ligados têm que ter um número de onda real na
região do potencial.

Neste caso de q ∈ R, é de utilidade definir a variável

z0 como z0 =
√

z2 + (κa)2, onde z = qa. Por conse-
guinte, podemos reescrever as condições de quantização
como

√(z0

z

)2

− 1 =





tan (z)

− cot (z)

para φ(−x) = +φ(x)

para φ(−x) = −φ(x).
(33)

Note que z < z0 por definição, e que z ' z0 quando
|E| ' mc2 e nos casos em que q À 1/λ. A natu-
reza do espectro resultante das soluções destas equações
transcendentais podem ser visualizadas na Fig. 4, onde
constam esboços dos membros direito e esquerdo da
Eq. (33). As abscissas das interseções de tan (z) e

− cot (z) com
√

(z0/z)2 − 1 fornecem as soluções dese-
jadas. O uso das Eqs. (14) e (27) permite-nos escrever

z0 =
a

~c

√
(2gt − 1) V 2

0 − 2V0 [(E −mc2) gt + mc2],

(34)
e dáı vemos que z0 cresce linearmente com o aumento
da largura da região de interação.

9Fortuitamente, as condições de quantização também poderiam ser obtidas por meio da identificação dos pólos da amplitude de
transmissão. Para esta finalidade os valores f́ısicos do número de onda k, definidos no eixo real, são estendidos para o plano complexo.
Com efeito, o denominador da Eq. (23), com a prescrição k → iκ, é nulo sempre que cot(2qa) = (q2−κ2)/(2qκ). Com a intervenção da

identidade cot(θ) = − tan(θ/2)±
p

1 + cot2(θ), podemos reescrever a localização dos pólos por tan(qa) = [±(κ2 + q2) + κ2 − q2]/(2qκ),
expressão que reduz-se à primeira (segunda) linha da Eq. (31) acaso o sinal é positivo (negativo).
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Figura 4 - Soluções das condições de quantização expressas por
(33) para um valor representativo de z0. A linha cont́ınua repre-

senta a função
q

(z0/z)2 − 1, a linha tracejada tan (z) e a linha

ponto-tracejada − cot (z).

Figura 5 - Nı́veis de energia em função de V0 para um poço de
potencial com gt = 1 e a = λ/2.

Para q À 1/λ, o que significa a ¿ z0λ e z0 ' z,
o que acontece somente para gt ≥ 1/2 e |V0| > 2mc2,
poderá não haver soluções de estados ligados e em algu-
mas circunstâncias a única solução corresponde a uma
autofunção de paridade par.

Para q ¿ 1/λ, o que significa a & z0λ e z0 À z,
fica claro que há uma seqüência finita de estados liga-
dos com paridades alternadas. O número de soluções
cresce com o aumento de z0 e há pelo menos uma
solução com autofunção de paridade par no espectro,
não importa o quão pequeno seja z0. Para dizer a
verdade, z0 como função de |V0| é monotonicamente
crescente se gt ≥ 1/2, significando que o número de
estados ligados cresce com o aumento de |V0|. Para
gt < 1/2, porém, z0 é crescente somente nos intervalos:
−2mc2/ (1− 2gt) < V0 < −mc2/ (1− 2gt) para E > 0,
e −2mc2 < V0 < −mc2 para E < 0. A Fig. 4 ainda
permite-nos concluir que para grandes valores de z0 e
para os valores mais baixos de z, as soluções da Eq. (33)

são expressas por zn = nπ/2, onde n = 1, 2, 3, . . ., com
n ı́mpar (par) correspondendo às soluções com auto-
funções pares (́ımpares). Curiosamente, a forma des-
tas soluções assintóticas para as energias corresponde
justamente à condição de transmissão ressonante ex-
pressa pela Eq. (26), sendo que agora o sinal defronte
do radical deve ser escolhido de modo que |E| < mc2.

As Figs. 5 a 9 ilustram os resultados do cálculo nu-
mérico das soluções da Eq. (33) com V0 < 0 e para os
menores valores de z0, com gt = 1, 3/4, 1/2, 1/4 e 0,
respectivamente. Consideramos a/λ = 1/2 nas Figs. 5
e 6, e a/λ = 5 nas Figs. 7 a 9. Tal como no caso de
espalhamento, usamos o sistema de unidades em que
~ = c = m = 1.

Figura 6 - Nı́veis de energia em função de V0 para um poço de
potencial com gt = 3/4 e a = λ/2.

Figura 7 - Nı́veis de energia em função de V0 para um poço de
potencial com gt = 1/2 e a = 5λ.

A Classe A exibe o efeito SSW para um poço su-
ficientemente estreito e profundo ainda que haja um
acoplamento escalar contaminante. Para poços largos,
o comportamento do espectro não difere daquele re-
sultante da equação de Dirac, quando então os ńıveis
de energias correspondentes às part́ıculas mergulham
no continuum correspondente às antipart́ıculas. Seja o
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poço estreito ou largo, o paradoxo de Klein é parte in-
tegrante do cenário de potenciais muito fortes. Para a
Classe B só há estados ligados de part́ıculas e seus ńıveis
de energia tendem assintoticamente para o continuum
inferior à medida que o poço de potencial se aprofunda,
implicando assim na ausência do paradoxo de Klein.
Na Classe C, os estados ligados de antipart́ıculas vol-
tam a fazer parte do espectro ainda que o poço seja
pouco profundo. Entretanto, os ńıveis de energia dos
estados ligados de part́ıculas e antipart́ıculas nunca se
encontram, acenando para a completa ausência do pa-
radoxo de Klein. De qualquer jeito, quer os ńıveis de
part́ıculas, quer os ńıveis de antipart́ıculas, mergulham
em seus próprios continua à medida que o poço se torna
muito profundo. Há de se notar também um fato ex-
cepcional na Classe C: uma profundidade limite para o
poço além da qual não há energias permitidas para os
estados ligados, quando então, todos os ńıveis de ener-
gia já mergulharam em seus respectivos continua.

Figura 8 - Nı́veis de energia em função de V0 para um poço de
potencial com gt = 1/4 e a = 5λ.

Figura 9 - Nı́veis de energia em função de V0 para um poço de
potencial com gt = 0 e a = 5λ.

O efeito SSW tem sido interpretado como sendo
devido à polarização da densidade de carga da anti-
part́ıcula pelo potencial de interação [7]. Esta inter-
pretação torna-se razoável com um exemplo simples
da teoria eletromagnética clássica. É sabido que uma
carga pontual pode atrair um objeto neutro em sua vi-
zinhança por causa da polarização induzida pela carga
puntiforme. Decerto a adição de uma pequena quanti-
dade de carga ao objeto, de mesmo sinal que a carga
pontual, diminuirá a força de atração entre os dois cor-
pos mas não se pode refutar que poderá não ser o
bastante para causar a repulsão. A conclusão óbvia é
que poderá haver atração entre dois corpos com cargas
elétricas de mesmo sinal. Torna-se ainda compreenśıvel
que a polarização é um fenômeno de curto alcance e re-
quer que pelo menos um dos corpos seja extenso, ou
seja, não puntiforme.10 Lembrando que a carga da
part́ıcula governada pela EKG está distribúıda por todo
o espaço, conforme a Eq. (3), podemos inferir sobre
a polarização da carga na região de interação. Com
efeito, o componente vetorial do poço de potencial faz
com que estados estacionários com energias negativas
possam ter o sinal de suas densidades de carga altera-
dos. Basta compreender que um estado com energia
um pouquinho maior que −mc2 está na iminência de
alterar o sinal de sua densidade de carga na região do
potencial quando |V0| > mc2/gt. Uma densidade de
carga positiva na região interna do poço, não impor-
tando o sinal da densidade de carga na região externa,
é uma condição sine qua non para a existência de esta-
dos ligados. Entretanto, torna-se imprescind́ıvel que a
densidade de carga seja tal que a interação forneça uma
energia contida no conjunto dos valores permitidos para
as energias dos estados ligados. Por que o efeito SSW
não se manifesta quando gt ≤ 1/2? Bem, o componente
escalar do poço de potential não acopla com a carga e
não intervém na densidade de carga. O potencial esca-
lar age indistintamente sobre part́ıculas e antipart́ıculas
e assim contribui para minimizar a eficácia da pola-
rização devida ao potencial vetorial. É este amálgama
de efeitos competitivos que faz com que o efeito SSW
só se manifeste para os casos em que o acoplamento
vetorial supera o acoplamento escalar.

5. Conclusão

A mistura arbitrária de acoplamentos vetorial e esca-
lar na EKG unidimensional mostrou-se muito prof́ıcua.
Verificamos que o acoplamento escalar não desempenha
papel expĺıcito na determinação da velocidade de grupo,
e nem mesmo na determinação da densidade e da cor-
rente.

A exploração do potencial quadrado, tanto no caso
de espalhamento quanto no caso de estados ligados, re-

10A interação entre uma carga pontual e uma esfera condutora carregada é suscet́ıvel ao tratamento anaĺıtico [15], e permite concluir
que: a) para grandes distâncias, a força entre os corpos reduz-se àquela expressa pela lei de Coulomb para duas cargas pontuais; b)
para curtas distâncias, há atração entre os corpos ainda que a carga da esfera condutora tenha o mesmo sinal que a carga puntiforme.
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velou resultados realmente surpreendentes. Em ambos
os casos, a intensidade do acoplamento vetorial relativa
à intensidade do acoplamento escalar permitiu discri-
minar três classes de soluções.

O espalhamento de part́ıculas em potenciais qua-
drados muito intensos apresentou resultados para-
doxais que foram satisfatoriamente solucionados pela
suposição da mediação de antipart́ıculas. A mistura
arbitrária de acoplamentos desvelou a inexeqüibilidade
do mecanismo da produção espontânea de pares no caso
em que gt ≤ 1/2, tanto quanto o aumento do limiar da
energia de produção de pares no caso em que gt > 1/2
devido à presença do acoplamento escalar. Também
foi revelado que, apesar da mediação de antipart́ıculas,
somente as part́ıculas são irradiadas da região de in-
teração.

A investigação dos estados ligados em poços de po-
tenciais quadrados revelou o surgimento do efeito SSW
para potenciais intensos e de curto alcance apenas para
as circunstâncias em que o acoplamento vetorial ex-
cede o acoplamento escalar. Apresentamos um modelo
clássico que torna plauśıvel o efeito SSW tanto quanto
sua inibição pelo potencial escalar.

Aos intrépidos leitores, deixamos a tarefa do exame
das conseqüências da mistura de acoplamentos vetorial
e escalar no potencial quadrado para o caso fermiônico.
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