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A equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff: deducao a
partir dos trabalhos originais e a primeira determinacao da
massa maxima de estrelas de néutrons
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A existéncia de estrelas de néutrons foi conjecturada pouco tempo apds a descoberta dessas particulas, e logo
tornou-se claro que a fisica newtoniana era inadequada para se estudar tais estrelas. O problema foi inicialmente
abordado por Richard C. Tolman, cujos resultados foram utilizados por J. Robert Oppenheimer e George M.
Volkoff para a deducdo do que se conhece como equagao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV). Esta representa
o equilibrio hidrostatico de uma esfera de fluido perfeito no regime relativistico e, ao ser combinada a uma equagao
de estado apropriada, produz um modelo matematico para estrelas de néutrons. Este artigo apresenta a deducgéo
da equagdo TOV de forma detalhada e didatica, desde a resolucdo das equagdes de Einstein da relatividade
geral (RG) até a aplicacdo ao caso em que a estrela é composta por um gés de Fermi de néutrons degenerados,
deduzindo-se dai que hd uma massa maxima possivel para tais objetos. Embora atualmente se saiba que o modelo
de gas de Fermi seja por si s6 inadequado nessa situacdo, a analise é interessante do ponto de vista historico e
didatico, pois consiste em um exemplo relativamente simples de aplicacdo de uma equagao de estado aos calculos
da estrutura de estrelas de néutrons.

Palavras-chave: Relatividade Geral, Estrelas de Néutrons, Equagdo TOV.

The existence of neutron stars was suggested soon after the discovery of such particles, and it soon became clear
that Newtonian physics was innapropriate to study such stars. The problem was initially addressed by Richard
C. Tolman, whose results were used by J. Robert Oppenheimer and George M. Volkoff for the deduction of what
is known as Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) equation. This equation represents the hydrostatic equilibrium
of a sphere of perfect fluid in the relativistic regime and, when combined with a suitable equation of state, yields
a mathematical model for neutron stars. This paper presents the deduction of the TOV equation in a detailed
and didactic way, since the treatment of Einstein’s equations of general relativity (GR) until the application to
the case where the star is made up of a Fermi gas of degenerate neutrons, whence we can deduce that there is a
maximum mass possible for such objects. Although today we know that the Fermi gas model is by itself unsuitable
in this case, the analysis is interesting from the historic and didactic viewpoint, once it consists in a fairly simple
example of application of an equation of state to the calculations of the structure of neutron stars.
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1. Introducgao

Logo apdés a descoberta do néutron em 1932, Walter Ba-
ade e Fritz Zwicky (respectivamente um astrénomo ale-
mao e um astrofisico suigo) conjecturaram a existéncia
de estrelas formadas por tais particulas. Eles chegaram
mesmo a supor de forma correta que supernovas (termo
este, alids, cunhado por esses préprios pesquisadores)
representam eventos associados a criacao de estrelas de
néutrons [11 [2].

Por outro lado, diferentemente do que ocorre com
as estrelas formadas por matéria atémica ordinaria, a
fisica newtoniana é inadequada para a construgdao de um
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modelo matematico que represente a estrutura das es-
trelas de néutrons. Isso fica evidente quando analisamos
suas caracteristicas fisicas: tais objetos possuem massas
e raios de ~ 1 Mg e ~ 10km [I, e portanto velocidades
de escape da ordem de 0, 5¢, em que c é a velocidade da
luz no vacuo. Em outras palavras, o regime newtoniano é
valido apenas quando GM/Rc? < 1, em que M e R sdo
a massa e o raio do objeto esférico em questao; caso essa
condigdo ndo seja satisfeita, o uso da RG é necessdrio [3].

Esse problema, ou seja, o estudo de uma distribuigdo
estatica e esférica de matéria no regime relativistico, foi
abordado por Richard C. Tolman [4]. O autor obteve
expressoes analiticas relacionando as propriedades geo-
métricas da configuracdo a grandezas fisicas tais como
a pressao e a densidade de um fluido perfeito. Esse
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trabalho foi entao utilizado por J. Robert Oppenheimer
e George M. Volkoff, os quais deduziram uma equagao
de equilibrio hidrostatico para a referida distribuicao de
matéria [5]. Tal resultado passou a ser conhecido como
equacao TOV, embora alguns textos se refiram a ela
como equacao de Oppenheimer-Volkoff.

Na tentativa de criar um modelo que representasse
uma estrela de néutrons, Oppenheimer e Volkoff resol-
veram a equacao TOV usando a equagdo de estado de
um gas de Fermi composto por néutrons degenerados
e deduziram que esses objetos deveriam ter massas de
no maximo ~ 0.7 Mg, sendo tal quantidade conhecida
atualmente como limite TOV. No entanto, hoje sabemos
que esse valor estd incorreto, pois a equagao de estado
utilizada nao é por si sé adequada ao caso em questao,
em que a influéncia da forga nuclear forte (a qual é re-
pulsiva abaixo de determinada escala de comprimento) é
determinante. De fato, estimativas recentes indicam que
estrelas de néutrons possuem massas entre ~ 1.17 Mg
[6] e = 2.16 Mg [7].

Embora haja outros artigos abordando a equagao e o
limite TOV do ponto de vista didatico, como por exem-
plo [8, 9], a discussdo apresentada aqui é interessante
pois aborda de forma detalhada os calculos desde a apli-
cagao do formalismo da RG a uma distribuigao estatica
e esférica de fluido, seguindo os trabalhos originais [4] [5];
além disso, por questoes didaticas e histéricas, analisa-
mos analitica e numericamente a solugdo da equagdo
TOV para o caso um gés de néutrons degenerados [5]
e demonstramos como o valor de = 0.7Mg foi obtido
por Oppenheimer e Volkoff.

As dedugoes especificadas acima sao apresentadas
na seguinte forma: na Secdo [2] o tensor de Einstein
é calculado para uma métrica estatica esfericamente
simétrica; na Segdo [3] o tensor energia-momento de um
fluido perfeito é combinado com os resultados da Se¢ao[2]
sendo obtidas as equagoes da RG para a configuracao da
matéria em questdo. A equacdo TOV em si é deduzida
na Segao [4 enquanto sua aplicagao & equagao de estado
mencionada anteriormente é descrita na Segdo [} Por
fim, a Secdo [0] traz a conclusdo e os comentérios finais.

2. A Meétrica Utilizada e o Calculo do
Tensor de Einstein

De acordo com [10], a métrica esfericamente simétrica e
estatica mais geral possivel pode ser escrita em coorde-
nadas esféricas como

ds®> = el 2dt* — e9dr® — 1r2df? — r? sen?0d¢?*, (1)
em que f e g sdo fungbes apenas da coordenada ra-

dial 7. Agora, como o elemento de linha é dado porl]
ds? = guvdztdx”, o tensor métrico g,, correspondente

I Usamos a convengio do somatério de Einstein neste artigo.
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a Eq. assume a forma

ef 0 0 0
—e9 0 0
[gltu} - 0 0 _7.2 0 ) (2)
0 0 0 —r2sen?d

fazendo (20,2, 22,23) = (ct, 7,0, ). Além disso, como
a matriz representada na Eq. é diagonal, as compo-
nentes contravariantes dessa métrica sdo dadas simples-
mente por g" = (g,,,) L.

A partir da Eq. determinamos as conexoes métri-
cas I | as quais sdo calculadas em funcio de Guv POT

p
meio da relacdo [11]

1 dg dg dg
I — 2 pv pp  9Y9uv 3
w9 oxt  Ox¥ oxr |’ (3)
fornecendo
1df 1 ndf
1181:1“1)0:5%7 Ftl)o=§€(f g)%’
]. dg 1 _
F%l =570 [ =—re g,
2 dr (4)
I, = —rsen?@e™, T'3; = —senfcosd,

[9y =T§, =cotf, T7,=T3 =Tj;="I3 =~
como Unicas conexoes nao nulas.

Com as quantidades dadas pelas Egs. podemos
calcular o tensor de Riemann, o tensor de Ricci e o
escalar de curvatura respectivamente como [I1] (veja o
Apéndice [A] para comentérios sobre as convengoes de
sinal utilizadas)

ors - or
A _ N2 Hp A 1o N ald
R = oxP  OxV + 15,0 = 15 s ()
R[U/ = RAM)\w (6)
R=g""R,,; (7)

assim, a partir das Eqs. e deduzimos diretamente
que as unicas componentes diferentes de zero do tensor
de Riemann sao

R, = L&f ldidg 1 (df)
2dr?  4drdr 4 \dr
R%05 = *g 793*{3
Rp3 =—=¢79 SGDZG%, (8)
Ry = ; 795*?
Ry =—e¥ sen%%,

R%,, = sen?0(1 —e™9).
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Por sua vez, o tensor de Ricci é calculado substituindo-se
as Egs. na Eq. @, fornecendo

1 2f 1 /df\> 1ldfdg 2df
— 9| 2L () A 2
Foo 2°¢ [dﬂ *y <dr> sdrdr | rdr|’

1| @f 1/df\*> 1dfdg 2dg
&“_2%m3_2ah)+2mdf+mﬁ’
_Te|d9 _d|_
Rz 2°¢ [dr dr +5
— 2 T g @_ﬁ_fg
R33 = sen 9{26 [dr e e 941

(9)

como unicas componentes ndo nulas. Note que usamos
RAWV = g”‘gwR“Mp para permutar A com g e p com
v no tensor de Riemann quando necessario.

Finalmente, determinamos o escalar de curvatura
substituindo as Egs. @[) na Eq. @ e usando as com-
ponentes contravariantes da métrica, tal que

@ f 1 /df\? 1dfdg
—e9 |2 4 2 _ -4
R=e [dr2 Jr2< > *

dr 2 dr dr
(10)
2 (df dg 2 2
+r(dr_dr)+r2] =
2.1. Célculo do tensor de Einstein
O tensor de Einstein ¢é definido por [I1]
1
Guu = R;w - §guuR7 (11)

de forma que podemos imediatamente calculd-lo em
funcdo de f e g com auxilio dos resultados anteriores.

Assim, substituindo as Egs. , @D e na Eq. ,

obtemos

. (1ldg 1 1

— of g =22 _ = _
Goo = [e (rdr 7‘2)—’—7"2} ’

1df 1 1

R N B A B
Gu=e {e <T dr + 7’2) 7‘2:| ’

r2 d2f  1dfdg 1 [df\> (12)
— 9| <L -7 — ==
Gz 2 ler 2dr dr T3 (dr) T

1 /df dg
+r (dr B dr)] ’
G33 = sen29 G227

sendo nulas as demais componentes.

3. As Equacgoes de Einstein e o Tensor
Energia-Momento

De acordo com as convengoes de sinal adotadas (veja
Apéndice , as equagoes de Einstein da RG podem ser
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escritas como [I1] [12]

381G
Gm/ = CTT;UM (13)

em que G, é dado pela Eq. , G é a constante

gravitacional e T}, é o tensor energia-momento, o qual
definiremos e calcularemos a seguir.

3.1. O tensor energia-momento

Em [4] o autor obteve seus resultados tratando a matéria
como um fluido perfeito. Nesse caso e supondo que o
fluido esteja em equilibrio termodinamico, 1}, é escrito
na forma [13]

B P dz® dz”
TPW = (p+ ?) Jua guﬂ?? —DP Guv, (14)

em que p ¢é a densidade prépria, ou seja, aquela medida
em um referencial comovel ao fluido; além disso, p é a
pressao, 7 é o tempo proprio e dz®/dr é a quadriveloci-
dade de cada ponto do fluido.

A definigao de dr conduz a d?s = c¢?d?*7 [11], de forma
que podemos escrever

1 1
dr = —ds — dt = —/ g dxtdz” —
c c

1 dzt dxv
dr = =/ g4, —— ——dt. 15
TN I T e (15)

Como estamos lidando com uma configuracéo estatica,
as componentes espaciais das velocidades dz/dt na
Eq. sdo nulas, de forma que se fizermos dz® = cdt,
ficaremos simplesmente com

dr = v/ 4900 dt. (16)

Finalmente, a substitui¢ao das Eqs. e na Eq.

fornece

Too = e/ pc?,
Ty, = e p,

) (17)
T =17 p,

T33 = 7“2p sen?6 = sen?6 Too,
sendo nulas as demais componentes. Note que até o

momento a Unica condi¢do imposta as quantidades p e
p é que estas sejam funcgoes apenas de 7.

3.2. O calculo das equagdes de Einstein

Os lados direito e esquerdo da Eq. sao dados pelas
Eqgs. e (L7), de forma que ficamos com o seguinte
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sistema de equagoes em f, g, p e p:

_.(1d 1 1 8rG
e g<g_>+2zc2p (N:V:O)7 (18)

r

e—g(ldfﬁ)—;:%ap (h=v=1), (19)

rdr r? ct

2 |dr2  2drdr 2 \dr

+1 (?;fzi)] ZSZGP (n=v=2). (20)

[d?f_ldfdu 1 (df)+

T c
A equacgdo para p = v = 3 nao foi mostrada pois esta,
como o leitor pode constatar facilmente ao verificar as

componentes Gsz e T33 nas Eqgs. (12) e , é idéntica
a expressao que corresponde a = v = 2.

4. Deducgao da Equagao TOV

Seguindo [5], a equagdo TOV é deduzida a partir do
sistema dado pelas Eqgs. 7. As duas primeiras
expressoes parecem simples, contendo apenas derivadas
ordinarias de primeira ordem em r das funcbes f e g;
note também que elas tém formas semelhantes entre si.
Por outro lado, a Eq. é de segunda ordem em 7,
além de ser nao linear.

Felizmente esta tultima expressao pode ser simplifi-
cada, e isso é obtido da seguinte forma [I0]: note em
primeiro lugar que as Egs. e tém lados direitos
idénticos, de forma que podemos iguala-las. Disso resulta
imediatamente

2 2
e 9 lﬁflﬁdﬁ+l ﬁ +
2dr?2  4drdr 4 \dr
1 /df dg 1 1
Cor (dr + dr) B 7’2:| + r2 =0

podendo ser escrita de forma um pouco diferente como

e 9 |:_1dfdg_1(df_|_dg)+1d2f_ 1:|

(21)

2drdr 2r \dr dr 2dr2 12
2
L[ a1y
72 ddrdr 4 \dr
(22)

Por outro lado, derivando a Eq. em relacdo a r e
multiplicando ambos os lados por 7/2, obtemos

G dp [ Lddg 1 (4 dg)
ct Tdrie 2drdr 2r \dr dr
(23)
1d?f 1 1
2dr?2 2 r2’

a qual é idéntica ao lado esquerdo da Eq. . Assim

podemos escrever
47G dp L _,(df dg\df
—— = =+ =] = 24
<dr + dr /) dr (24)

ct odr _Ee
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O lado direito da Eq. pode ser ainda simplificado,
uma vez que, a partir das Egs. e , dedu-
zimos imediatamente que (e~9/r)(df/dr + dg/dr) =
(87G/c*)(p + ¢2p). Com isso temos finalmente

dp __(p+cp)df (25)
dr 2 dr’

E importante ter em mente que a Eq. () nao
representa uma equagao de estado. Pelo contrario: para
determinarmos a configuragdo da matéria em equilibrio,
precisamos definir uma equagao de estado p = p(p) a ser
usada em conjunto com as Egs. , e , como
discutido em [5].

Agora, seguindo [5], definamos uma nova variavel u na
forma

u= %r(l —e9), (26)

tal que e79 = 1—2u/r. Com auxilio das Egs. e ,
podemos eliminar e~ 9 e df /dr na Eq. para obtermos

d 1 2p ((4nGr3
p——p+6p( W4r P+u>. (27)

dr rr—2u c

A Eq. ja representa a equacdo procurada na forma
como é apresentada em [5], porém com a diferenca
de que aqui ndo estamos fazendo G = ¢ = 1. Além
disso, é interessante escrever a Eq. explicitamente
em funcdo da massa total da matéria no interior da
regido esférica de raio r. Primeiramente, rearranjemos

a Eq. como

1d 1 1 81G
_ -9\ _ _ ,—9 =" 5 28
rdr (™) 2 + r2 2 P (28)

a seguir, usando a Eq. (26) para substituir e™9 na
Eq. (28]), chegamos a
du 4rG
— = . 29
dr z T (29)

Escrevendo as varidveis r e u como 7’ e v’ e integrando
a Eq. (29) no intervalo r’ € [0, 7], obtemos

w(r) G r
/ du' = — {4%/ p[r’}er’} — (30)
u(0) c 0

u(r) = 2™ (31)

em que m é a massa total na regiao 0 < 7’ < r. Note
que fizemos 4(0) = 0 em razao da Eq. , uma vez que
g € sempre diferente de zero [5]. Agora, tendo em mente
a Eq. , a Eq. pode ser colocada explicitamente
em fun¢dao de m como

dp _Gmp
dr r2

71 3
2G 4
(1 72n> (1 p2> <1 sz> :
rc pc mc
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A Eq. talvez seja mais familiar do que sua forma
original dada pela Eq. e pode ser encontrada, por
exemplo, em [14]. Note que (1 — 2Gm/rc?)™t ~ 1 +
2Gm/rc? + (2Gm/rc?)? para 2Gm/rc? < 1, levando a

dp Gmp 2G?m?p  4nGpp Gmp (33)
gy S — - r— .

dr r2 r3c? c? r2c?
O termo dominante da Eq. pode ser facilmente
reconhecido como a equacdo newtoniana do equilibrio

hidrostético para estrelas [1].

4.1. Calculo das componentes da métrica

Um problema fundamental referente a Eq. é a
determinacao da meétrica a partir de uma distribuicao
inicial de matéria, energia e pressdo (via tensor energia-
momento) e eventualmente condigdes geométricas inici-
ais tais como simetrias. Dessa forma, a Eq. funciona
como um ansatz a ser usado em conjunto com as
quantidades dadas pelas Eqs. , com o objetivo de se
determinar as componentes da métrica g,, no sistema
de coordenadas sendo considerado.

Inicialmente devemos ter mente que a solugao procu-
rada representa um objeto esférico (cujo raio denomina-
remos de agora em diante como R) no vdcuo, ou seja,
temos p = p = 0 para r > R [5]. Portanto, qualquer
que seja a solugao obtida dentro do objeto, esta deve
se reduzir em r > R a métrica de Schwarzschild dada
por [11],

2GM 26 M\ !
dst g, = (1 — Ci ) Adt* — (1 _ ) dr?
c°r (34)

2r
—12df? — r? sen?0d¢?,
em que M é a massa total do corpo.

A componente ggg que estamos buscando é calculada
integrando-se a Eq. entre 7 ¢ R (com r < R):

F(R) p(R) /
/ df' = —2 / T dp — (35)
£(r) pr) P TP

em que fizemos f — f’ e p — p’ nos integrandos. Como
p(R) = 0, obtemos

p(r) !
goo = e/ = /) exp l—?/ _d
0

36
e BICD)

a qual em 7 = R deve se reduzir & componente g5"

da métrica dada pela Eq. . Ou seja, com 7 = R a
integral no lado direito da Eq. se anula e a constante
de integracao assume o valor
SR 2GM.
2R
A componente g1; é obtida de forma imediata através

das Egs. e , fornecendo

-1
gn:wwz(l_ﬂ%ﬁ | (38)

c3r

(37)
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Note que para r = R a Eq. se reduz automati-
camente & componente ¢g¥5* da Eq. uma vez que
m(R) = M, conforme discussao a respeito das Egs.
e (31).

Por fim, as quantidades g2 € g33 ja sdo dadas em suas
formas finais pela Eq. .

5. Aplicagao de Uma Equacao de Estado
Particular

Como discutido, o calculo das Egs. e depende
da definicdo de uma equacgao de estado p = p(p). Por
exemplo, escolhendo p constante, integrando as Eqgs.
e e aplicando as dedugoes da Secao 4.1, obtemos a
solucgdo interior de Schwarzschildﬂ Essa solugdo ndo sera
mostrada e analisada aqui, mas o leitor interessado pode
consultar, por exemplo, [12] [13].

Por outro lado, em [5] os autores empregaram a
equacao de estado de um gas degenerado de néutrons.
A partir de [I5] eles deduziram a seguinte forma para-

métrica para tal equacgao:
4.5
Tm,,c
4h3
4.5
™M, c

1
P= 503 {sen (t) — 8sen (2t> + 34 ,  (40)

pe = [senh(t) — t], (39)

em que m, ¢ a massa do néutron, p. é a densidade de
energia, h é a constante de Planck e

1+(£:6)] L 41

A quantidade pr na Eq. é o momento de Fermi
da distribuicdo de particulas e, por simplicidade, nao
serd discutido e calculado aqui, uma vez que apenas t é
necessario para as dedugoes a seguir.

Substituindo a Eq. na Eq. e levando em conta
que p = p./c?, chegamos a

o
My C

t=4In

_|_

d

di: = Kr2[senh(t) — 1], (42)
com K = mlcmiG/h3. Agora, usando dt/dr =
(dp/dr)(dp/dt)~!, em que (dp/dt)~! é calculado a partir
da Eq. e dp/dr é dado pela Eq. , obtemos

a 4 senh(t) — 2senh(t/2)
dr — r(r—2u) cosh(t) — 4cosh(t/2) +3

X {;{r?’ {Senh(t) — 8senh <;) + Bt} + u} .

(43)

As Egs. (42) e (43]) constituem um sistema de equa-
¢oes diferenciais nas variaveis u(r), ¢(r) e r e, caso

2 Tal solugéo contrasta com a Eq. (34), a qual é vdlida na superficie
e no exterior de uma esfera de massa M.
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Tabela 1: Valores considerados como pontos de partida para a
solugcdo do sistema dado pelas Egs. (42]) e (43).

r 0 R
u(r) 0
tr)  1,2,3,... 0

seja resolvido no intervalo 0 < r < R, permite que
obtenhamos a massa da distribuicdo de matéria, ja que
uw(R) = (G/c®)M conforme a Eq. (31)).

Inicialmente, a partir da Eq. (26) temos u(0) = 0;
por outro lado, seguindo [5] faremos t(0) = tg, em que
to assumird a priori diversos valores positivos corres-
pondendo a cada solucdo do sistema. Assim, definindo
u(0), ¢t(0) e o intervalo de r seria possivel resolver as
Eqgs. e ao menos numericamente. Porém aqui
nos deparamos com um problema: o valor de R nao
é conhecido de antemao. Dessa forma, para a solugdo
das equagdes devemos buscar outra estratégia, a qual é
discutida a seguir.

Em primeiro lugar sabemos que p(R) = 0, e isso leva
a t(R) = 0 [5], como pode ser constatado a partir da
Eq. . A Tabela [I| esquematiza os valores iniciais
usados na solugao do sistema.

Implementamos entdo o cdédigo para a solugdo numé-
rica do sistema na seguinte forma: a execuc¢ao se inicia
com r = 0, u(0) e t(0); em seguida sdo calculadas
iteragoes até que tenhamos t — 0 < ¢ para um ¢ < 1
definido @ priori; por fim, sdo registrados os valores de
u e r correspondentes a esta situacdo, ou seja, essas
quantidades sdo os u(R) e R procurados. Os detalhes
numéricos referentes a esses processos sao discutidos no
Apéndice [B|

A Fig. [I| mostra M = (c?/G)u(R) (ou seja, a massa
total) e R em funcdo de diversos valores de tg, em que os

M (Mg)
R (km)

Figura 1: A massa total M = (c*/G)u(R) (3 esquerda) e o
raio R (a direita) mostrados em funcéo de to (acima) e tan™" tg
(abaixo); M e R s3o dados em unidades de massa solar (Mg)
e km, respectivamente. As curvas foram tracadas a partir dos
pontos da Tabela [B:I]e com o uso da funcdo spline do sofware
Gnuplot.
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pontos representam os dados da Tabela[B:1] O grafico foi
tracado na escala de tan~! ¢y de forma a ficar semelhante
a Fig. 1 de [5], com a diferenga de que aqui mostramos
também a curva de R.

Assim como [5], obtivemos uma massa méxima de
0,71 Mg para ty = 3; podemos observar também que
R decresce com ty até atingir um valor minimo de
~ 5km em ty = 6. Além disso M — 0 e R — oo para
to — 0, enquanto M = 0,43Mg e R = 6,2km para
to — oo (veja o Apéndicepara as dedugoes.) Note que
a densidade em ty = 3 é de 4,2 x 10'" kg m~3, tendo
portanto a mesma ordem de grandeza da densidade de
um ntcleo atéomico.

E interessante mencionar que os autores em [5] descon-
sideraram as solugoes nas quais M < 0,1 Mg, ja que, de
acordo com o que se acreditava, 0,1 My seria a massa
minima que um nucleo estelar formado por néutrons
deveria ter para se manter estavel [16].

6. Discussoes Finais e Conclusoes

O tratamento matematico da estrutura de uma estrela
de néutrons requer o emprego da RG em virtude
das grandes densidades, pressoes e energias envolvidas.
O problema de uma massa esférica estatica de fluido per-
feito foi tratado de forma analitica por R. C. Tolman [4],
sendo esses resultados usados por R. Oppenheimer e
G. Volkoff [5] para a deducdo de sua equagdo do
equilibrio hidrostatico relativistica.

Convém notar que a equacdo TOV nao descreve
em si a estrutura de uma estrela especifica e, para
que um modelo estelar seja construido, a equacao de
estado da matéria que forma o objeto é um ingrediente
fundamental. No presente artigo consideramos a equagao
de estado utilizada em [5], vdlida para um gas de Fermi
degenerado formado por néutrons, e com isso mostramos
que nessa situacdo as massas das estrelas de néutrons
tém um valor maximo de 0,71 M. Hoje sabemos que
tal valor ndo estd correto pois essa equacdo de estado
nao é adequada, uma vez que aqui a interacao nuclear
forte desempenha papel fundamental.

Apesar de a massa méxima encontrada por Oppenhei-
mer e Volkoff ndo ser realista, os autores tém o mérito
de demonstrar que had um limite maximo de massa
permitido para tais objetos. De fato, um estudo tedrico
posterior [14] envolvendo equagdes de estado mais apro-
priadas estabeleceu esse limite entre 2,2Mg e 2,9 Mg;
por outro lado, [7] deduziu por meio da andlise de ondas
gravitacionais e observacoes de pulsares que tal valor
situa-se entre 2,01 My e 2,16 M. Entretanto, a massa
maxima das estrelas de néutrons é um assunto ainda
muito discutido em razao da nossa falta de compreensao
a respeito do comportamento da matéria hadronica a
altas densidades [17].

Por fim, convém fazer mais alguns comentarios a res-
peito das Eqs. e . Como mencionado, elas foram
obtidas de [I5] e, de fato, pode-se demonstrar por meio
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de algumas relagoes algébricas das fungoes hiperbdlicas
que a expressao para p em tal referéncia se reduz a
Eq. . Por outro lado, a Eq. € a expressao para p
em [I5] sdo essencialmente distintas: elas apenas tornam-
se aproximadamente iguais para ¢t < 1. Embora nao
fique clara em [5] a razdo para os autores terem usado
a Eq. nessa forma, é possivel que se trate de uma
simplificacdo matematica. Ou seja, o uso da expressao
exata para p tornaria os calculos consideravelmente mais
complexos sem no entanto provocar mudancas radicais
sobre os resultados obtidos.
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Apéndice

A. Notas sobre a convencao de sinais
adotada neste artigo

Segundo [12], as convengoes de sinal utilizadas em
relatividade geral podem ser classificadas com base nas
relagOes a seguir, envolvendo respectivamente a métrica,
o tensor de Riemann e a equacdo de Einstein:

ds® = o1 {—w + wi + w? +wi},

e} arf‘fl’ 81—‘27 «@ o « o
R%,y = 02 or7 Oz T Lo = 1o, s

1 8rG
Rl“’ — igMVR = 03 {CZITMV} .

(A1)

Nas Egs. as constantes o; (i = 1,2,3) podem
assumir apenas os valores —1 ou +1; além disso, por
simplicidade escrevemos w;, = /g, dz".

Nesse esquema uma dada convencao de sinais é criada
pela escolha dos coeficientes ;. Note que, embora tais
coeficientes possam ser determinados livremente, hd um
vinculo a ser respeitado em relagao a definicao do tensor
de Ricci, na forma

RMV — 0203 R’YM’YV' (AQ)

Ou seja, se oo03 = —1, os indices covariantes v e v
no lado direito da Eq. devem ter suas posigoes
trocadas.

No presente artigo seguimos, por exemplo, [II] e a
convencao temporal de [I8] e usamos (o1,09,03) =
(-1,1,1).

B. Dados da Figura 1

O sistema dado pelas Eqs. (42) e (43]) foi tratado
numericamente com o uso do algoritmo de Runge-Kutta
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Tabela B.1: Valores de M e R para cada to obtidos via solucdo
das Egs. e . A coluna mais a esquerda mostra cada um
dos valores de to considerados a priori; a coluna mais a direita
traz os respectivos pardmetros €. Para a primeira e Gltima linhas,
veja a discussdo no texto.

to M (M@) R (km) 3

0 0 0 —

0.1 0.01 68.4 ~ 1074
0.3 0.06 39.3 ~ 1074
0.5 0.12 30.3 ~ 1074
1.0 0.30 20.7 ~ 1074
2.0 0.61 13.1 ~ 1073
3.0 0.71 9.26 ~ 1073
4.0 0.66 6.96 ~1073
5.0 0.55 5.62 ~1073
6.0 0.46 4.99 ~ 1073
7.0 0.39 5.07 ~1073
8.0 0.37 5.67 ~ 1073
9.0 0.39 6.40 ~ 1073
10.0 0.42 6.59 ~ 1073
12.0 0.44 6.21 ~ 1074
14.0 0.42 6.09 ~ 1074
16.0 0.42 6.18 ~ 1074
18.0 0.43 6.20 ~ 1073
20.0 0.43 6.18 ~ 1073
00 0.43 6.20 -

de terceira ordem, o qual foi executado para cada valor
de tyo. O pardmetro e foi definido para cada caso,
tendo em vista um equilibrio entre precisdo e tempo
de execugdo. As situagdes correspondendo a ty5 = 0
e tg — oo foram tratadas por meio de argumentos
analiticos [B] e sdo discutidas a seguir.

Para valores de t muito pequenos, podemos expandir
as Eqgs. e em séries de Taylor e obter p. ~ at® e
p ~ bt®, em que a e b sdo constantes. Com isso, a Eq.
se reduz a

du 4rGa 4 4
kg 13-

dr 2
por outro lado, temos dt/dr = (dt/dp)(dp/dr), em que
dt/dp = (5bt*)~! e dp/dr = —Gmp/r* (a qual repre-
senta a equagdo newtoniana do equilibrio hidrostéatico
para esferas de gas [1]), de forma que

(B.1)

gt _ _cau
dr — 5b tr2’

E facil verificar que o sistema formado pelas Egs.
e fornece u o< 773 e t o< r~2 como solucdo, de onde
deduzimos que u « t3/2. Como u x m via Eq. ,
chegamos a conclusdao que m — 0 para t — 0; por outro
lado, podemos deduzir também que r — co para t — 0.

Para valores de t muito grandes, as Egs. e
possuem as formas assintéticas

(B.2)

du 1

— ~ —Krie! B.
o~ g Krte (B.3)
dt 4 1

— - | =K1t B.4
dr r(r —2u) [6 re—i—u}, (B-4)
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j& que nesse regime podemos fazer senh(t) ~ cosh(t) ~
et/2, et > e'/? e ! > t. A tnica solugdo [5] do sistema

dado pelas Egs. (B.3) e (B.4]) pode ser escrita como

3
3
et = 77[(7"_27 (B6)

em que u(0) =0 e t(0) — oo.

De acordo com [5], as Eqgs. e sao satis-
fatérias para t = 6, de forma que seguimos o seguinte
procedimento: calculamos r e u correspondendo a ¢t = 6
por meio das Egs. e ; e a seguir usamos tais
valores como parametros iniciais para a solu¢do numérica
do sistema dado pelas Egs. (42) e (43). Tal processo
fornece 0,43 M e 6,2km para a massa total e o rai
no regime ¢t — oo.
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