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Um Problema de Trés Corpos
Analiticamente Soluvel

An analytically solvable three-body problem
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Analisamos um problema de trés corpos interagindo mutuamente via for¢as harmonicas no contexto
do formalismo newtoniano. Uma solucao analitica exata para este problema é encontrada por meio
de uma abordagem didatica e os caminhos para a andlise do problema de N corpos sao indicados.

The problem of three particles interacting through harmonic forces is discussed within the Newto-
nian formalism. By means of a didactic approach, an exact analytical solution is found, and ways

to extend it to the N-body case are pointed out.

I Introducao

Apesar dos esforcos dos fisicos e matematicos por mais
de dois séculos de pesquisa, o problema geral de NV cor-
pos interagindo mutuamente e movendo-se de acordo
com as leis de Newton, para N > 2, nunca foi resol-
vido exatamente. O problema de dois corpos sujeito a
forcas que dependem do vetor posicao relativa pode ser
reduzido a dois problemas de um corpo, um dos quais
descreve o movimento do centro de massa e o outro o
movimento relativo. N = 3 é o menor valor de N que
torna o problema de N corpos insolivel no caso geral.
Contudo, sob suposic¢des especiais a respeito do tipo de
movimento e interacao, solugdes analiticas para o pro-
blema de N corpos podem ser encontradas.

No caso do problema de trés corpos com in-
teragoes gravitacionais algumas solucoes especiais sao
normalmente apresentadas nos livros texto de mecanica
classica. No chamado problema restrito de trés corpos,
dois corpos pesados movem-se em torno do centro de
massa comum enquanto um terceiro corpo leve move-se
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no mesmo plano [1-3]. No chamado caso de Lagrange
o0s trés corpos estao durante todo o movimento sobre os
vértices de um triangulo equildtero, que gira em torno
de um eixo perpendicular ao plano dos corpos enquanto
troca de tamanho [4-7]. Existe ainda uma outra soluc¢do
especial para o problema de trés corpos interagindo gra-
vitacionalmente conhecida como caso de Euler. Neste
dltimo caso os corpos movem-se ao longo da mesma li-
nha reta durante todo o movimento [8-10]. Uma outra
solucdo especial é essa de IV corpos de massas similares
sujeitos a forcas similares movendo-se sobre os vértices
de um poligono regular de N lados [10]. Todos estes
movimentos especiais sdo de grande importancia pe-
dagégica tendo em vista que eles sdo solugdes de um
problema insoluvel no caso geral. Contudo, a resolucao
do caso de Lagrange, como apresentada pelos autores
de livros-texto, recorre a um sistema de coordenadas
em rotacdo requerendo desta forma um calculo extenso
e elaborado, e conseqlientemente a um enfraquecimento
da atratividade pedagogica.

Recentemente o caso de Lagrange foi apresentado
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de modo alternativo e mais geral dentro do formalismo
newtoniano, permitindo que ele possa ser facilmente
abordado imediatamente depois da apresentacao do
problema de dois corpos [11]. Nesse trabalho solucoes
de triangulo equilatero foram obtidas para interacoes
que vao além do caso gravitacional. Essén, em um
trabalho recente [12] (homo6nimo a esse da Ref. [11]),
abordou o mesmo problema usando o formalismo la-
grangiano, restringindo-se ao caso gravitacional e
apresentando uma extensao ao problema de N corpos.
Encorajado pelos resultados obtidos em [12] e seguindo
os mesmos passos da Ref. [11], foi realizada uma ex-
tensdo do caso de Lagrange para um sistema de N cor-
pos [13] buscando uma solugdo para a qual a forga so-
bre cada um dos N corpos estd na dire¢ao do centro de
massa do sistema (a mesma imposicdo ji usada em [11]
e [12]). Isto realmente acontece para interacdes gravi-
tacionais porque as forgas sdo proporcionais as massas
dos corpos, mas também pode acontecer para outras
espécies de interagdes desde que certas condicdes se-
jam satisfeitas pelas massas dos corpos e constantes de
forca. Como subproduto obtivemos que os N corpos
estao sobre os vértices de uma figura geométrica regular
durante todo o movimento. Para o caso de interacoes
harmonicas chegou-se a conclusao que o problema de
N corpos reduz-se a N problemas de um corpo, por-
tanto os N corpos movem-se independentemente, nao
necessitando estarem sobre os vértices de uma figura
geométrica regular. A condi¢do envolvendo as mas-
sas dos corpos e as constantes de forca para as forcas
harmonicas obtida em [11] e [13] tem a mesma forma
que essa ja obtida em um trabalho anterior (usan-
do o formalismo lagrangiano): condi¢do necessaria para
as coordenadas de Jacobi conduzirem a separacao de
variaveis no problema de trés corpos com interagoes
harmonicas [14].

No presente trabalho apresentamos o problema ja
abordado na Ref. [14] mas desta feita usamos o forma-
lismo newtoniano. Veremos que este problema especial
de trés corpos pode ser abordado com facilidade sufi-
ciente para que possa ser apresentado aos estudantes
de ciéncias exatas ainda no primeiro semestre dos cur-
sos de graduacdo. A importancia deste problema es-
pecifico ndo é apenas pedagogica tendo em vista que o
problema de trés corpos, interagindo mutuamente via
forcas harmonicas, tem sido usado no calculo da es-
pectroscopia de barions no modelo de quarks [15,16].
Comegaremos revendo o problema geral de dois dois
corpos e em seguida o problema de trés corpos com in-
teracoes harmonicas sem incluir a priori restrigdes sobre
as massas dos corpos e constantes de forca.

Elysandra Figuerédo e Antonio S. de Castro

II O problema de dois corpos

As equacOes de movimento para dois corpos de mas-
sas my e ms, localizadas pelos vetores posicao 7 e 7,
respectivamente, podem ser escritas como

Fy (71,7%) = mai, (1)

ﬁ2 (FlaFQ) = m?”-::?) (2)

em que Fy (Fb) é a forca que o corpo 2 (1) exerce sobre
o corpo 1 (2), e cada ponto sobre os vetores posigao
71 e 72 denota uma derivada temporal. Observe que
as forcas dependem dos vetores posicdo dos corpos de
forma que as Egs. (1) e (2) sdo equagoes diferenciais
acopladas. Introduzindo o vetor posicdo do centro de
massa e o vetor coordenada relativa

ﬁ: m1771 +777/2772, (3)

my + mo

F: -’1_-’27 (4)

os vetores 7] e 7» podem ser escritos como

A= R+ — 7 (5)
mi + mo
- 5 my —
To=R— ———7. 6
2 mi + me ( )

Quando (5) e (6) sdo introduzidos em (1) e (2) e con-
siderando a forma fraca da terceira lei de Newton (nao
se exigindo que as forcas tenham a mesma direcdo da
linha que une os dois corpos), resulta que

MR =10, (7)

Ja (rqra)) — uF, (8)

1 1 1
—=— 4 —. 9)
12 miy mo
Considerando ainda que as forcas dependem das
posigoes dos corpos apenas pelo vetor posigao relativa,

chegamos finalmente a conclusao que

F (/) = pr (10)
Os resultados (7) e (10) mostram que o problema de
dois corpos sob interagdo mutua foi finalmente redu-
zido a dois problemas de um corpo. Um dos problemas
é aquele de um corpo livre de massa igual a massa to-
tal do sistema localizado pelo vetor posi¢do do centro
de massa. O outro problema é aquele de um corpo de
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massa i, chamada de massa reduzida, localizado pelo
vetor posicao relativa. Toda a dificuldade da solucao
do problema de dois corpos reside agora na busca de
solucao deste 1iltimo problema de um corpo.

IIT Um problema de trés corpos

As equagOes de movimento para trés corpos de mas-
sas m; (i = 1...3), localizados pelos vetores posigdo 7;
(1 = 1...3), respectivamente, podem ser escritas como

Fy (71,7, 73) = myi, (11)
By (Fy, o, P3) = Mgy, (12)
Fy (71,7, 73) = mafs. (13)

Supomos que as interagdes mutuas sao interacoes entre
pares de corpos e que as forgas sdo diretamente propor-
cionais & coordenada relativa (forgas harmonicas):

-F-:l :—K12 (Fl—Fz)—K13 (771 —’f'_é), (14)
Fy = —Kyy (7 — 7)) — Ko (7 — 7)), (15)

F3 = —K31 (773 — 771) - K32 (773 - 772) . (]‘6)

K;j > 0 s80 as constantes de for¢a obedecendo & relagao
K;j = Kj;, em conformidade com a terceira lei de New-
ton na forma fraca. Observa-se aqui que a forma forte
da terceira lei de Newton, estabelecendo que as forcas
mutuas além de terem os mesmos mddulos e sentidos
opostos tém que ter a direcao da linha que une os cor-
pos, é automaticamente obedecida. Aqui também, mais
explicitamente que no caso de dois corpos tratado na
secao anterior, é visto que as equacoes de movimento
sao equagoes diferenciais acopladas. As coordenadas de
Jacobi sdo definidas como

M1 + Mo + mais

R= : (17)
mi1 + meo + ms3

ﬁ: Fl - -’27 (18)

A= — w) (19)

my + Mo

em que R é a coordenada do centro de massa do sistema
de trés corpos, p é a coordenada do corpo 1 relativa ao
corpo 2, e X é a coordenada do corpo 3 relativa ao centro
de massa dos corpos 1 e 2. Em termos das coordenadas
de Jacobi os vetores posi¢do 7; podem ser escritos como

- =1 ms3 ma
—R-TBx4 2 2
no= R A a7 (20)
- =1 ms3 > my
Ry 21
=R i M12P (21)
o 4 Mo
r3 = R+ ﬁ/\, (22)

em que M ¢é a massa do sistema e M2 = my + mo é
a massa do subsistema constituido pelos corpos 1 e 2.
Quando Egs. (14)-(16) e (20)-(22) sao introduzidas em
(11)-(13) resulta que:

R=0 (23)
-, R A
prwip= M/\ (24)
5 o = T
Atwid=—/p 25
+ ws 7, (25)
em que
1 1 1
—_— = — 4+ — 26
M, my * ma ( )
1 1 1
e 27
M, mip +my M3y @7)
1 K m2+K23m2
2= — (K 1372 L 28
wl M]_ < 12 + Ml22 ( )
9 1
wy = A (K13 + Ka3) (29)
Kiamo — K.
T = 1312 237711‘ (30)

M

Pode-se observar destes resultados que as coordenadas
de Jacobi reduziram este problema de trés corpos ao
movimento livre do centro de massa (23), conseqliéncia
da auséncia de forgas externas e ao movimento de dois
osciladores harmonicos acoplados pela constante I', que
anula-se somente quando Ky3ms = Kazmy.

Para desacoplar as equagoes de movimento no caso
geral de massas e constantes de forga devemos recorrer
a um outro conjunto de coordenadas. Vamos considerar
uma transformacdo de coordenadas que é uma mistura
de uma transformagdo de escala e uma rotacdo [14],
[17], definida por

X= (E)UZ sin(¢) 1 + (E)UZ cos(¢) 7> (32)
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onde Mg é um parametro com dimensao de massa e ¢
é um parametro de rotacdo. A principio os parametros
Mp e ¢ sdo arbitrarios. Inserindo (31) e (32) em (24) e
(25) encontramos novas equagoes diferenciais acopladas
para as novas coordenadas:

g1+ =i, (33)

s + B2 = vih, (34)

em que

o? = w? cos? (@) + wsin’®(¢) — % sin (2¢) ;

(M1 M)
(35)

5 = sin'(9) + e eos' () +

s cos(26). (37)

1, . 2\ .
T=5 (wf — w%) sin (2¢)) + GL0L)

A eliminagdo do acoplamento entre as equacgoes dife-
renciais (33) e (34) pode ser obtida se pudermos tomar
proveito da arbitrariedade do valor do parametro ¢ im-
pondo que v = 0. Isto realmente acontece quando

2T
(w? — w3) (My M)

tan (2¢) = — (38)

Com ¢ dado por (38) finalmente obtemos as seguintes
equagoes diferenciais desacopladas

Ji+ Q1 =0, (39)
:2 + Qg 52 = 67 (40)
emque 0 =04, =0Q_¢
1 1 . 4r2 12
Qizi(wf-l-w;):tg (w%—wg) +M1M2
(41)

As equagoes diferenciais (39) e (40) descrevem o movi-
mento de dois osciladores harmonicos desacoplados, cu-
jas solugdes 7 (t) e ga(t) sdo bem conhecidas. Usando
as transformagdes (31)-(32), e em seguida (20)-(22), ob-
teremos as solugoes analiticas para 7;(t). Desnecessério
mencionar a solu¢io E(t) da equacio diferencial (23).

Elysandra Figuerédo e Antonio S. de Castro

IV Conclusao

Neste artigo abordamos o problema de trés corpos in-
teragindo mutuamente via forcas harmoénicas. O pro-
blema poderia ter sido abordado com muito maior sim-
plicidade se considerassemos desde o inicio corpos com
massas e constantes de forcas similares no sistema de
referéncia do centro de massa (]% = 6) Encontrarfamos
entao que as coordenadas de Jacobi teriam tido o éxito
procurado. Optamos por ndo impor tal severa restri-
cao a priori, e mostramos que as coordenadas de Ja-
cobi nao desacoplam o problema no caso geral mas so-
mente quando Ky3me = Ko3mi, um resultado que con-
trasta com esse encontrado na literatura [15,16], em que
considera-se que o desacoplamento ocorre para massas
genéricas e constantes de forca similares. A assime-
tria apresentada por essa condicdo sine qua nmon para o
desacoplamento surge em decorréncia da assimetria na
defini¢do das coordenadas de Jacobi p' e X. Em geral,
as coordenadas de Jacobi conduzem o problema de trés
corpos interagindo mutuamente via forgas harmonicas
ao problema do movimento livre do centro de massa
mais dois osciladores harmonicos acoplados, ainda que
as constantes de forca sejam idénticas. Também mos-
tramos que existe um outro sistema de coordenadas
que conduz a separabilidade no caso geral. Restringi-
mos nossa atencao ao caso de trés corpos mas pode-se
verificar que extensdes para o caso de IN corpos sao
também passiveis de solucoes analiticas. Para o pro-
blema de quatro corpos, em particular, precisariamos
redefinir o vetor posicdo do centro de massa e acres-
centar uma nova coordenada de Jacobi, essa nova co-
ordenada descrevendo a posicao do corpo 4 relativa ao
centro de massa dos corpos 1, 2 e 3. Quando as massas
e as constantes de forca sdo similares, as coordenadas
de Jacobi per se conduzem a separabilidade deste pro-
blema de quatro corpos. Em caso contrario, deveremos
recorrer a um sistema de coordenadas adicional, mis-
turando transformacao de escala e rotacdo no espago
tridimensional, quando entao deveremos lidar com trés
parametros de rotacao relacionados com os angulos de
Euler. Estas tarefas sao deixadas para os leitores.
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