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Nos cursos de relatividade em geral se estuda que as transformagdes de Lorentz sdo definidas num espago com
quatro dimensoes: trés espaciais e uma temporal. Neste trabalho colocamos em discussdo uma forma alternativa
para definir as transformacdes de Lorentz na frente de luz via espago de Minkowski e suas propriedades. Dirac,
em 1949, introduziu trés formas distintas de dindmica relativistica possiveis, dependendo da escolha que fazemos
das diferentes hipersuperficies caracterizadoras. A primeira, denominou-se de forma instantanea. E a forma mais
comum, cuja hipersuperficie é especificada pelas condi¢bes de contorno definidas em t= 0 e a evolugdo do sistema
ocorre para instantes t > 0. A segunda, conhecida como forma pontual, tem como superficie caracterizadora uma
hiperboloide, descrita pelas condi¢ées iniciais em a:“xM:aQ, sendo a uma constante e t > 0. A terceira, conhecida
como forma da frente de luz, tem sua hipersuperficie tangente ao cone de luz, sendo definida pelas condigbes iniciais
em m+:%(t + £)=0 e a evolugdo “temporal” prossegue para “instantes 2t > 07 Dessa forma, interpreta-se a

varidvel 7 como “tempo” na frente de luz. Os resultados aqui apresentados estdo vinculados as transformacoes
de Lorentz expressas nas coordenadas da frente de luz e suas consequéncias na expressiao de diversas quantidades
fisicas de interesse.

Palavras-chave: Transformagdo de Lorentz, Espaco de Minkowski, Frente de luz.

In undergraduate and graduate courses, one usually studies the Lorentz’s transformation defined in four-
dimensional space: three spatial dimensions and one temporal. In this work we present an alternative way for the
Lorentz“s transformations using the light front coordinates via Minkowski space-time and its properties. Dirac in
one of his works, published in 1949, introduced three different forms of relativistic dynamics: the usual or most
common one, called instant form, characterized by the hypersurface specified by the boundary conditions defined
at t= 0 and time evolution for the system at instances ¢t > 0; the point form, whose surface is a hyperboloid,
and are described by the initial conditions z*z, = a® with the constant a and ¢ > 0 and the light front form,
whose hypersurface is tangent to the light cone, being defined by the initial conditions at x+ = %(t +2)=0and
the “time evolution” for “instances ' > 0”. Therefore, the variable =™ plays the role of light-front “time”. The
results we present here are connected to the study of Lorentz s transformations using light-cone coordinates and
its consequences in the outcome expressions for diverse physical quantities of interest.

Keywords: Lorentz Transform, Minkowski Space, Light Front.

1. Introducao Um ponto no espaco bidimensional pode ser determi-
nado por um conjunto de coordenadas cartesianas de
eixos perpendiculares entre si, identificados como eixos x
e y. Desse modo, um ponto qualquer nesse espaco pode
ser determinado univocamente pela relacio P = (z, y).
Como exemplo, podemos tomar o ponto P; = (3,2). Nada

nos impede de utilizar outro conjunto de coordenadas,
’ ’

Um postulado bésico da fisica é que as leis da natureza
devem ser independentes do observador que realiza as
medidas de um dado evento. O conceito de relatividade
surge pelo fato de que a observagao de eventos é reali-
zada por diversos referenciais. A cada observador pode-se

associar um referencial no qual as suas medidas sdo de-
terminadas. Dessa forma, embora a lei natural deva ser a
mesma, dois observadores distintos podem registrar essa
mesma lei sob pontos de vista diferentes (diferentes refe-
renciais) — dai o conceito de relatividade dos fenémenos
observados. O exemplo a seguir ajuda a esclarecer o que
dissemos.
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x ey, em rotagdo de 45° no sentido anti-horario em
relagdo ao sistema de referéncia anterior. Desse modo, o
ponto genérico se expressa agora como:

P = (2,y') = (x cos45° + ysin 45°, —x sin 45°+y cos 45°)
e o particular ponto exemplificado antes se expressa agora

COIMo:
2 2
P — <5f, _f>
2 2
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O ponto P;, nas novas coordenadas, parece diferente,
mas representa o mesmo ponto de antes.

Entao qual a vantagem de uma sobre a outra? Para
pontos genéricos, nenhuma vantagem, mas para todos os
pontos para os quais x = +y, hd uma simplificagao nas
novas coordenadas, uma delas se anula, ou seja, levam a
pontos especificamente sobre z’ (ou y/).

Por exemplo, para o ponto Pa= (2,2) em zy, temos
Py=(2v/2,0) em 2y, enquanto que para Ps= (-2,2)
em zy, temos P3= (0,2v/2) em z'y . Isso ilustra o que
discutiremos nesse trabalho em relagao as transformagoes
de Lorentz na relatividade especial quando utilizamos as
coordenadas da frente de luz.

Na teoria da relatividade especial, a ideia do tempo
absoluto é substituida por um tempo proprio para cada
referencial inercial. Como consequéncia, passa a existir
um espago-tempo quadridimensional, sendo o tempo uma
quarta dimensao. Dizer que o tempo é a quarta dimen-
sdo desse espago deve ser entendido no sentido de que a
quarta coordenada é definida pelo produto da velocidade
da luz com o tempo, isto é, ct. Neste espaco, a métrica
pode assumir uma aparéncia euclidiana, semelhante a mé-
trica euclidiana tridimensional usada no espago ordinario.
Esta estrutura quadridimensional é chamada de universo
de Minkowski [1]. Um acontecimento é definido por qua-
tro coordenadas no espaco de Minkowski e a distancia
entre dois acontecimentos, ou seja, intervalo do universo
é um invariante. O intervalo do universo é semelhante &
distancia entre dois pontos no espaco tridimensional.

Paul Adrien Maurice Dirac [2], em 1949, mostrou que
é possivel construir trés formas de dindmicas partindo da
descri¢ao do estado inicial de um sistema relativistico em
qualquer superficie do espaco-tempo, ou seja, particulas
se propagam no espago avangando no tempo a partir do
hiperplano também denotado como hipersuperficie em
t = 0, até um instante posterior ¢ > 0, sendo as mesmas
definidas como: Forma Instantanea, que corresponde a
Teoria Relativistica com condigoes de contorno definidas
em t = 0; Forma Pontual, que consiste em estabelecer
os dados iniciais sobre um ramo de um hiperboloide; E,
finalmente a Forma Frontal, conhecida como Frente de
Luz, na qual as condigbes iniciais sdo dadas em um hiper-
plano do espaco de Minkowski que contém a trajetéria
da luz (Figura 1), essa, por sua vez, serd a forma de
dindmica que trataremos neste artigo.

Neste artigo, o foco s@o as transformagoes de Lorentz
nas coordenadas da frente de luz [3,4]. As transformagdes
de Lorentz usuais (isto é, aquelas consideradas padrio no

Hiperplano t = 0

Frente de Luz

Hiperboloide x#x,, = a’

Figura 1: Trés formas de dindmicas.
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espaco-tempo de Minkowski (zo, Z); onde 2% = ¢t, com
referenciais inerciais S e S movendo-se com velocidade
constante relativa v ao longo dos eixos z paralelo a z’)
sa0 tais que a coordenada tempo t’ em S’ é expressa em
termos das coordenadas tempo t e espaco z em S; e simi-
larmente, a coordenada espago 2’ em S’ é expressa em
termos das coordenadas tempo t e coordenada espago z
em S. As coordenadas no espago de Minkowski sdo cons-
truidas pela combinacao linear entre a coordenada tempo
(ct) e coordenada espaco (z), mas isso nao se revela com
as transformacoes de Lorentz na frente de luz, que se ma-
nifestam conectando apenas coordenadas similares, isto
é, tempo em S com tempo em S’ e coordenada espacial
em S com coordenada espacial em S’. Esse resultado é
responsavel pela introducao de profundas modificagoes
nas estruturas algébricas das transformagoes de Lorentz
[3-6].

Neste trabalho discute-se essencialmente as transforma-
¢oes de Lorentz na relatividade especial e na sequéncia,
a mesma transformagado no espago de Minkowski. Intro-
duzimos as coordenadas na frente de luz, expressando
as transformacoes de Lorentz nessas coordenadas, mos-
trando as suas peculiaridades inerentes e apresentamos
alguns pontos distintivos dessas transformacoes na ex-
pressao de resultados de quantidades de interesse e em
seguida finalizamos com as conclusoes desse trabalho.

2. Transformacgoes de Lorentz na
relatividade especial

Sejam dois observadores inerciais movendo-se com veloci-
dade relativa U’ constante. Um dos observadores faz suas
medidas no sistema S e o outro, em S’. Isto nao quer
dizer que o sistema S’ esteja em movimento e o sistema
S, parado; o conceito de movimento é relativo. Quem
estd em S, vé o sistema S’ se afastando com velocidade
U, mas quem estd em S’ vé, igualmente, o sistema S se
movendo com velocidade —¢. Ambos estao corretos.

De acordo com o principio de Galileu, ndo ha experién-
cia alguma que possa ser feita, tanto em S como em S’,
que mostre qual sistema esta realmente em movimento.
A situacao é perfeitamente simétrica.

Consideremos que um observador em S registre um
evento, como um piscar de luz, pelo conjunto (z,y, z,t).
Para o observador em S’, este mesmo evento é registrado
por (z',y',2',t'). A transformagido de um sistema refe-
rencial em outro é alcancada pelas transformacoes de
Lorentz no espago de quatro dimensoes:

cz,f/ =7 (ct — %z)

= (2 — ot
52 0
Yy =y

onde ¢ é a velocidade da luz; e o fator de Lorentz é

expresso por
1

7:7,71_527
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em que utilizamos a notacao bastante comum para o
fator g =wv/ec.

A transformacao inversa pode ser encontrada quando
trocamos o sinal da velocidade, ficando da seguinte forma:

ct =1 (ct/ + %z’)

z=" (z/ +vt/) 2)
r=1
y=y

Esse é o resultado mais tradicional encontrado na lite-
ratura [1]. As transformacoes em também podem
ser expressas numa forma alternativa e mais simetrizada
de notacéo para as diversas coordenadas: z° = ct;z! =
i’ =yexrd =z
’

0 0 3

v (20 — Ba?)

’

3 3 0

v (¢ = Ba®)

x

x

1 _ .1

2’ 2

8 8 8 8

Nas proximas se¢cdes vamos mostrar outras formas para
representar as transformagoes de Lorentz.

3. Transformacgoes de Lorentz no espago
Minkowski

Hermann Minkowski [7] sugeriu & = (ml, x2, x3) ezt =

ict como defini¢Ges para as componentes de um espago
quadridimensional. Essas quatro coordenadas se transfor-
mam de um referencial inercial S para outro S através
das transformacoes de Lorentz. Albert Einstein [8], no
seu livro The Meaning of Relativity, explica de forma
didatica que essas transformacoes de Lorentz podem ser
vistas como uma rotacdo nas quatro dimensoes.

Para obter as transformacoes de Lorentz via espaco
de Minkowski, sem perda de generalidade, utilizamos
apenas duas das quatro dimensbes dadas, uma vez que
duas delas sempre podem ser subentendidas. O resultado
se mantém geral, mesmo com essa hipétese [9].

A Figura 2 mostra as coordenadas de posicdo z> e a
coordenada temporal z* para representar um referencial
S. Para um referencial S/, as coordenadas sio z'3 e z'4.
As transformacoes de Lorentz de s para S se d& por
rotacao do espago-tempo, como mostraremos na Figura
2.

No eixo 2 temos duas projecoes vindas do referencial
S e no eixo z’* mais duas, ou seja:

/<
3= 23cosw + xtsenw

x
!
x4 = —z3senw + 2 cosw

3)

3 . .
Sabendo que z'” deve ser real e x* imagindrio puro,

obrigatoriamente cosw deve ser real e senw deve ser
puramente imaginario, de modo que:

i cosw = cosh ¢
T\ senw = isenhy
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x cosw™

x

Figura 2: Rotacdo no espaco de Minkowski.

e usando a defini¢io de Bjorken-Drell [10] em que 2 =
ict = iz°, obtemos:

3 3 0
2'" = % coshp — xVsenhyp
{72 @

x —ax3senhyp + 20 cosh ¢

. . . 143
Se identificarmos a origem O (2’ = 0) com z3 = vt =
%mo = B2, encontraremos:

tanh p = f3, (5)

e utilizando a identidade (cosh¢)? — (senhyp)? =
dividido por (cosh @)2, equivale:

1

1-— (tanh 50)2 = W

Usando a equagao obtemos:

Portanto, pelas identidades anteriores conclui-se que

senhyp = 7 (7)

Dessa forma, as equagoes (4)) se reduzem as equagoes das
transformagdes de Lorentz na métrica de Bjorken-Drell,
tornando-se:

{ z"? o (xS - Bzo)
70 = ¥ (zo — ,Bx?’)

Observe que o angulo de rotacdo w deve ser puramente
imaginario para satisfazer os quesitos impostos pela equa-
cao , razao porque introduzimos um novo parametro
real ¢ de tal modo que w = ip. Esse novo pardmetro ¢
estd relacionado com a rapidez 3 pela equacéo acima.
O pardmetro ¢ pode ser determinado da seguinte forma:

senhyp

tanh p = g (8)

coshy
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Usando-se a propriedade:

v e¥ —e ¥ v
tanhp = - - — = —,
c e 4+ e %

o

que pode ser reescrita como
6P — =¥ — %(esa ¥,
resultando em:
e2¢ — <H> = ﬂ
1— 1-3

Portanto, isolando-se o dngulo, obtém-se que

w=1m(1+6) (9)

ol

ol

2 \1-8

Através dessas anédlises e levando-se em consideracdo a
semelhanca com a rotacao usual no espago de trés dimen-
soes, podemos formalmente interpretar geometricamente
as transformagoes de Lorentz como uma ‘rotagdo’ por um
angulo imaginario w no plano (22, z#) do espago-tempo,
em que o ‘angulo imaginario’ é dado pelo produto da
unidade imagindria i— com o paradmetro real ¢ acima
obtido na equacao @D

4. Frente de luz

O uso das trés formas de dindmica relativistica, criadas
por Dirac, possibilita descrever o movimento de suas
particulas, dependendo apenas do tipo de hiperplano
escolhido para a evolugdo temporal do sistema [2]. A
dindmica de forma instantanea é a usual, que consiste
em especificar os dados iniciais (a posi¢do inicial e a
velocidade) sobre a superficie 2° = ct. A forma pontual,
cuja superficie é especificada pelas condigoes iniciais em
rhr, = a® com a constante e 2z > 0, sendo a posicdo
e velocidade iniciais definidas ao longo de um hiperbo-
loide. A terceira formulacao, a frente de luz, consiste em
definir as condigoes iniciais sobre uma hipersuperficie tri-
dimensional no espago-tempo, formando um hiperplano
de frente de luz que contém a trajetoria da luz e avanga
com a velocidade da luz, ¥ = 0, o que implica em
t = —z/c. As coordenadas da frente de luz sdo obtidas,
particularmente, pelas transformagoes:

+__1 (.0 3
T —ﬁl (x O—l—x )3
T = ﬁ_‘(x — % ), (10)
7t =ali+ 2%
onde z° = ¢t é a componente temporal e zt, 22, 23

sdo as componentes espaciais (z, y, z) respectivamente. O
vetor 7+ estd contido no plano (z, y) e é transversal as
componentes (x+, z7). A coordenada zT é o pardmetro
tempo na frente de luz [11] e as componentes (x_, acJ-)
séo associadas as posi¢Oes espaciais na hipersuperficie da
frente de luz.
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Figura 3: Frente de luz.

Na Figura 3 vemos um plano tangente ao cone de luz
que também é tangente a coordenada z~ e perpendicular
& coordenada zt; esse plano define a frente de luz.

A transformacao inversa para o espaco de Minkowski
na métrica de Bjorken-Drell é dada por:

20 =2 (gt +27)

3 =2 (2T —27)

(11)

) ‘Sm
N

onde 2% =ct e 2% = 2.

O jacobiano das transformacgoes de coordenadas para
aquelas associadas a frente de luz pode ser obtido pelo
modulo do determinante

9z° 92° 8z°  92°

ozt Ox— 9z 0x2

ozt dz! dzl  dx!

— ozt Ox— ozl 9z2

|J| x> x> x> x>
oxt ox Oxl Ox2

a3 x> x> x>

ozt Ox— ozl ox?

No caso da transformacgao do espago de Minkowski com
tensor métrico na representacao de Bjorken-Drell para a
frente de luz (10)), o Jacobiano ¢ igual 1[12,13].

A passagem de uma integral em um quadrivolume para
outro sistema de coordenadas na frente de luz requer o
uso do jacobiano, o que resulta:

/dxodzlszdz?’ :|J|/daf"dz_szl

Tem sido frequente o uso da frente de luz para estudos
cinematicos. Os campos de aplicagoes estendem-se destes
sistemas com poucos nicleos [14] até estudos sobre estru-
tura de hadrons leves [15]. Isto se deve a possibilidade
de tratar as fungoes de onda com um nimero pequeno
de grau de liberdade, ou seja, usa-se um numero fixo de
particula. Porém, dentro da limitacdo desse nimero fixo,
nao é levado em conta a mistura de componentes mais
complexos do espaco de Fock. Na frente de luz, isso é
conhecido como truncamento no espago de Fock [16].
Do ponto de vista quantico, podemos definir o estado
inicial do sistema em qualquer hipersuperficie para o
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qual a distancia entre dois pontos sejam do tipo espago,
e, portanto sem conexao causal. A evolucdo quantica
do sistema é dada pelo operador associado a translacao
temporal desta hipersuperficie. Uma vantagem do uso da
frente de luz, na descricdo de sistemas quéanticos é que
podemos realizar “boosts” sem envolver a dindmica, e
descrever a funcdo de onda em diversos referenciais [16],
conhecido como “boosts” cinematicos.

Em Teoria Quantica de Campos usual, um trunca-
mento no espaco de Fock é problemético [17]. Em geral,
mudando-se de referencial, através de “boosts” hé criacéo
de pares, tornando-se inconveniente este tratamento, pois
o ntmero de particulas nesse referencial ¢ diferente. E
desejavel, portanto, que essa dificuldade néo exista e que
seja possivel encontrar uma descricdo na qual o niimero
de particulas nao mude com o referencial, preservando
essa descricao fisica.

Usando a frente de luz como ferramenta de calculo, o
problema ¢é solucionado no que diz respeito a certos “bo-
osts” [17]. Por exemplo, as fungdes de onda handronica
envolvendo quarks constituintes sao covariantes por “bo-
osts” cinemadticos [18]. Os geradores das transformagoes
cinemaéticas ndo produzem pares ao serem aplicados no
estado quantico, por nao conterem a dindmica. Como
consequéncia, a invaridncia dos observaveis fisicos em
geral é preservada via frente de luz [14-15].

5. Transformacgoes de Lorentz na frente
de luz
No sistema, , na linha de 2’ 3, fazendo-se a substituicao

de 29 e 23 com ajuda da transformacio inversa da frente
de luz (11)), obtemos assim:

(a7 —27) = (zF —2~) coshp— (a++2~) senhp. (12)
Na segunda linha com z° da equagdo (4)), tem-se:
(a++27) = (2 +27) cosh p— (z+—a~) senhyp. (13)
Somando as equagoes (T2) e (T3), resulta:
2 T=2" cosh p—zTsenhy (14)

De maneira andloga, calculando a diferenca entre as
equacoes (12]) e (13), encontramos:

’

x ~ =z cosh p+z~ senhp. (15)

Assim, surge um sistema composto de duas equagdes na
frente de luz:

"+t et
{x =z cosh p—z"senhyp (16)

&' ~=xz" cosh p+z " senhyp
O sistema representa as transformagoes de Lorentz

do espago-tempo de Minkowski nas coordenadas da frente
de luz.
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Usando agora as defini¢oes para as fungbes hiperbdlicas
senhy e cosh ¢ podemos simplificar o sistema :

e —e—%
oo Lumv (17)
2

senhp =
coshp =

Da primeira relacao do sistema da equacao 1} gt =
a7t (cosh ¢ — senhy) com a ajuda da relagio (17) temos:

® — Y _ ¥
b+ e +e 76 [ 18
T T < 5 5 ) (18)

que finalmente resulta em:
2T =ate®
Para 2~ em , utilizando-se das defini¢oes , segue
que:
/_ _[(eP+e P e —e ¥
x +

que, simplificando, resulta em

’

=z e¥

Dessa forma, os resultados para as transformagoes de Lo-
rentz na frente de luz, podem ser escritas resumidamente
da seguinte forma:

¢ (19)

Tt =e Pt
{ r - =e x
onde @ esta representado na equagao @

O resultado mostra que a coordenada temporal
na frente de luz z© ndo interfere com a coordenada
espacial £~ em uma transformacao entre referenciais,
diferentemente das transformagoes de Lorentz expressas
em ou em . Por exemplo, a transformagao para a
coordenada temporal ¢ (z°) em (1)) possui a coordenada
z (x®). Esse aspecto das transformagoes de Lorentz nas
coordenadas da frente de luz, portanto, sdo tipicas de
uma transformacao de escala na coordenada.

6. Algumas consequéncias das
transformacgoes de Lorentz na frente
de luz

Nos textos sobre relatividade especial é comum encon-
trar a descricdo nos seguintes termos: quando o corpo
observado estd em repouso num determinado referencial
dizemos que o corpo estd no seu sistema proprio. Ao
intervalo de tempo em tal sistema denominamos tempo
proprio. Analogamente, ao comprimento de uma barra
denominamos de comprimento proprio.

Outra forma equivalente de abordarmos essa situacio
é o intervalo de tempo préprio entre dois eventos que
ocorrem no mesmo lugar. Um intervalo de tempo nao
préprio (ou impréprio) seria aquele medido por dois
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relégios em dois lugares diferentes. Portanto, se dr for
um intervalo de tempo proprio, temos a expressao:

dt = ~dr (20)

onde dt é o tempo impréprio, que estabelece uma relagéo
entre eles. Esta equagdo descreve a dilatagdo temporal.

No caso do comprimento proprio Ly uma régua em S /,
teria a seguinte relagdo:

_Lo
2

L (21)
onde L é o comprimento impréprio e esta equacao des-
creve a contracao espacial.

Na frente de luz ocorre uma situagao semelhante. Se
colocarmos um relégio em S observado por S, o tempo
proprio na frente de luz Az'T é dado por

Azt =e? A’ (22)

sendo Az™ o tempo impréprio na frente de luz.
Uma régua em S na frente de luz, observado por S,
tem-se o comprimento préprio na frente de luz Az’ :

Az~ =e PAz’~ (23)

Para comparar os efeitos cinematicos da dilatacao tem-
poral e contracao espacial entre os dois sistemas de coor-
denadas é definido um fator de dilatacdo temporal nas
coordenadas usuais como:

dt
Ftempo = E =7 (24)

e para contracao espacial temos:

Fespacial = L£0 = % (25)
Na frente de luz o fator de dilatagdo temporal é dado
por: .
Tt = % =¥ (26)
e o fator de contracdo espacial na frente de luz é definido
como:
Az~
Az~
Na Figura 4 mostramos os efeitos da dilatagdo temporal
utilizando os distintos fatores e em funcao de
v/c variando do repouso, v = 0 a v = ¢. Observa-se ainda
na Figura 4, que o efeito da dilatagdo estd presente nos
dois sistemas de coordenadas: de Minkowski e da frente
de luz. Contudo, o comportamento do fator de dilatacao
nao é equivalente entre os dois sistemas de coordenadas,
uma vez que, no sistema da frente de luz, a transformacao
ocorre puramente como um fator de escala nas equagoes
como funcdo de uma tnica varidvel 2’ = f(z%), e
no sistema de Minkowski, tempo e espago nas equagoes
aparecem como funcdo de duas componentes das

3 .
coordenadas 2'” = f(23,2°), basicamente.

. =e ¥ (27)
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Figura 4: Comparac3o entre a dilatacdo do tempo em Minkowski
e na frente de luz.
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Figura 5: Comparac3o da contracdo espacial em Minkowski e
na frente de luz.

A Figura 5, no caso do efeito de contragao espacial
e (27), mostra as curvas para as coordenadas no espago
de Minkowski e na frente de luz. Na Figura 5 é observado
um efeito relativistico importante. Para v = ¢ o fator de
contracao espacial é nulo, o mesmo acontece para
o fator de contragao na frente de luz . Esse efeito
pode ser entendido, fisicamente, como uma contracao
do comprimento de uma barra em dado referencial que
se move com velocidade v, sendo a mesma cada vez
mais préxima da velocidade da luz ¢, e no limite de
v = ¢ o comprimento é nulo. O mesmo efeito pode ser
interpretado na frente de luz, ou seja, no limite de v =
¢ uma barra, nas coordenadas da frente de luz, tem
comprimento nulo.

Os efeitos relativisticos sdo semelhantes em ambas
coordenadas. As medidas do tempo e espaco feitas sepa-
radamente nao sao invariantes. Mas, medidas da distancia
entre dois eventos no espago-tempo sdo invariantes. As-
sim, as transformagoes de Lorentz e a relatividade da
simultaneidade fazem com que os intervalos de tempo e
as distancias sejam diferentes para observadores situados
em diferentes referenciais inerciais.

No entanto, hd uma grandeza associada as coorde-
nadas espago e tempo que é invariante em relacdo as
transformacoes de Lorentz, denominada de intervalo no
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espaco-tempo:
(AS)2= (cAt)? — (A:c2+Ay2+Az2) (28)
ou, para o caso de uma dimensao espacial:
(AS)? = (cAt)? — (Az)? (29)

Usando as transformagcdes de Lorentz demonstra-se
que (AS)2 = (AS’)Q, ou seja, o intervalo espago-tempo
em S é igual a S.

No caso da frente de luz o intervalo no espago-tempo
¢é obtido a partir da equagao com a substituicao de
, 0 que resulta em:

(AS)? =AzT Az~ (30)

Usando as transformagoes de Lorentz na frente de luz

e em (30), chegamos a expresso:
(AS)? =Azt Az~ = e? A2’ e P AT = (AS))® (31)

O resultado mostra que na frente de luz a condicao de
invaridncia para o intervalo espago-tempo é preservado.

Como ressaltamos antes, a fisica permanece a mesma
(como no exemplo simples introdutério, as coordenadas
(2,2) em zy e (2v/2, 0) em z'y representam o mesmo
ponto P no espago bidimensional), embora as expressoes
matematicas utilizadas para descrevé-la paregam diferen-
tes! Note que na ilustracao inicial, com a mudanca de
coordenadas (rotacdo), o valor de uma das varidveis se
torna zero, de modo que essencialmente, a descricao do
ponto considerado se faz pelo valor de uma tinica coor-
denada; semelhantemente, quando utilizamos a rotacao
nas coordenadas da frente de luz para as transformagcoes
de Lorentz, as mesmas séo fungdes apenas de uma coor-
denada quando sdo transformadas de um sistema para
outro. Nas transformacoes usuais de Lorentz temos, basi-
camente, /> = f(x3,2%) ou 20 = f (2%, 23) como fungao
de duas coordenadas. Na frente de luz temos 2/ = f(z™)
ex’” = f(z7), ou seja, as transformagoes de Lorentz na
frente de luz sdo apenas em funcdo de uma coordenada
xt ouz”.

7. Conclusao

Neste artigo apresentamos uma técnica alternativa para
se estudar a relatividade especial. Essa técnica é uma
mudanca de coordenadas do espago-tempo de Minkowski
para um sistema de coordenadas conhecida como frente
de luz.

O resultado para os fenémenos de dilatacdo temporal
e de contracado espacial usando a frente de luz, aparen-
temente, parece nao corresponder ao obtido via espaco-
tempo de Minkowski. No entanto, a invaridncia dos in-
tervalos espago-tempo é preservada.

Os fatores de dilatagdo e contragdo, vistos nas Figuras
4 e 5, sao diferentes pelo fato de serem calculados em
sistemas de coordenadas diferentes. Podemos entender
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essa diferenca utilizando a analogia com o que acontece no
caso em que determinamos a posi¢do de um determinado
ponto no espacgo utilizando coordenadas cartesianas em
rotacdo de 45°. Os valores desses pontos sdo diferentes
nas respectivas coordenadas, mas a distancia entre dois
pontos fica preservada.

Qual a vantagem pratica de se utilizar as coordenadas
na frente de luz? Como vimos, o uso das coordenadas da
frente de luz no estudo da dinédmica relativistica possibi-
lita a introdugdo de algumas simplificagoes nas expressoes
matemaéticas necessarias para o estudo da relatividade
de Einstein.

Nos grandes aceleradores de particulas, como o CERN,
prétons e antiprétons sao acelerados a velocidades proxi-
mas a velocidade da luz e colocados em rotas de colisao
para o estudo das interacoes entre as particulas elemen-
tares. Essas interagoes sao descritas utilizando-se tanto
a ferramenta da mecanica quantica como a relatividade
de Einstein, de modo que o referencial mais adequado
para analisar o fendmeno é justamente o referencial da
frente de luz [14-17].
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