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Sistemas complexos sdo sistemas dinamicos abertos onde suas unidades possuem caracteristicas simples e
previsiveis. Entretanto, o que caracteriza esse tipo de sistema é o comportamento do conjunto formado por
estas unidades. Este comportamento nao tem nenhum relacionamento direto com as propriedades unitdrias de
cada integrante, sendo a imprevisibilidade sua maior caracteristica. O modelo da pilha de areia é uma sim-
ples ilustragao desse tipo de sistema complexo com os graos de areia sendo as unidades bésicas. Nesse modelo
estabelece-se uma unica condigao para o acontecimento de uma avalanche, que pode ter seu tamanho varidvel
de acordo com os seus deslizamentos. Tais deslizamentos ocorrerdao sempre que a condigdo critica estabelecida
para o sistema for alcangada. A relag@o entre o tamanho das avalanches e a sua frequéncia obedece uma lei de
poténcia.

Palavras-chave: criticalidade auto organizada, pilha de areia, lei de poténcia.

Complex systems are open dynamical systems consisting of units with simple and predictable features. How-
ever, the unique characteristic of the kind of systems is the unpredictable behavior of an assembly of such units.
This behavior has no direct relation with the individual properties of each component of the system. The sand-
pile model is a simple demonstration of this kind of complex system with the sand grains as the basic units.
In this model, just one condition is established, for the occurrence of an avalanche which may have a variable
size depending on the topplings. The topplings appear always when the condition for avalanche is reached. The
relation between the avalanche size and its frequency follows a power law.
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1. Introducao

Sistemas dinamicos sao sistemas compostos por varias
unidades interagentes que evoluem com o tempo. Serao
considerados complexos se: forem sistemas abertos,
interagindo com o ambiente em que ele se situa;
apresentarem comportamento aleatorio; apresentarem
geometria fractal; apresentarem vérios estados de
equilibrio, denominados de atratores. Um sistema com-
plexo pode ter varios desses atratores.

Apesar dos estudos sobre sistemas complexos serem
recentes, varias associagOes entre esses sistemas e o
mundo que nos cerca jé foram realizadas. Algumas pro-
priedades que caracterizam um sistema complexo po-
dem ser encontradas, por exemplo, na economia, pois
é pouco provavel se obter uma previsao exata sobre os
fenémenos futuros que afetam o cambio monetario e a
bolsa de valores [}, [2].

Este trabalho tem como objetivo analisar um exem-
plo simples de sistema complexo, a pilha de areia.
Através dele, é possivel comprovar o surgimento de al-
gumas caracteristicas dos sistemas complexos, como o
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aparecimento da criticalidade auto-organizada. O con-
ceito de criticalidade auto-organizada foi proposto por
Bak et al. [3, 4] usando este exemplo.

A criticalidade auto-organizada é um fenomeno que
aparece em sistemas que evoluem naturalmente para
um estado critico sem qualquer sensibilidade a ajustes
de parametros ou disposigoes da configuragao inicial.
Entretanto, neste estado critico, o sistema é altamente
susceptivel a pequenas mudancas ou ruidos, que podem
provocar reagoes totalmente imprevisiveis [5].

Este trabalho estéd organizado como segue. Na secao
2 apresentamos uma descricao do modelo da pilha de
areia. Nas secoes 3 e 4 apresentamos a abordagem com-
putacional adotada para simularmos a pilha de areia.
Na secao 5 sao apresentados os resultados e as con-
clusées. No apéndice A é apresentado um algoritmo
para a simulacao do modelo.

2. O modelo da pilha de areia

A pilha de areia é um exemplo tipico de um sistema
complexo [6]. Elaborado por Per Bak [4], o modelo
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da pilha de areia ilustra o surgimento da criticalidade
auto-organizada em um sistema complexo. Considere
um fluxo constante de areia sendo despejado sobre
um plano qualquer. Inicialmente, a pilha de areia es-
tard baixa, ocorrendo alguns deslizamentos quando o
tamanho e a inclinacao da pilha comegarem a aumen-
tar. Aqui, entende-se por deslizamentos apenas pe-
quenos movimentos de graos de areia nas vizinhancas
do grao. Neste modelo, é interessante notar que ape-
sar de conhecermos todas as propriedades do grao tais
como tamanho, massa e formato, isso nao é suficiente
para entendermos e prevermos como e quando estes
deslizamentos ocorrerao. Estes deslizamentos sao con-
seqiiéncia da interagao de um grao de areia com seus
vizinhos.

A medida que a altura da pilha atinge dimensoes
proporcionalmente maiores que a sua base, deslizamen-
tos maiores comecam a acontecer envolvendo todo o
sistema, e nao apenas os vizinhos locais, até que surge
uma certa forma de organizacao.

O sistema alcanca um estado estacionério, onde a
pilha passa a ter a inclinagao constante chamada de
angulo de estabilidade, e a média dos graos que entram
no sistema é comparavel com a média dos graos que o
deixam. Neste estado estaciondrio, o sistema encontra-
se também no que chamamos de estado critico, que é
caracterizado pela imprecisao, nao sendo possivel pre-
ver qual o tamanho e o instante em que as avalanches
irao ocorrer. Isto significa que quando deslizamentos
locais acontecem, podem ou nao ser geradas avalanches
de grandes tamanhos envolvendo todo o sistema. O
sistema atingiu entao, a criticalidade auto-organizada.

E incorreto dizer que o sistema atinge um estado
de equilibrio quando alcanga este estado critico, pois
segundo Per Bak [1], sistemas em equilibrio néo séo ti-
dos como complexos, j4 que estes devem ser sistemas
dindmicos. Se um sistema em equilibrio sofre uma
ligeira perturbagao, nada demais acontece além de pe-
quenas reacoes locais. Isso nao pode ser afirmado para
um sistema critico auto-organizado como a pilha de
areia, pois a probabilidade de que ocorra uma resposta
intensa a uma pequena perturbacao é comparavel a
probabilidade de nada ocorrer. Para a pilha de areia,
a probabilidade de grandes avalanches ocorrerem nao
pode ser desprezada frente as pequenas avalanches.

Este modelo serve de “toy model” para o estudo
dos fenémenos sismicos que ocorrem na crosta terrestre.
Nao é possivel estabelecer uma relagao fiel entre os
ntmeros de terremotos e o valor de suas respectivas
intensidades, devido a escassez de dados, consequéncia
do intervalo finito de tempo, visto que o espacamento
temporal entre os fenémenos é muito grande. Portanto,
¢ dificil coletar dados referentes a todos os tamanhos
de terremotos. Dai surge a importancia do modelo,
pois neste caso os fenémenos acontecem em espagos de
tempo bem mais curtos, permitindo uma maior coleta
de dados. Com isso é possivel a realizagdo de com-
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paracoes do caso micro, a pilha de areia, com o caso
macro, a crosta terrestre.

Para o modelo da pilha de areia, a distribuicao dos
tamanhos das avalanches com o nimero de ocorréncias
obedece a uma lei de poténcia.

A relagao entre o logaritmo do niimero de avalanches
de um determinado tamanho N(s) e o logaritmo do
tamanho dessas avalanches s decresce de forma linear.

log N(s)

log (s)

Figura 1 - Relag@o entre os valores de s, tamanho da avalanche,
e N(s), nimero de ocorréncias.

logIN(s))/log(s) = —t
logIN(s)] = —tlog(s),
N(s) = s, (1)

onde N(s) é o nimero de avalanches de um dado
tamanho s, e o expoente —t é a inclinagao da reta.

3. Simulagao da pilha de areia

Para realizar o estudo do modelo da pilha de areia e
verificar o aparecimento da lei de poténcia, foram feitas
simulacoes computacionais ao invés de experimentos, ja
que estes exigem um longo tempo de experimentacao
e monitoracao constante durante toda a execucgao do
experimento. Através de um modelo computacional,
todos esses obstaculos sao superados devido a rapidez
de processamento e armazenamento de dados. A forma
mais simples para se simular computacionalmente uma
pilha de areia é modeld-la na forma de um automato
celular.

Um autémato celular [7] é um sistema dinamico for-
mado por muitas unidades interagindo umas com as
outras. Grosseiramente falando, um autéomato pode ser
visto na forma de uma matriz de sitios onde existe uma
regra de interacao muito simples que influencia apenas
os vizinhos mais préximos a regiao dos fenémenos.

Para a pilha de areia, uma matriz quadrada de
qualquer dimensao, inicialmente povoada ou nao, pode
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servir de inicio. Cada sitio podera ter uma quanti-
dade finita de graos, M, ), variando de zero até n — 1,
sendo n um valor critico necessario para que ocorra um
deslizamento. Em nossas simulagoes, adotamos n = 4.
Logo, cada sitio podera conter 0 < z < 3 graos.

Desde o inicio, pode-se optar se a adicao dos graos
ao sistema serd feita em uma célula pré-definida ou em
células aleatérias. Ao adicionarmos um grao ao valor
de M, ,) o mesmo serd acrescido de “1”7. O processo
poderd ser realizado vérias vezes de modo que quando
qualquer M, ) atingir o valor 4, haverd um desliza-
mento. Quando este deslizamento ocorre o seguinte
processo é implementado:

Mg,y Mgy) —4
M(m:i:l,y) = M(:c:l:l,y) +1
Mg yt1y = Muyrn + 1 (2)

Isto significa que os quatro graos que estavam no
sftio se distribufram entre os vizinhos (de baixo, de
cima, da esquerda e da direita). Estamos considerando
aqui apenas primeiros vizinhos (vizinhanga de Von Neu-
man [8]). Inicialmente, a distribuigio foi feita em partes
iguais, onde cada vizinho recebeu um grao de areia do
sitio central. Se o sitio estiver localizado em uma das
quatro bordas do plano, o grao que corresponderia ao
vizinho nao existente abandonara o sistema, caracteri-
zando o comportamento finito do mesmo.

Caso algum sitio receba um grao de um vizinho e
complete quatro graos, o processo se repetird. Con-
seqiientemente, haverda um novo deslizamento e uma
outra distribuicao de graos, podendo resultar em uma
reagao em cadeia de longo alcance.

Denominamos de deslizamento o fato de um sitio
completar quatro graos e realizar a distribuicao a seus
vizinhos, e de avalanche o conjunto formado por estes
deslizamentos. Uma avalanche serd caracterizada pelo
seu tamanho, que é contabilizado pela quantidade de
deslizamentos que foi gerado desde o momento em que
foi acrescentado o ultimo grao. Por exemplo, se ao
colocarmos um grao este gerar um deslizamento, con-
cluimos que ocorreu uma avalanche de tamanho um.
Entretanto, se ao colocarmos um grao e este gerar
nove deslizamentos, podemos dizer que ocorreu uma
avalanche de tamanho nove.

Este processo pode ser melhor visualizado na Fig. 2.
Inicialmente, temos uma certa distribuicao de graos
de areia. Deixamos cair um grao de areia na célula
M3,3) que completa a condi¢ao inicialmente estabele-
cida no problema para a ocorréncia de um desliza-
mento. Haverd entao um espalhamento dos graos
deste sitio para os seus primeiros vizinhos. Estes, em
consequéncia, também podem alcancar a condigao e
realizar o mesmo processo anterior. Neste esquema
é mostrada uma avalanche de tamanho 6, pois seis
deslizamentos ocorreram com o acréscimo de um grao
apenas.

573

@ (@)
1112021 1112021
01 /01|13 0O/1(1,1/1|3
21214 1 2|1 213|0| 2 21
2113|312 21114 3/ 12
1112 3/ 31 1112 3/ 31
02 |11|]0[2] 2 0211022

(©) 4
111 /2]0/2]1 1112 /2/0/2]1
0|1 /112,13 0O/1/12,1/1|3
21311 2 21 21311 321
212|0| 4 12 212110 2 2
11,3 3 31 111,34 31
0|2 11|02 2 0121|022

(5 (6)
1112021 111 1210l2]1
0|1 /11213 ol11111111! 3
21311| 321 2131|321
212111 22 2121 2| ol 3/ 2
1|14 0/ 4 1 11210l 2 ol 2
012|112 2 ol2!2 1 3|2

Figura 2 - Simulacdo de uma avalanche de tamanho 6 da pilha
de areia em uma matriz finita 6 X 6.

Quando este sistema alcanca estdgios mais
avancgados, avalanches de tamanhos inesperados podem
acontecer em comparagao com o tamanho do sistema.

E claro que isso é uma simplificagdo grosseira da
pilha de areia real, visto que os graos apresentam for-
mas e propriedades diversas entre eles, e o ambiente
também pode contribuir com a gravidade, resisténcia
do ar, etc. Entretanto, o modelo é extremamente til,
por exemplo na andlise da ocorréncia de terremotos em
varias escalas. A lei de Richter para terremotos apre-
senta uma incrivel semelhanca com a lei de potécia que
obtemos a partir do modelo da pilha de areia [1]. Embo-
ra os terremotos possuam um grande nimero de agra-
vantes e atenuantes que precisam ser levados em conta,
pode-se modelar esse fenémeno com auxilio de algu-
mas regras simples de interagoes, produzindo resultados
semelhantes. Este modelo nos da ainda a liberdade de
implementar diversos tipos de modificacoes, como por
exemplo, alteragoes no tamanho da pilha, distribuigoes
aleatorias, lancamento de graos em pontos aleatorios e
até mesmo inclinagao da rede, o que seria possivel se al-
terarmos as probabilidades de distribuicao dos desliza-
mentos.

4. Implementacao do modelo

Para a realizacao das simulagoes, o autémato celular foi
implementado em um programa computacional usando
a linguagem C++4, com um formato de arquivos texto
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com a extensdo *.dat, para os dados, que foram anali-
sados através de um aplicativo (xmgrace), que permite
a visualizacao em graficos cartesianos.

O algoritmo proposto para esse modelo é apresen-
tado no apéndice A.

Em nossas simulagoes, os graos de areia ingressam
na pilha somente através do sitio central. O método
principal do algoritmo consiste em um loop que faz
chamadas sucessivas a fungao pingar. Esta fungao, por
sua vez, incrementa a quantidade de areia do sitio es-
pecificado e em seguida verifica se o sitio ja alcangou
sua capacidade critica. Caso afirmativo, os graos desse
sitio serao distribuidos aos seus vizinhos, zerando o sitio
local e chamando a fungao pingar para cada um dos
quatro vizinhos.

E interessante ressaltar que o algoritmo utilizado
tem o cardcter recursivo, de modo que possa ser rea-
lizada uma reagao em cadeia até que nenhum sitio tenha
graos em niumero igual a capacidade critica, o que fara
com que as chamadas recursivas cessem naquela ite-
racao.

Apo6s implementarmos o caso apresentado na segao
anterior, introduzimos no problema uma distribuicao
probabilistica para os deslizamentos. A modifi¢ao con-
siste em distribuir os graos de forma nao-uniforme,
ou seja, os sitios vizinhos nao vao receber, necessaria-
mente, um grao cada. Estes graos podem ser divididos
de forma que um sitio possa receber nenhum grao ou
até mesmo os 4 graos de seu sitio vizinho. A proposta
gera um problema de andlise combinatéria: “De quan-
tas maneiras seria possivel distribuir quatro bolinhas
em quatro caixas diferentes”, supondo que a caixas sao
os sitios e as bolinhas sdo os graos de areia. O resul-
tado para esse problema é uma combinacao de 7, 3 a
3, ou seja, 35 distribuigoes diferentes. A partir dai es-
tipulamos que cada distribui¢ao distinta receberia um
indice que podia variar de 1 a 35. Quando um sitio
completasse 4 graos de areia, um ntimero aleatério era
gerado e uma distribuicao de sitios vizinhos cujo indice
coincidisse com o numero sorteado era selecionada e
utilizada no deslizamento.

Todas as distribuigoes tinham a mesma probabili-
dade de ocorrer, isto é, 1/35.

5. Resultados e Conclusoes

A implementacao do modelo da pilha de areia ajudou
na visualizacao de algumas propriedades comuns aos
sistemas complexos tais como a imprevisibilidade e o
aparecimento de estados criticos.

Os dados produzidos pelas simulacoes foram
tragados em um plano cartesiano Log[N (s)] x Log[(s)],
permitindo a verificaggo da existéncia da lei de
poténcia, através de um ajuste linear da curva.

Os resultados obtidos estao muito préximos do valor
esperado. O modelo da pilha de areia prevé que a reta
ajustada tenha um coeficiente angular de -1 [1]. Os
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dados que obtivemos variam entre -1.13 e -1.18 nas di-
versas circunstancias testadas, como podemos ver nas
Figs. 4, 5 e 7. Os testes realizados foram feitos em ma-
trizes de tamanho minimo 16 x 16 e tamanho maximo
de 129 x 129.

Para tamanhos muito pequenos da pilha, nao é
muito claro o surgimento de uma reta. Podemos di-
vidir o grafico em 3 partes, como mostrado na Fig. |4l
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Figura 3 - Simulacdo com 15.000 iteragbes, em um plano de
tamanho 65 X 65.

A parte I corresponde a flutuagbes que sdo con-
sequéncia do tamanho finito do sistema. O trecho II é
o utilizado para ajuste da curva. Esta regiao é pequena
em relagao as outras para tamanhos reduzidos de pilha.
A parte III é a regiao onde ocorre uma maior dispersao
dos dados. Eles nao contribuem para o ajuste da reta.
Isso é consequéncia de um nimero muito grande de ite-
ragoes realizadas no sistema, visto que quando poucas
iteracOes sao feitas, a regiao tende a ficar considera-
velmente menos densa, como podemos ver comparando
as Figs. 3 e 4. Entretanto, se o ntimero de iteragoes
for pequeno, o sistema nao terd alcangado um estado
critico.
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Figura 4 - O gréfico apresenta uma divisao em 3 regides distintas.
Esta simulagao foi realizada em uma rede de tamanho 65 x 65
com 150000 iteracoes.
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Figura 5 - Simulacao feita em um plano de tamanho 129 x 129
com distribui¢do uniforme dos graos.

Figura 6 - Figura da pilha de areia obtida com distribuigao
uniforme dos graos, iterada 100000 vezes em uma matriz com
129 x 129 sitios.

Complementando os testes, foram realizadas simu-
lagoes que também incluiram probabilidades na dis-
tribuicao das avalanches, como mencionado na secao
4. As curvas obtidas com a distribuicao probabilistica
(Fig. [7) ndo apresentaram modificacdo em relagio as
curvas retiradas de testes usando a distribuicao uni-
forme (Fig. [5). Os valores obtidos para a inclinagao da
reta em ambos os testes se mantiveram dentro do in-
tervalo registrado anteriormente. Este resultado pode
parecer 6bvio, entretanto, o padrao gerado pela orga-
nizacao dos graos em ambos os testes é totalmente dis-
tinto. Note que no teste com distribuicao de proba-
bilidade uniforme, em um plano 129 x 129 (Fig. [6)),
registra-se um padrao simétrico com regioes com maior
concentracao de sitios com a mesma quantidade de
graos. De modo que, se um sitio localizado em uma
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regiao com grande concentracao de graos sofrer um
deslizamento, enormes avalanches acontecerao. Mas
isso nao ocorre no plano 129 x 129, onde foi usada a
distribuigao de probabilidade nao-uniforme, como ve-
mos na Fig. 8l Nesta simulagao, a configuracao é mais
homogénea, com os graos distribuidos aleatoriamente.
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Figura 7 - Simulagao feita em um plano de tamanho 129 x 129
com distribuigao aleatéria dos graos.

Figura 8 - Figura da pilha de areia obtida com distribuicao nao-
uniforme dos deslizamentos, iterada 100000 vezes em uma matriz
com 129 x 129 sitios.

Pelo que podemos verificar nas Figs. 5l e (7, o tama-
nho das avalanches continua muito semelhante e o coe-
ficiente da reta mantém-se entre -1.13 e -1.18. Podemos
concluir entao que a forma da distribuigao dos graos no
sistema nao influi na ocorréncia das avalanches, ja que
a lei de poténcia nao apresenta variacoes significativas
entre as duas abordagens.
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Apéndice - Algoritmo

pingar (int posicaol, int posicaoJ){
/* Incrementar o sitio local*/
Matriz[posicaoI] [posicaJ] = Matriz[posicaoI] [posicaoJ] + 1;
se a Matriz[posicaoI] [posicaJ] atingiu a capacidade suporte
{
Matriz[posicaoI] [posicaoJ] = 0;
se existe um sitio vizinho acima do sitio local
{

pingar(posicaol - 1, posicaol);

se existe um sitio vizinho a esquerda do sitio local

{
pingar(posicaol, posicaoJ - 1);
}
se existe um sitio vizinho abaixo do sitio local
{

pingar(posicaol + 1, posicaolJ);

se existe um sitio vizinho a direita do sitio local

pingar(posicaoI, posicaoJ + 1);

} metodoMain(){
Para i = 0 ate o numero total de iteracoes

{
/*0s graos de areia somente ingressaram na pilha pelo sitio centralx/
pingar(tamanho da matriz/2, tamanho da matriz/2);
¥
}
[
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