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Neste artigo vamos resgatar a sensasional ideia devida a V. Ritus para o cálculo do propagador de Feynman.
Faremos uma discussão geral do método e o aplicaremos ao cálculo do propagador de um campo bosônico e
fermiônico sujeitos a um campo magnético não quantizado constante e homogêneo.
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We reveiw the remarkable idea due V. Ritus for calculating the Feynman propagator. We present a general
discussion about the method and apply it for calculating the bosonic as well fermionic propagators in a homo-
geneous and constant classical magnetic field.
Keywords: Ritus’ method, Feynman propagator, Landau levels.

1. Introdução

O propagador de Feynman é uma quantidade impres-
cind́ıvel em Teoria Quântica de Campos (TQC) e, por-
tanto, deve ser calculado para as mais diversas situações
nas quais os campos quânticos estejam sujeitos. Na
década de 1970, embora já existissem muitas técnicas
para o cálculo do propagador [1], o f́ısico russo Vladimir
Ritus abordou o problema do cálculo do propagador de
Feynman de um campo fermiônico sujeito a um campo
eletromagnético externo, de uma forma assaz inovadora
e simplória [2–4], qual seja: pela diagonalização do ope-
rador de Dirac. Em linhas gerais, o método consiste
em encontrar autofunções do operador de Dirac, de tal
modo que o propagador seja escrito como na forma li-
vre, ou seja, é encontrada uma espécie de transformada

de Fourier para o operador /̂Π. Embora originalmente
tenha sido elaborado para o cálculo do propagador de
uma part́ıcula carregada de spin 1/2, nos anos 2000 o
método de Ritus foi usado para o cômputo do propaga-
dor de uma part́ıcula carregada de spin 1, no contexto
da teoria eletrofraca [5,6]. Recentemente, o método de
Ritus foi utilizado também em baixas dimensões [7] e
em eletrodinâmica [8].

Ao submetermos part́ıculas carregadas a um campo
magnético externo, surgem os chamados ńıveis de Lan-
dau (ńıveis de energia quantizados no plano perpendi-
cular ao campo magnético). Os ńıveis de Landau fo-
ram tema de uma discrepância recente na literatura,

quando os autores das referências [5, 6] usaram o ńıvel
de Landau mais baixo (ℓ = 0) em virtude de conside-
rarem campos magnéticos fortes, enquanto que os au-
tores de [9] contestaram estes resultados ao mostrarem
que os próximos ńıveis de Landau apresentavam igual
contribuição no mesmo contexto. Nesta perspectiva, e
tendo em vista os recentes desenvolvimentos em f́ısica
da Matéria condensada, sobretudo na f́ısica do grafeno,
cálculos exatos (incluindo todos os ńıveis de Landau)
no propagador fermiônico são sempre oportunos.

Por isso, conhecer uma expressão anaĺıtica, tratável
e exata para o propagador do elétron sujeito a
um campo magnético externo, pode representar uma
grande simplificação nos cálculos que o envolvem. No
que se segue, vamos obter o propagadador de um campo
bosônico e fermiônico sujeitos a um campo magnético
externo com o uso da técnica desenvolvida por Ritus.
Nossos cálculos incluirão todos os ńıveis de Landau. O
trabalho está dividido assim: Na seção 2, definiremos o
problema do cálculo do propagador bosônico livre e su-
jeito a um campo magnético homogêneo e constante no
espaço de Minkowski. Exporemos a ideia de Ritus, cal-
cularemos as autofunções do operador Π̂2, mostraremos
que elas formam um conjunto completo e, no final da
seção, apresentaremos o propagador no espaço dos mo-
menta, coordenadas e no espaço euclidiano. Na seção
3, novamente como recurso pedagógico, partiremos do
propagador fermiônico livre e passaremos ao caso com
campo externo. Encontraremos as autofunções de Ri-
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tus para o operador /̂Π e mostraremos as relações de
completeza e ortogonalidade que elas obedecem, além
de calcularmos o propagador. Faremos nossas consi-
derações finais na seção 4.

Ao longo do texto, usaremos a métrica de Min-
kowski com signatura η = diag(1,−1,−1,−1) e o sis-
tema de unidades natural, no qual c = ~ = 1.

2. O método de Ritus e o campo bosô-
nico

Para fins didáticos, primeiro vamos obter o propaga-
dor bosônico livre, mas sob um ponto de vista peculiar.
A equação de Klein-Gordon para um part́ıcula livre de
massa m0 e carga elétrica e0 (um campo bosônico no
contexto da TQC), no espaço de Minkowski, é dada por

(
−P̂ 2 +m2

0

)
ϕ (xρ) = 0,

onde P̂µ = i∂µ e xρ = (t, x, y, z). Em TQC, para com-
putar amplitudes de probabilidade de certos eventos
ocorrerem (através dos elementos da matriz de espa-
lhamento e de diagramas), usamos a função de Green
de Feynman, ou propagador de Feynman, que para o
caso bosônico livre, satisfaz(

−P̂ 2 +m2
0

)
G (x, x′) = −iδ4 (x− x′) , (1)

onde o fator -i mostrar-se-á conveniente quando dese-
jarmos ir para o espaço euclidiano. Note que [P̂ 2, P̂ν ] =
0. Com efeito, autofunções do operador P̂ν são também
autofunções do operador P̂ 2. Logo, a onda plana,
exp(−ipµxµ), é autofunção de P̂ 2. É fácil ver que

P̂ 2 [exp (−ipµxµ)] = p2 [exp (−ipµxµ)] . (2)

Pode-se mostrar que as ondas planas formam um
conjunto completo, isto é,∫
d4x [exp (−ipµxµ)] [exp (−ip′νxν)]

∗
= (2π)

4
δ4 (p− p′) ,

∫
d4p [exp (−ipµxµ)] [exp (−ipνx′ν)]

∗
= (2π)

4

×δ4 (x− x′) . (3)

Assim, o propagador bosônico livre pode ser escrito
através da transformada de Fourier usual

G (x, x′) =
1

(2π)
4

∫
d4p [exp (−ipµxµ)] g (p)

× [exp (−ipνx′ν)]
∗
, (4)

onde a função g (p) (o propagador no espaço dos mo-
menta) é determinada após aplicarmos o operador
(−P̂ 2 + m2

0) à Eq. (4), usarmos as Eqs. (2), (1) e a

Eq. (3). Fazendo isso, encontramos (−p2 +m2
0)g(p) =

−i, ou seja,

g (p) = lim
ϵ→0

i

p2 −m2
0 + iϵ

. (5)

Agora vamos calcular o propagador do campo
bosônico sujeito a um campo magnético externo B, uni-
forme e homogêneo, na direção z. Neste caso, a equação
de Klein-Gordon se modifica para(

−Π̂2 +m2
0

)
Φ(xρ) = 0,

onde Π̂µ = P̂µ − e0Aµ e usaremos o calibre de Landau:
Aµ = (0, 0, xB, 0). O propagador de Feynman associ-
ado ao campo magnético de fundo, satisfaz a equação(

−Π̂2 +m2
0

)
G (x, x′, A) = −iδ4 (x− x′) . (6)

Porém, agora [Π̂2, P̂ν ] ̸= 0. Portanto, não podemos ex-
pandir G(x, x′, A) em termos das autofunções do ope-
rador P̂µ, isto é, em termos das ondas planas.

A essência do método de Ritus consiste em encon-
trar autofunções do operador Π̂2 tal que formem um
conjunto completo. Desse modo, podemos proceder
como no caso livre e buscar expressões análogas às
Eqs. (4) e (5).

De um ponto de vista pragmático, devemos encon-
trar um conjunto completo de autofunções Ep que sa-
tisfaçam

Π̂2Ep = p2Ep. (7)

No calibre proposto, o operador Π̂2 fica escrito como

Π̂2 = − ∂2

∂t2
+
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2
−2iω0x

∂

∂y
−ω2

0x
2, (8)

sendo ω0 ≡ e0B, a frequência de ciclotron. Notamos
que o operador Π̂2 é de segunda ordem em todas as co-
ordenadas, e que as variáveis t, y e z são desacopladas
entre si. Vamos tentar uma solução “tipo”onda plana
em t, y e z (sem explicitar, entretanto, a dependência
em x ), por meio do insight [10,11]:

Ep (x
µ) = X(x) exp [−i (ptt− ω0pyy − pzz)] . (9)

Substituindo a Eq. (9) na Eq. (7), obtemos

X ′′(x)− ω2
0(x− py)

2X(x) + const ·X(x) = 0, (10)

onde a constante de separação é definida por

const ≡ p2t − p2z − p2.

A Eq. (10) é a equação diferencial de Hermite, cu-
jas soluções são finitas apenas para const = ω0(2ℓ+1),
com ℓ = 0, 1, 2, 3, ... representando todos os ńıveis de
Landau. Claramente, temos que

p2 = p2t − p2z − ω0(2ℓ+ 1). (11)
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As soluções da Eq. (10), já normalizadas, são bem
conhecidas [12],

Xℓ(x) =
1√
2ℓℓ!

(ω0

π

) 1
4

exp
[
−ω0

2
(x− py)

2
]

× Hℓ [
√
ω0(x− py)] ,

onde Hℓ são os Polinomios de Hermite. Por con-
veniência futura, definiremos as chamadas funções de
Hermite [13]

hℓ(s) ≡
1√

2ℓℓ!
√
π
exp

(
−s

2

2

)
Hℓ(s).

Estas funções são ortonormais e satisfazem∫ +∞

−∞
ds hℓ(s) hm(s) = δℓ,m (12)

e

+∞∑
ℓ=0

hℓ(s) hℓ(s
′) = δ(s− s′). (13)

Reescrevemos a Eq. (9) em termos destas funções,

Ep(x
µ) = (ω0)

1
4 exp [−i (ptt− ω0pyy − pzz)]

× hℓ [
√
ω0(x− py)] . (14)

Usando as Eqs. (14), (13), e a propriedade δ(as) =
|a|−1δ(s), não é dif́ıcil demonstrar que as autofunções
Ep(x

µ) satisfazem a relação de completeza∑
ℓ

∫
d3pEp(x)E

∗
p(x

′) = (2π)
3
δ (t− t′) δ (x− x′)

× δ (y − y′) δ (z − z′) . (15)

Analogamente, e tendo em vista a Eq. (12), podemos
mostrar que as autofunções Ep satisfazem a relação de
ortogonalidade∫

d4xE∗
p′(x)Ep(x) = (2π)

3
δℓ,ℓ′δ (pt − p′t)

× δ
[
ω0

(
py − p′y

)]
δ (pz − p′z) .

Portanto, as autofunções Ep(x
µ) formam um con-

junto completo e, como fizemos na Eq. (4), podemos
escrever

G (x, x′, A) =
1

(2π)3

∞∑
ℓ=0

∫
d3pEp(x)G (p,A)E∗

p(x
′). (16)

Aplicando o operador (−Π̂2 +m2
0) à relação (16) e

usando as Eqs. (7), (6) e (15), encontramos o propaga-
dor no espaço dos momenta

G (p,A) = lim
ϵ→0

i

p2 −m2
0 + iϵ

, (17)

com p, dado pela Eq. (11).
No espaço euclidiano, conectado ao espaço de Min-

kowski através das transformações (veja, por exemplo,
[14, 15]): pt = iptE ; pj = pjE ; t = −itE , a integral de
loop e o propagador, no limite x′ → x, são dados por

GE (x, x,A) =
(ω0

2π

) ∞∑
ℓ=0

∫
dptE
(2π)

dpz
(2π)

1

p2E +m2
0

, (18)

onde p2E = p2tE + p2z + ω0(2ℓ+ 1) e usamos a Eq. (12).
Na Ref. [11], o mesmo propagador foi encontrado via
termo cinético da Hamiltoniana do sistema.

3. O método de Ritus e o campo fermiô-
nico

Antes de apresentarmos o método de Ritus no contexto
original em que foi proposto - na teoria fermiônica, va-
mos obter o propagador fermiônico livre, novamente sob
uma perspectiva incomum. A equação de Dirac para
um part́ıcula livre, de massa m e carga elétrica e, no
espaço de Minkowski, é dada por(

/̂P −m
)
ψ (xρ) = 0,

onde

/̂P = γµP̂µ ; {γµ, γν} = 2ηµν ; σµν =
i

2
[γµ, γν ] .

Usaremos a representação Quiral para as matrizes γ

γ0 =

(
0 −I
−I 0

)
; γj =

(
0 σj

−σj 0

)
;

σij = ϵijk

(
σk 0
0 σk

)
, (19)

com σ1 = σx, σ
2 = σy, σ

3 = σz, representando as
matrizes de Pauli.

O propagador de Feynman, neste caso livre, satisfaz(
/̂P −m

)
S (x, x′) = −iδ4 (x− x′) . (20)

Os operadores /̂P e P̂ν comutam. Consequentemente,
autofunções do operador P̂ν são também autofunções

do operador /̂P . Assim como no caso bosônico livre, a

onda plana é autofunção de /̂P , mas com autovalor /p,
ou seja:

/̂P [exp (−ipµxµ)] = /p [exp (−ipµxµ)] , (21)

e

S (x, x′) =
1

(2π)
4

∫
d4p [exp (−ipµxµ)] s̃ (p)

× [exp (−ipνx′ν)]∗. (22)

O propagador fermiônico no espaço dos momenta

é encontrado após aplicarmos o operador ( /̂P − m) à
Eq. (22), usarmos as Eqs. (21), (20) e a Eq. (3),

s̃ (p) = lim
ϵ→0

−i(/p+m)

p2 −m2 + iϵ
. (23)
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Ao submetermos o campo fermiônico a um campo
magnético externo B, uniforme e homogêneo na direção
z, a equação de Dirac adquire a forma(

/̂Π−m
)
Ψ(xν) = 0,

onde, Π̂µ = P̂µ − eAµ. O propagador, neste caso, satis-
faz (

/̂Π−m
)
S (x, x′, A) = −iδ4 (x− x′) . (24)

Contudo, observamos que [ /̂Π, P̂ν ] = −eγµ[Aµ, P̂ν ] ̸=
0. Logo, não podemos expandir S(x, x′, A) em ter-
mos das ondas planas. Por outro lado, segundo Ri-
tus [2–4], a função de Green do campo de Dirac, é
uma função de escalares envolvendo as matrizes γ, o
operador Π̂µ e o campo Fµν . As quantidades escala-

res posśıveis são: /̂Π, (σµνFµν), (F̃
µΠ̂µ)

2 e (γ5F
µνF ∗

µν),

onde F̃µ = 1
2ϵ

µαβFαβ e F ∗µν = 1
2ϵ

µναβFαβ . Como

FµνF ∗
µν ≈ (E⃗ · B⃗), temos que para o caso de um campo

puramente magnético, FµνF ∗
µν = 0. Ritus percebeu

que estes operadores comutam como operador de Dirac
ao quadrado, isto é,[
( /̂Π)2, /̂Π

]
=

[
( /̂Π)2, σµνFµν

]
=

[
( /̂Π)2, F̃µΠ̂µ

]
= 0.

Desse modo, se encontrarmos autofunções Ep do

operador ( /̂Π)2, estas também serão autofunções do ope-

rador de Dirac, /̂Π e de S(x, x′, A). Além disso, caso
estas autofunções formem um conjunto completo, po-
deremos escrever a função de Green em termos delas,
como feito na Eq. (22).

As autofunções Ep são conhecidas como auto-
funções de Ritus, e devem satisfazer

( /̂Π)2Ep = p2Ep. (25)

Vamos encontrar a estrutura matricial Ep que sa-
tisfaz a Eq. (25). Levando em conta o calibre es-
colhido, os únicos elementos não-nulos de Fµν são:
F12 = −F21 = −B. Com efeito, após usarmos σij ,
dado em (19), podemos mostrar que

( /̂Π)2 = Π̂2 + ωσ12 = Π̂2 + ω(I2 ⊗ σz), (26)

onde Π̂2 é dado na Eq. (8) com a substituição de ω0 por
ω ≡ eB. A partir da expressão (26), percebemos que a
autofunção Ep deve ser a análoga a do caso bosônico,

graças ao operador Π̂2, mas com um elemento matricial
que satisfaça o produto tensorial relacionado à matriz
σz. A partir do que já conhecemos do caso bosônico e
da Ref. [5], tentaremos uma solução da forma

Ep(x
µ) =

∑
σ=±1

Ep,σ(x
µ)Ωσ, (27)

onde σ representa a variável de spin do campo
fermiônico e Ep,σ(x

µ) é dada pela Eq. (9) com ω0 → ω
e X(x) → Xσ(x). A matriz Ωσ deve ser tal que

(I2 ⊗ σz)Ωσ = σΩσ. (28)

A exigência imposta pela Eq. (28) revela uma ma-
triz Ωσ da forma

Ωσ = diag(δσ,1, δσ,−1, δσ,1, δσ,−1). (29)

Ao substituir a Eq. (27) na Eq. (25) e usar as Eqs. (26)
e (28), descobrimos, como esperado, que Xσ(x) satis-
faz novamente a Eq. (10), mas agora com ω0 → ω e
constante de separação

const′ ≡ p2t − p2z + ωσ − p2,

com a restrição: const′ = ω(2ℓ + 1). Observamos que
as funções Ep,1 e Ep,−1 são na verdade dadas pela ex-
pressão (14) com ω0 → ω e,

p2 = p2t − p2z − ω(2ℓ+ 1− σ). (30)

Usando a Eq. (27) e o fato de que
∑

σ,σ′ ΩσΩσ′ =
I4, podemos facilmente demonstrar que as autofunções
Ep(x

µ) satisfazem∑
ℓ

∫
d3pEp(x)Ep(x

′) = (2π)
3
δ (t− t′) δ (x− x′)

× δ (y − y′) δ (z − z′) , (31)

e ∫
d4xEp′(x)Ep(x) = (2π)

3
δℓ,ℓ′δ (pt − p′t)

× δ
[
ω
(
py − p′y

)]
δ (pz − p′z) .

onde Ep(x
′) = γ0E†

p(x
′ν)γ0. Fica claro então, que as

autofunções Ep formam um conjunto completo e, como
fizemos na Eq. (22), podemos escrever

S(x, x′, A) =
1

(2π)3

∞∑
ℓ=0

∫
d3pEp(x)S̃(p,A)Ep(x

′). (32)

Para encontrar o propagador fermiônico no espaço

dos momenta, devemos aplicar o operador ( /̂Π − m) à
Eq. (32), usar as Eqs. (24) e (31). Contudo, sabe-

mos que Ep(x) é autofunção de /̂Π, mas não sabemos
com qual autovalor. Em outros termos, não temos o
análogo das Eqs. (2), (7) e (21).

Para sanar este problema, o método de Ritus pos-
tula a relação

( /̂Π) Ep = Ep (/p). (33)

Como antes, após aplicarmos o operador ( /̂Π−m) à
Eq. (32), e usarmos as Eqs. (33), (24) e (31), obtemos

S̃(p,A) = −i(/p+m)

p2 −m2 + iϵ
. (34)

A seguir descobriremos qual quadrivetor pµ satisfaz
a Eq. (33). A partir das Eqs. (27) e (29), escrevemos
as autofunções de Ritus explicitamente

Ep =


Ep,1 0 0 0
0 Ep,−1 0 0
0 0 Ep,1 0
0 0 0 Ep,−1

 . (35)
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Usando as expressões (35) e (19), temos

( /̂Π)Ep =


0 0 −(pt + pz)Ep,1 i(∂1 + ωpy − ωx)Ep,−1

0 0 i(∂1 − ωpy + ωx)Ep,1 −(pt − pz)Ep,−1

−(pt − pz)Ep,1 −i(∂1 + ωpy − ωx)Ep,−1 0 0
−i(∂1 − ωpy + ωx)Ep,1 −(pt + pz)Ep,−1 0 0

 . (36)

O lado direito da Eq. (33) é expresso por

Ep(/p) =


0 0 (−p0 + p3)Ep,1 (p1 − ip2)Ep,1

0 0 (p1 + ip2)Ep,−1 −(p0 + p3)Ep,−1

−(p0 + p3)Ep,1 −(p1 − ip2)Ep,1 0 0
−(p1 + ip2)Ep,−1 −(p0 − p3)Ep,−1 0 0

 . (37)

⌈

Depois de comparar a Eq. (36) com a Eq. (37) e
resolvermos um sistema de equações diferenciais aco-
pladas, encontramos

p0 = pt ; p3 = −pz ; p21 + p22 = p2t − p2z − p2. (38)

Levando em conta a Eq. (30), descobrimos as compo-
nentes de pµ para que a Eq. (33) seja satisfeita

pµ = (pt, p1, p2,−pz), (39)

com

p21 + p22 = ω (2ℓ+ 1− σ) .

Podemos escolher a origem do eixo coordenado x tal
que p1 = 0 (a mesma escolha foi feita nos trabalhos de
Ritus). Desse modo, o propagador fermiônico no espaço
dos momenta fica dado pela Eq. (34), e

pµ =
(
pt, 0,

√
ω(2ℓ+ 1− σ),−pz

)
.

Para cálculos em matéria condensada, é importante
escrever o propagador dado nas Eqs. (32) e (34) no
espaço euclidiano. Tendo em vista as relações γ0 =
iγ0E ; γj = γjE , podemos demonstrar que,

{γµE , γνE} = −2δµν , /p = −/pE .

Assim, o propagador no background magnético é es-
crito, no limite x′ → x, como

SE(x, x,A) =
( ω

2π

) ∞∑
ℓ=0

∫
dptE
(2π)

dpz
(2π)

(/pE −m)

p2E +m2
, (40)

com p2E = p2tE + p2z + ω(2ℓ+ 1− σ).
Para terminar a seção e também verificar a auten-

ticidade do quadrivetor pµ, vamos encontrar os ńıveis
de energia de uma part́ıcula fermiônica imersa em um
campo magnético constante. Trata-se da generalização
relativ́ıstica do problema de Landau. Da equação de

Dirac sujeita ao campo externo, vemos que ( /̂Π)2 = m2,

mas pelo método de Ritus, de acordo com a Eq. (25),

( /̂Π)2 = p2. Logo,

m2 = p2 ⇒ pt = Eℓ =
√
m2 + p2z + ω(2ℓ+ 1− σ), (41)

onde usamos a Eq. (30). A expressão (41) é obtida sem
o método de Ritus, na Ref. [16], p. 68.

4. Conclusões e comentários

O método de Ritus possibilita escrever o propagador
de Feynman sujeito a um campo eletromagnético em
uma forma diagonal e, portanto, incrivelmente simples.
Nos artigos orignais de Ritus, um número quântico
k é definido e permeia toda a teoria. Contudo, na
base que usamos neste artigo, este número quântico
não foi necessário. Como as autofunções que encon-
tramos ao longo do texto formavam um conjunto com-
pleto, fomos capazes de expandir as funções de Green
dos campos bosônico e fermiônico, sujeitas a um campo
magnético de fundo, em termos destas autofunções.
Nossos cálculos inclúıram todos os ńıveis de Landau
e são exatos. Com este trabalho, esperamos que o
método de Ritus se torne mais difundido na comuni-
dade acadêmica. Em trabalhos futuros, sob a perspec-
tiva da TQC à Temperatura Finita, pretendemos usar
o propagador fermiônico encontrado neste artigo, em
cálculos da temperatura de transição de fase em siste-
mas fermiônicos, como feito em [11].
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