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Neste artigo vamos resgatar a sensasional ideia devida a V. Ritus para o calculo do propagador de Feynman.
Faremos uma discussao geral do método e o aplicaremos ao calculo do propagador de um campo bosonico e
fermionico sujeitos a um campo magnético ndo quantizado constante e homogéneo.
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We reveiw the remarkable idea due V. Ritus for calculating the Feynman propagator. We present a general
discussion about the method and apply it for calculating the bosonic as well fermionic propagators in a homo-

geneous and constant classical magnetic field.
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1. Introducao

O propagador de Feynman é uma quantidade impres-
cindivel em Teoria Quéantica de Campos (TQC) e, por-
tanto, deve ser calculado para as mais diversas situagoes
nas quais os campos quanticos estejam sujeitos. Na
década de 1970, embora ja existissem muitas técnicas
para o célculo do propagador [0, o fisico russo Vladimir
Ritus abordou o problema do calculo do propagador de
Feynman de um campo fermionico sujeito a um campo
eletromagnético externo, de uma forma assaz inovadora
e simpléria [BHA], qual seja: pela diagonalizagao do ope-
rador de Dirac. Em linhas gerais, o método consiste
em encontrar autofungoes do operador de Dirac, de tal
modo que o propagador seja escrito como na forma li-
vre, ou seja, é encontrada uma espécie de transformada
de Fourier para o operador JI. Embora originalmente
tenha sido elaborado para o célculo do propagador de
uma particula carregada de spin 1/2, nos anos 2000 o
método de Ritus foi usado para o computo do propaga-
dor de uma particula carregada de spin 1, no contexto
da teoria eletrofraca [B,B]. Recentemente, o método de
Ritus foi utilizado também em baixas dimensées [@] e
em eletrodindmica [B].

Ao submetermos particulas carregadas a um campo
magnético externo, surgem os chamados niveis de Lan-
dau (niveis de energia quantizados no plano perpendi-
cular ao campo magnético). Os niveis de Landau fo-
ram tema de uma discrepancia recente na literatura,
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quando os autores das referéncias [B,H] usaram o nivel
de Landau mais baixo (¢ = 0) em virtude de conside-
rarem campos magnéticos fortes, enquanto que os au-
tores de [A] contestaram estes resultados ao mostrarem
que os proximos niveis de Landau apresentavam igual
contribuicao no mesmo contexto. Nesta perspectiva, e
tendo em vista os recentes desenvolvimentos em fisica
da Matéria condensada, sobretudo na fisica do grafeno,
célculos exatos (incluindo todos os niveis de Landau)
no propagador fermidnico sdo sempre oportunos.

Por isso, conhecer uma expressao analitica, tratével
e exata para o propagador do elétron sujeito a
um campo magnético externo, pode representar uma
grande simplificacdo nos célculos que o envolvem. No
que se segue, vamos obter o propagadador de um campo
bosonico e fermidnico sujeitos a um campo magnético
externo com o uso da técnica desenvolvida por Ritus.
Nossos célculos incluirao todos os niveis de Landau. O
trabalho esté dividido assim: Na secao 2, definiremos o
problema do célculo do propagador bosonico livre e su-
jeito a um campo magnético homogéneo e constante no
espaco de Minkowski. Exporemos a ideia de Ritus, cal-
cularemos as autofungoes do operador fIQ, mostraremos
que elas formam um conjunto completo e, no final da
se¢do, apresentaremos o propagador no espago dos mo-
menta, coordenadas e no espaco euclidiano. Na secao
3, novamente como recurso pedagdgico, partiremos do
propagador fermionico livre e passaremos ao caso com
campo externo. Encontraremos as autofungoes de Ri-
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tus para o operador JI e mostraremos as relacdes de
completeza e ortogonalidade que elas obedecem, além
de calcularmos o propagador. Faremos nossas consi-
deracoes finais na secao 4.

Ao longo do texto, usaremos a métrica de Min-
kowski com signatura n = diag(l,—1,—1,—1) e o sis-
tema de unidades natural, no qual c = h = 1.

2. O método de Ritus e o campo boso-
nico

Para fins diddticos, primeiro vamos obter o propaga-
dor bosoénico livre, mas sob um ponto de vista peculiar.
A equagao de Klein-Gordon para um particula livre de
massa mg e carga elétrica ey (um campo bosénico no
contexto da TQC), no espaco de Minkowski, é dada por

(7152 + m%) ¢ (zf) =0,

onde pu =10, e 2 = (t,x,y,2). Em TQC, para com-
putar amplitudes de probabilidade de certos eventos
ocorrerem (através dos elementos da matriz de espa-
lhamento e de diagramas), usamos a funcao de Green
de Feynman, ou propagador de Feynman, que para o
caso bosoénico livre, satisfaz

(-fﬂ + mg) G(z,2') = —id* (x — '), (1)

onde o fator -i mostrar-se-4 conveniente quando dese-
jarmos ir para o espago euclidiano. Note que [fﬂ? Pl,] =
0. Com efeito, autofungoes do operador P, sio também
autofungoes do operador P2, Logo, a onda plana,
exp(—ipuat), é autofungio de P2. E facil ver que

P? [exp (—ipuat)] = p* [exp (—ipua*)]. (2)

Pode-se mostrar que as ondas planas formam um
conjunto completo, isto é,

/d4x [exp (—ipa™)] [exp (—ip),a”)]" = (2m)* 6% (p — 1) ,

/ d*p [exp (—ipuat)] [exp (—ip,a™)]" = (2m)*
xét(z—2).  (3)

Assim, o propagador bosonico livre pode ser escrito
através da transformada de Fourier usual

(271r)4 / d*p [exp (—ipua™)] g (p)

x [exp (=ipya™)]", (4)

G (z,2")

onde a funcdo g (p) (o propagador no espago dos mo-
mer}ta) é determinada apds aplicarmos o operador
(—=P? + m?) a Eq. (@), usarmos as Eqs. (@), (I) e a
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Eq. (B). Fazendo isso, encontramos (—p? + m2)g(p) =
—i, OU seja,
(v) = i " (5)
=lim ——.
g e=0 p2 — mi + ie
Agora vamos calcular o propagador do campo
boso6nico sujeito a um campo magnético externo B, uni-
forme e homogéneo, na diregao z. Neste caso, a equagao
de Klein-Gordon se modifica para

(—ﬂz + m%) o (zf) =0,

onde 1:[“ = 15# —egA,, e usaremos o calibre de Landau:
A* = (0,0,2B,0). O propagador de Feynman associ-
ado ao campo magnético de fundo, satisfaz a equagao

(-ﬁ? n mg) G(x,z',A) = —id*(z—a').  (6)

Porém, agora [f[z, ]f’l,] # 0. Portanto, ndo podemos ex-
pandir G(z,2’, A) em termos das autofuncoes do ope-
rador PW isto é, em termos das ondas planas.

A esséncia do método de Ritus consiste em encon-
trar autofuncoes do operador I12 tal que formem um
conjunto completo. Desse modo, podemos proceder
como no caso livre e buscar expressoes andlogas as
Egs. (@) e (B).

De um ponto de vista pragmatico, devemos encon-
trar um conjunto completo de autofuncgdes £, que sa-
tisfacam

[1’E, = p°E,,. (7)
No calibre proposto, o operador 112 fica escrito como

- 0? 0? 0? 0? . 0

H2 = —@-ﬁ-@ﬁ'@ﬁ-@—Qlel’aﬁy—w%xz, (8)
sendo wg = egB, a frequéncia de ciclotron. Notamos
que o operador 112 é de segunda ordem em todas as co-
ordenadas, e que as variaveis t, y e z sao desacopladas
entre si. Vamos tentar uma solucao “tipo”onda plana
em t, y e z (sem explicitar, entretanto, a dependéncia
em z), por meio do insight [,

E, (:L'“) = X(.’L‘) eXp [_i (ptt — WoPyY — pzz)] : (9)
Substituindo a Eq. (8) na Eq. (@), obtemos
X" () —wi(z — py)* X (x) + const - X(x) =0, (10)

onde a constante de separagao é definida por

const = pf — pf, — p2.

A Eq. () é a equacao diferencial de Hermite, cu-
jas solucoes sao finitas apenas para const = wo(2¢+ 1),
com ¢ = 0,1,2,3, ... representando todos os niveis de
Landau. Claramente, temos que

P’ =p; —pi —wo(20+1). (11)
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As solugoes da Eq. (), j& normalizadas, sdo bem
conhecidas [[2],

xt) = g (D) oo [-F -]

X He[Vwo(z = py)l,

onde Hy sao os Polinomios de Hermite. Por con-
veniéncia futura, definiremos as chamadas funcoes de

Hermite |3
1 52
Jrrev(-) He

Estas fungoes sao ortonormais e satisfazem

he(s)

+oo
/_ ds he(s) hn(s) = Spm (12)
+oo
S hels) he(s) = (s — ). (13)
£=0

Reescrevemos a Eq. (H) em termos destas fungoes,
1 .
Ep(z") = (wo)* exp[—i (pst — wopyy — p-2)]
X he [Vwo(z —py)] - (14)

Usando as Egs. (@), (Q), e a propriedade §(as) =
la|716(s), nao é dificil demonstrar que as autofungdes
E,(z") satisfazem a relagado de completeza

d’pE,(x)Ey(z) =
L
x d(y—vy)d(z—2"). (15)

Analogamente, e tendo em vista a Eq. (@), podemos
mostrar que as autofuncoes £, satisfazem a relacao de
ortogonalidade

@m)6(t—1t)6(z—2')

/d4xE;, (z)Ep(x) = (27)% 60,00 (pr — p})

x 6 [wo (py = p}y)] 9 (p= = L)

Portanto, as autofungdes E,(z*) formam um con-
junto completo e, como fizemos na Eq. (@), podemos
escrever

G (z,2', A) p, A) Ex(2'). (16)

a3 [ e

Aplicando o operador (—II2 4+ m2) & relacio (@) e
usando as Eqgs. ([), (B) e (), encontramos o propaga-
dor no espago dos momenta

1
A) =lim —5—+ 17
G, A) =l e (17)
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com p, dado pela Eq. ().

No espago euclidiano, conectado ao espago de Min-
kowski através das transformacoes (veja, por exemplo,
[@,08): p: = ipig ; PP =pp ; t = —itp, a integral de
loop e o propagador, no limite ' — x, sdo dados por

dp dpz 1
Z/ . 2 +md’ (18)

0

Gg (z,x,A) =

onde p% = p?; + p? + wo(2¢ + 1) e usamos a Eq. ().
Na Ref. [, o mesmo propagador foi encontrado via
termo cinético da Hamiltoniana do sistema.

3. O método de Ritus e o campo fermio-
nico

Antes de apresentarmos o método de Ritus no contexto
original em que foi proposto - na teoria fermionica, va-
mos obter o propagador fermionico livre, novamente sob
uma perspectiva incomum. A equacdo de Dirac para
um particula livre, de massa m e carga elétrica e, no
espago de Minkowski, é dada por

(P=m)v @) =0,
P = A'B.; (Y= oM = % [, 4]

Usaremos a representacao Quiral para as matrizes -y

Y _<—I 0 ’ v = _O_j 0 ’
i O'k 0
ot = €ijk < 0 ok >7 (19)

com o! = o,, 0% = Oy, o3
matrizes de Pauli.

O propagador de Feynman, neste caso livre, satisfaz

(jb - m) S (x,2') = —id (x — o). (20)

= 0., representando as

Os operadores P e 13,, comutam. Consequentemente,
autofungoes dAo operador P, sdo também autofuncoes
do operador P. Assim como no caso bosonico livre, a
onda plana é autofuncao de /P, mas com autovalor P,
ou seja:

P lexp (—ipuat)] = plexp (—ipuz)], (21)
S (a,4) (er) [ dtplep (in))s 0)
X [exp (—ip,z™)]*. (22)

O propagador fermionico no espago dos momenta

é encontrado apés aplicarmos o operador (P — m) &
Eq. (£2), usarmos as Egs. (1), (E0) e a Eq. (),

() = lim T

—_—. 23
e—>0p2—m2+ie (23)
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Ao submetermos o campo fermioénico a um campo
magnético externo B, uniforme e homogéneo na diregao
z, a equacao de Dirac adquire a forma

(]?[fm) U (z¥) =0,

onde, ﬂu = ]5” —eA,. O propagador, neste caso, satis-
faz

(]fl - m) S (z,2',A) = —io* (x — ). (24)

Contudo, observamos que [If, P,] = —ey*[A,, P,] #
0. Logo, ndo podemos expandir S(z,2’, A) em ter-
mos das ondas planas. Por outro lado, segundo Ri-
tus [B-A], a funcdo de Green do campo de Dirac, é
uma funcao de escalares envolvendo as matrizes v, o
operador fI# e o campo F,,. As quantidades escala-

res possiveis sdo: I, (6#* F,), (F*11,)? e (s FHVET,),
onde FH = %e”o‘ﬁFag e ¥ = %e””aﬁFag. Como
FrEy, = (E . ﬁ), temos que para o caso de um campo
puramente magnético, F*VF7, = 0. Ritus percebeu
que estes operadores comutam como operador de Dirac
ao quadrado, isto é,

(23] = [00)2 0 B ] = [ 1| =,

Desse modo, se encontrarmos autofungdes Ep do
operador ()2, estas também serdo autofungoes do ope-
rador de Dirac, I e de S(x,2’,A). Além disso, caso
estas autofungoes formem um conjunto completo, po-
deremos escrever a fungao de Green em termos delas,
como feito na Eq. (B3).

As autofuncoes Ep sao conhecidas como auto-
fungoes de Ritus, e devem satisfazer

(M)’E, = p’E,. (25)

Vamos encontrar a estrutura matricial E, que sa-

tisfaz a Eq. (23). Levando em conta o calibre es-

colhido, os tnicos elementos nao-nulos de F,, sao:

Fio = —Fy; = —B. Com efeito, apés usarmos o'/,
dado em (), podemos mostrar que

()2 = 1% + wo'? = T2 + w(l, ® 0.), (26)

onde I12 ¢ dado na Eq. (B) com a substituicao de wp por
w = eB. A partir da expressao (BB), percebemos que a
autofuncao E,, deve ser a analoga a do caso bosonico,
gracas ao operador fIZ, mas com um elemento matricial
que satisfaca o produto tensorial relacionado & matriz
0,. A partir do que ja conhecemos do caso bosonico e
da Ref. [B], tentaremos uma solugéo da forma

Ey(a") = Y Epole")Q, (27)
o==+1

onde o representa a varidvel de spin do campo
fermionico e E, ,(z*) é dada pela Eq. (8) com wy — w
e X(z) = X,(z). A matriz Q, deve ser tal que

(Ia®0,) =0Q,. (28)
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A exigéncia imposta pela Eq. (ER) revela uma ma-
triz 2, da forma

Qa = diag(éoylu60’,71u50',17§a',71)~ (29)

Ao substituir a Eq. (E2) na Eq. (E3) e usar as Egs. (£0)
e (E8), descobrimos, como esperado, que X, (x) satis-
faz novamente a Eq. (M), mas agora com wy — w €
constante de separagao

const’ = p? — p? +wo — p?,

com a restrigdo: const’ = w(2¢ + 1). Observamos que
as funcgbes E, 1 e E, _; sao na verdade dadas pela ex-
pressao (@) com wy — w e,

prP=p—p?—w2+1-0). (30)

Usando a Eq. (24) e o fato de que > _, Q,Qy =
14, podemos facilmente demonstrar que as autofuncoes
E,(z") satisfazem

B, (2)B, (') =
[

x d(y—y)i(z—2), (31)

@r)36(t—1t)6(x—a')

(&

[ 4By @, @)

(27)° 6,000 (P — p})
6 [w (py —p,)] 0 (p- —pL)-

onde E,(2') = 1°Ef(2")7°. Fica claro entdo, que as
autofungdes Ep formam um conjunto completo e, como
fizemos na Eq. (E2), podemos escrever

X

S(z,a’, A) = ﬁ ; / 0 pE ()3 (p, A)B, (2'). (32)

Para encontrar o propagador fermionico no espago
dos momenta, devemos aplicar o operador (I —m) &
Eq. (B2), usar as Egs. () e (D). Contudo, sabe-
mos que E,(z) é autofuncdo de J, mas ndo sabemos
com qual autovalor. Em outros termos, nao temos o
andlogo das Eqs. (), (@) e (£I).

Para sanar este problema, o método de Ritus pos-
tula a relagao

(]71) E,=E, @‘) (33)

Como antes, apos aplicarmos o operador (]?I —m) &
Eq. (B2), e usarmos as Eqs. (B3), (E) e (BX), obtemos
~ —i(p+m)
Sp,A) = 4———"—. 34
(p ) 792 —m?2 + 1€ ( )
A seguir descobriremos qual quadrivetor p,, satisfaz
a Eq. (B3). A partir das Egs. (E3) e (E9), escrevemos
as autofungoes de Ritus explicitamente

E,i 0 0 0
0 Ep1 O 0
=1 o 0 E,i 0
0 0 0 E,_

(35)



Meétodo de Ritus para o calculo do propagador de Feynman

Usando as expressoes (B3) e ([J), temos

0 0
~ 0 0
(ME, = —(pt — p2)Epa —i(01 + wpy — wx

—i(O1 — wpy +wx)Ep 1

O lado direito da Eq. (B3) é expresso por

0 0
0 0

E, (%) = L o

o(P) —(Po +P3)Ep1 —(P1 — D) Ep

—(P1 +iPa)Ep -1 —(Po

Depois de comparar a Eq. (B8) com a Eq. (B2) e
resolvermos um sistema de equagoes diferenciais aco-
pladas, encontramos

Po=pt i P3=-D: ; Pi+Ps=p; —p>—p° (38)

Levando em conta a Eq. (B0), descobrimos as compo-
nentes de p,, para que a Eq. (B3) seja satisfeita

T?,U« = (pt7ﬁ17ﬁ27_p2)> (39)
com
2 -2
Pit+P=w(2l+1-0).

Podemos escolher a origem do eixo coordenado x tal
que p; = 0 (a mesma escolha foi feita nos trabalhos de
Ritus). Desse modo, o propagador fermiénico no espago
dos momenta fica dado pela Eq. (B3), e

P, = (pt,O, w20+ 1—0), —pz) .

Para calculos em matéria condensada, é importante

escrever o propagador dado nas Eqs. (B2) e (B4) no

espaco euclidiano. Tendo em vista as relagoes 0 =
Y = 7%, podemos demonstrar que,

—20, , P = P

Assim, o propagador no background magnético é es-
crito, no limite z’ — z, como

27T Z/dPtE dp. 7515 ) (40)

(e, wel =

Sg(x,z, A) =

com p% = p?p +p2 +w(20 +1—0).

Para terminar a se¢ao e também verificar a auten-
ticidade do quadrivetor p,,, vamos encontrar os niveis
de energia de uma particula fermionica imersa em um
campo magnético constante. Trata-se da generalizacao

relativistica do problema de Landau. Da equacao de

Dirac sujeita ao campo externo, vemos que ()% = m?,

—(pe +p2)Ep,—1

—D3)Ep 1
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—(pt +p2)Ep1 (01 + wpy — wr)Ey 1

2(81 — Wpy + Wl’)Ep,l _(pt - pz)Ep,—l (36)
VE, 1 0 0 '
0 0

(=Po +P3)Epy (D1 —iD2)Epn

(P + lﬁo2>Ep,71 (o +gg)Ep,71 ' (37)
0 0

[

mas pelo método de Ritus, de acordo com a Eq. (E3),
()2 = p2. Logo,
=F, = \/m2 +p2+w(20+1-0),(41)

onde usamos a Eq. (BO). A expressao (E) é obtida sem
o método de Ritus, na Ref. [[@], p. 68.

P=p® = p

4. Conclusoes e comentarios

O método de Ritus possibilita escrever o propagador
de Feynman sujeito a um campo eletromagnético em
uma forma diagonal e, portanto, incrivelmente simples.
Nos artigos orignais de Ritus, um ndmero quéntico
k é definido e permeia toda a teoria. Contudo, na
base que usamos neste artigo, este numero quéantico
nao foi necessario. Como as autofungdes que encon-
tramos ao longo do texto formavam um conjunto com-
pleto, fomos capazes de expandir as func¢oes de Green
dos campos bosonico e fermidnico, sujeitas a um campo
magnético de fundo, em termos destas autofuncoes.
Nossos célculos incluiram todos os niveis de Landau
e sdo exatos. Com este trabalho, esperamos que o
método de Ritus se torne mais difundido na comuni-
dade académica. Em trabalhos futuros, sob a perspec-
tiva da TQC a Temperatura Finita, pretendemos usar
o propagador fermionico encontrado neste artigo, em
céalculos da temperatura de transicao de fase em siste-
mas fermionicos, como feito em [[].
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