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Abordamos teoricamente a colisdo com o ‘efeito estilingue’ onde um corpo transfere momento linear e energia
cinética para um segundo corpo de massa menor, fazendo com que a energia mecanica desse segundo corpo cresga
de forma surpreendente. Mostramos que, mesmo quando as colisdes sdo ineldsticas, o ganho de energia mecanica
pode ser grande. Apresentamos um estudo experimental do interessante efeito realizado a partir de um video.
Finalmente discutimos o ‘efeito estilingue gravitacional’ utilizado para aumentar a energia mecéanica de sondas
espaciais ao passarem nas imediagoes de planetas.

Palavras-chave: colisdo, transferéncia de momento linear, ‘efeito estilingue’.

Collision with the ‘slingshot effect’. We discuss theoretically the collision with the ’slingshot effect” where
a body transfers linear momentum and kinetic energy to a second smaller body mass, causing the mechanical
energy of this second body to grow dramatically. We show that even as the collisions are inelastic, the gain of
mechanical energy can be large. We present an interesting experimental study of the effect achieved from a video.
Finally we discuss the ’gravitational slingshot effect’ used to increase the mechanical energy of the spacecraft

passed nearby planets.

Keywords: collision, linear momentum transference, ‘slingshot effect’.

1. Introducao

Um inusitado efeito acontece quando duas bolas dis-
postas uma em cima da outra (vide a Fig. 1) sao
deixadas cair de uma altura H sobre um piso duro. A
bola de baixo tem sua velocidade revertida pela colisao
com o piso, colidindo com a bola de cima que ainda
estd descendo. O resultado dessa segunda colisao pode
determinar que a bola de cima suba até uma altura
bem maior de onde saiu, sendo o limite superior para o
repique da bola menor nove vezes a altura inicial!

O objetivo desse texto é discutir teoricamente esse
interessante ‘efeito estilingue’ no qual a bola de menor
massa ganha energia mecanica. Apresentamos também
resultados experimentais a partir de videos sobre o
efeito. Finalmente abordamos o ‘efeito estilingue gra-
vitacional’ por intermédio do qual sondas espaciais efe-
tivamente ganham energia cinética ao passar perto de
planetas.

2. Colisao da bola maior com o piso

Inicialmente consideremos a descida da bola de baixo,
que tem massa M, até o piso. Admitindo que a queda

seja livre, e considerando o sentido para cima como po-
sitivo, é facil mostrar que a velocidade V; com qual a
bola colide com o piso é

‘/1:_\/29[{’ (1)

onde g é o valor da aceleragao de queda livre.

m

Figura 1 - Duas bolas empilhadas: condigdes iniciais para o ‘efeito
estilingue’.
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Ao colidir com o piso a velocidade da bola sofrerd
uma mudanga em orientacao e, se o coeficiente de resti-
tuicao para esta colisao ¢ ep, a bola terd imediatamente
apds a colisao com o piso a velocidade V5 dada por

V2 = —e1 - V1. (2)
Substituindo-se a Eq. (1) na Eq. (2), encontra-se

V2 = €71 - 29H. (3)

Se a colisao ¢ ineléstica, e; < 1, implicando que a
bola ao retornar subird até uma altura, em relacao ao
piso, inferior a H.

3. A velocidade das duas bolas apds a
colisao entre elas

A bola de cima, que possui massa m, estd ainda des-
cendo com a velocidade V; quando encontra a bola de
baixo que ja teve a sua velocidade revertida pelo piso. A
equagao de conservacao do momento linear do sistema
constituido pelos dois corpos nessa colisao é, portanto,
dada por

M- V24m-Vi =M -Us+m-Uy, (4)

onde U; e U; sao, respectivamente, as velocidades da
bola de massa m e da bola de massa M ap6s a colisao.

Representando por k a razao entre as massas M e
m, tal que M = k.m, a expressao (4) pode ser escrita
como

k-V24+Vi=k-Uy+ Us. (5)

Por outro lado, usando a equagao de defini¢ao do co-
eficiente de restituicdo e; para a colisdo entre as duas
bolas, obtém-se

ez (V2-V1)=U; — Uy, (6)

que, juntamente com s Eqgs. (5) e (2), permitem escre-
ver expressoes para as velocidades U; e Uz, em funcao
da velocidade V; e dos coeficientes de restituicao e; e
€2, COMO segue

[(614’1)'62761'/4%’1]

Us = G+ 1) Vi, (7)

 (ex+1)-ex-k+er-k—1]
v k+1) Vi (®)

4. Colisoes elasticas

Caso todas as colisoes sejam eldsticas, isto é, ambos
os coeficientes de restituicdo tenham valores iguais a
unidade e como V; < 0, tal como estabelecido na
Eq. (1), isto é, V3 = —|V4], resulta das Eqgs. (7) e (8)
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que as velocidades Us, da bola de baixo, e Uy, da bola
de cima apds a colisao, valem, respectivamente

_(k-3)
_ Bk

Para analisar como se comportam estas velocidades,
seus graficos sao apresentados, na Fig. 2, em fungao da
razao k entre as massas, para k > 1, visto que a bola de
baixo tem massa M maior do que a massa m da bola
de cima.
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Figura 2 - Velocidades das bolas apds a colisdao em funcdo da
razio entre as suas massas.

Percebe-se pelo grafico da Fig. 2 que, seja qual for
o valor de k > 1, tem-se Uy > |V3], isto é, apds a co-
lisao, a bola de cima, de massa m sobe sempre com
uma velocidade maior do que aquela que ela atingiu
ao descer. Tal se deve a transferéncia de momento li-
near e energia cinética da bola maior para a menor. O
moédulo da velocidade de subida da bola menor tende
para trés vezes o valor do médulo da velocidade que ela
atingiu ao cair quando a razao k cresce muito (isto é,
se a massa da bola de baixo for muito maior do que
a massa da bola de cima). Nesse limite a bola maior
continua subindo com velocidade Uy = |V4], isto é a
mesma velocidade em médulo adquirida na queda, en-
quanto a bola menor terd o moédulo da sua velocidade
triplicado, pois Uy = 3|V;|. Dessa forma, a bola menor
subird até uma altura nove (!!) vezes maior do que a
altura de onde ela partiu (a altura méxima de subida é
proporcional ao quadrado da velocidade com a qual ela
retorna apds a colisao).

Nota-se também que, quando k = 3, isto é, se a
bola de baixo tiver massa cerca de trés vezes a massa
da bola de cima, a bola de cima retorna com o dobro
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da velocidade que atingiu na queda, pois U; = 2|V|
e, portanto, saltard até quatro vezes a altura de onde
comecou a queda. Neste caso, a bola maior se encon-
tra parada (!) imediatamente apds colidir com a bola
menor, pois Us = 0. Deste modo, para que ocorra um
espetacular salto da bola menor, nao hé necessidade de
que a razao entre as duas massas seja muito grande.

5. Colisoes inelasticas

A fim de investigar como serd o “salto” da bola de
cima quando as colisoes forem ineldsticas, portanto para
coeficientes de restituicaio menores do que a unidade,
calculou-se o ganho G de energia mecanica para a bola
menor quando colide com a bola maior. O ganho G é
a razao entre a energia mecanica da bola menor depois
da colis@o e a energia mecanica da bola menor antes
da colisao (o ganho de energia é igual ao quadrado do
ganho |U;|/|V1| em velocidade, na colisdao). Portanto,
da Eq. (8), obtém-se

G:[(61~€2+62+€;)'k71]2, (11)
(k+1)
cujo grafico é apresentado na Fig. 3, em fungao da
razao k entre as massas das bolas, para cinco diferentes
combinagoes de coeficientes de restituigao (por simplici-
dade tomou-se os dois coeficientes de restituicao sendo
iguais entre si em cada uma das cinco situagoes).

O grafico da Fig. 3 indica que, quando a colisao ¢é
eldstica (isto é, ambos os coeficientes de restituigao sao
iguais a unidade), o ganho G é maximizado e tende a 9
quando a bola de baixo tem massa muito maior do que
a da bola de cima.
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Figura 3 - Ganho G de energia mecanica da bola menor, para
diversas colisbes com diferentes coeficientes de restitui¢ao, em
funcao da razao k entre as massas das bolas.

Nota-se que, mesmo em colisoes ineldsticas com co-
eficientes de restituicdo da ordem de 0,7, a bola de
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cima terd, para k > 2,5, ganho G maior do que a
unidade, significando que esta bola (a menor) atinge
alturas maiores do que aquela de onde foi deixada cair.
Dessa forma, mesmo em colisoes inelasticas o ‘efeito es-
tilingue’ é facilmente perceptivel, determinando que a
bola menor repique a alturas maiores ou muito maiores
do que a altura inicial.

6. Observando o ‘efeito estilingue’ no
laboratdrio

A fim de se observar o ‘efeito estilingue’, utilizamos
duas bolas com massas na razao de 1:3,1, ou seja, k é
aproximadamente 3,1. A bola maior é uma bola de bi-
lhar com cerca de 6 cm de didmetro. A bola menor tem
diametro aproximado de 4 cm e constituicao semelhan-
te a bola de bilhar. Dessa forma, espera-se um coefi-
ciente de restituicao préximo da unidade para a colisao
entre as duas bolas. A imagem da Fig. 4 foi obtida
da superposicao cuidadosa e fidedigna de trés quadros
de um video que realizamos no laboratério. O video do
qual retiramos as imagens aqui utilizadas pode ser aces-
sado em http://www.if.ufrgs.br/lavim/colisao.
estilingue/exp_colisao_estilingue.htm.

Na situacao 1 da Fig. 4, ambas as bolas estao em-
pilhadas, em repouso na mao. A seguir as bolas foram
deixadas cair e a situagao 2 é o primeiro quadro subse-
quente a colisao das duas bolas; o objetivo dessa ima-
gem ¢é a de se ter uma referéncia para a avaliacdo das
alturas. De acordo com o que foi analisado na secao
4, decorre do fato da razao entre as massas ser aproxi-
madamente igual a 3, que, apds a colisao, a bola maior
fica quase parada e a bola menor sobe com velocidade
maior do que aquela atingida na quedal!

Situacao 3

Figura 4 - Imagem obtida da superposicao de trés quadros de um
video sobre o ‘efeito estilingue’.
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Finalmente, na situacao 3, a bola menor estd na
posicao mais elevada registrada pelo video. Observa-se
também que a bola menor se deslocou um pouco para
a direita enquanto subia, descrevendo uma parabola.

Conforme se observa na Fig. 4, a bola menor sobe
cerca de 3,2 vezes a altura inicial e portanto, em con-
sequéncia da colis@o, a sua energia mecanica foi incre-
mentada em cerca de 3,2 vezes. Da curva correspon-
dente a e; = eo = 1 na Fig. 3, decorre que, quando
as colisoes sao elasticas, o ganho méaximo em energia
mecanica quando a razao k entre as massas é aproxi-
madamente 3 vale 4 (G = 4 quando k = 3 e ambos os
coeficientes de restitui¢ao sao iguais & unidade).

O ganho efetivo de energia mecanica da bola menor
depende dos coeficientes de restituicao para a colisao
com o piso e entre as duas bolas. A Fig. 5 foi obtida
da superposicao de cinco quadros de um video que
documenta as sucessivas colisdbes da bola maior ao
ser deixada cair sozinha sobre o piso. O video pode
ser encontrado em http://www.if .ufrgs.br/lavim/
coeficiente de restituicao/exp_coef rest.htm.
Os quadros escolhidos registram a posicao da largada, a
primeira chegada da bola no solo e as trés posigoes mais
elevadas subsequentes a primeira, a segunda e a terceira
colisdo com o piso. A partir das alturas maximas regis-
tradas para os repiques sucessivos da bola, é possivel
se estimar o coeficiente de restituicao entre a bola e o
piso. Esse coeficiente se situa em cerca de 0,87.
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Figura 5 - Imagem obtida da superposi¢do de cinco quadros de
um video documentando as colisdes sucessivas da bola de bilhar
com o piso.
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Estimado o coeficiente de restituicao k; com o piso,
é possivel com auxilio da expressao (8) calcular o coefi-
ciente de restituigao ko entre as duas bolas. Este resulta
em 0,97, consistente com a expectativa de uma colisao
quase elastica entre as duas bolas.

7. ‘Colisao’ gravitacional com ‘efeito es-
tilingue’

Uma aplicacao notavel de ‘colisao’ com ‘efeito es-
tilingue’ sdo as manobras gravitacionalmente assisti-
das [1]. Muitas sondas espaciais utilizaram o ‘efeito
estilingue gravitacional’ para aumentar a sua veloci-
dade e, consequentemente, a sua energia cinética, eco-
nomizando desta forma combustivel. Para tanto a tra-
jetéria da sonda deve passar perto de um planeta (ou
de um corpo celeste com massa muito maior do que
a massa da sonda) e a sonda deve se aproximar dele
viajando no sentido oposto ao planeta quando consi-
deramos o Sol como sistema de referéncia. O interes-
sante deste efeito é que depois de passar por perto do
planeta, a sonda continua sua trajetéria tendo ganho
energia cinética! Tais manobras sao exemplos de ‘co-
lisoes’ onde os corpos envolvidos nunca se tocam mate-
rialmente, mas apenas interagem através das forgas gra-
vitacionais. Argumentamos a seguir que esse processo
pode ser tratado como uma, colisao, mesmo nao havendo
contato material entre a sonda e o planeta e sendo a in-
teracao entre os dois corpos atrativa (as colisdes que ob-
servamos cotidianamente envolvem intensas forgas re-
pulsivas quando os dois corpos se tocam).

A interacdo gravitacional do planeta com a sonda
conserva, durante todo esse processo, o momento li-
near do sistema planeta-sonda, pois as forcas gravita-
cionais sao forcas internas ao sistema. Adicionalmente,
por serem as forgas gravitacionais conservativas, havera
conservagao da energia mecanica do sistema planeta-
sonda durante a passagem da sonda pelas proximidades
do planeta. Ou seja, enquanto a sonda se aproxima
do planeta, o sistema planeta-sonda adquire energia
cinética gragas a diminuicao da sua energia potencial
gravitacional e, posteriormente, enquanto a sonda se
afasta, o sistema diminui a sua energia cinética, recu-
perando a energia potencial gravitacional que tinha na
aproximagao.

Desta forma, quando a sonda tiver se afastado su-
ficientemente do planeta (isto é, quando novamente se
encontrar a uma distancia ao planeta que é muito maior
do que a distancia de méxima aproximagao), a ener-
gia potencial gravitacional do sistema, por depender da
distancia relativa entre a sonda e o planeta, encontrar-
se-4 com o mesmo valor que tinha no inicio da apro-
ximacao ao planeta. Devido a conservagao da energia
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mecanica do sistema e do retorno da energia poten-
cial gravitacional aos valores que possuia inicialmente,
a energia cinética do sistema planeta-sonda também re-
toma o seu valor inicial. A transicdo da sonda do estado
muito afastado quando se aproxima do planeta para o
estado em que novamente se afasta e ja estd muito dis-
tante do planeta, pode ser modelada como uma ‘colisao’
elastica, pois nao houve alteragao nem do momento li-
near, nem da energia cinética do sistema planeta-sonda.

A sonda, ao passar por perto do planeta, tem a
direcao da sua trajetéria modificada. Desta forma,
esse processo de ‘colisdo’ é bidimensional [2]. Entre-
tanto, por simplicidade, trataremos a situacao de forma
idealizada, simplificada, isto é, imaginando que ape-
nas o sentido da trajetéria tenha sido alterado. Assim
sendo, o processo pode ser modelado como uma, ‘colisao’
elastica e frontal entre a sonda e o planeta. A Fig. 6
representa esquematicamente, no sistema de referéncia
do Sol, a configuragao das velocidades do planeta (V,
U) e da sonda espacial (—v, u) antes e depois de a sonda
espacial passar por perto do planeta.

Antes Depois

Figura 6 - Representacdo esquemadtica das configuracdes das ve-
locidades do planeta e da sonda espacial antes e depois de passar
perto do planeta.

As expressoes (5) e (6) podem ser usadas para se
calcular as velocidades antes e depois da passagem da
sonda, desde que na expressdo (6) fagamos o coefi-
ciente de restituicao es igual a unidade, pois a ‘co-
lisdo’ é eldstica. Desta forma, substituindo (Vi, Uj)
por (—v, u), e (Va, Us) por (V, U), obtemos da Eq. (5)

E-V4+(—v)=k-U+u, (12)
e da Eq. (6)

V—(-v)=u-U. (13)

Do sistema constituido pelas Egs. (12) e (13) se cal-
cula facilmente que a velocidade U do planeta depois
que a sonda espacial passou perto do planeta é dada
por

k V+2v

= . (14)

V=41 k+1
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Como a massa M do planeta é muito maior do que a
massa mda sonda espacial, a razao k (M divido por m)
é muito maior do que a unidade e portanto o segundo
termo da a direita da igualdade da expressao (14) é des-
prezivel e o primeiro termo torna-se aproximadamente
igual a V. Desta forma

U=V, (15)

significando que a velocidade do planeta quase nao se
altera quando a sonda passa perto dele.

Substituindo-se a Eq. (15) na Eq. (13), encontra-
se para a velocidade u da sonda apds passar perto do
planeta

u=v+2-V. (16)

Assim sendo, o valor da velocidade da sonda au-
menta pelo dobro do valor da velocidade do planetal!

Na realidade, esse acréscimo de velocidade é menor
do que o dado pela Eq. (16), pois a ‘colisdo’ elastica
da sonda com o planeta nao é frontal. Nao obstante,
o acréscimo pode ser importante como, por exem-
plo, aconteceu com a sonda Cassini em 1999, que,
ao retornar das vizinhangas de Vénus, passou a cerca
1200 km da superficie da Terra, acrescendo a sua ve-
locidade de 16 km/s para 21 km/s [3], seguindo depois
para Jupiter.

8. Consideracgoes finais

O interessante ‘efeito estilingue’ pode ser demonstrado
em sala de aula e se presta a uma proficua discussao
sobre colisoes. Ele pode ser viabilizado, por exemplo,
com uma bola de futebol e uma bola de ténis.

Um problema pratico a ser enfrentado quando se re-
aliza a demonstracao em sala de aula é a queda vertical
das duas bolas, sem qualquer outra perturbacao, para
que ocorra uma colisdo (quase) frontal entre elas. Se
segurarmos as duas bolas empilhadas como mostrado
na Fig. 4, usualmente ha que se fazer diversas tenta-
tivas para que resulte uma colisdo (quase) frontal. A
Fig. 7 mostra uma fotografia do dispositivo que ideali-
zamos para minimizar tal problema de largada. A bola
superior € de silicone, com cerca de 14 g, facilmente en-
contrada no comércio. A bola inferior é uma bola de
bilhar, com cerca de 140 g, a qual foi preso um fio de
linha que atravessa diametralmente a bola de silicone
por um orificio com 2 mm de espessura. Dessa forma,
segurando-se o fio de linha, é possivel suspender e deixar
cair as duas bolas sobre um piso duro. O salto da bola
de silicone é impressionante; o limite superior para esse
salto, conforme o gréifico da Fig. 3, para k = 10, é
cerca de 7 vezes a altura inicial. Deixando-se cair este
sistema de cerca de 40 cm de altura sobre o piso, a bola
de silicone repica até quase o teto da sala de aula.
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Figura 7 - Dispositivo para demonstragao do ‘efeito estilingue’
em sala de aula.
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