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Neste trabalho dois ensembles de matrizes aleatdrias sdo construidos com detalhes refinados. Sao eles: o
Ensemble Gaussiano Unitdrio cujos elementos das matrizes sdo nimeros complexos e o Ensemble Gaussiano

Simplético, cujos elementos das matrizes sdo quaternions.
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In this work two ensembles of random matrices are built with refinements of details. They are them Ensem-
ble Unitary Gaussian whose elements of the matrices are complex numbers and Ensemble Gaussian Symplectic

containing matrices with quaternions elements.

Keywords: quaternion, random matrix, unitary ensemble, simpletic ensemble.

1. Introdugao

Este trabalho é a continuagao natural de outro tra-
balho publicado anteriormente nessa mesma revista [1],
onde foi apresentado o principal ensemble de matrizes
aleatorias de ordem dois denominado Ensemble Orto-
gonal Gaussiano (GOE). Por motivo de completeza,
dois ensembles serao construidos em detalhes: o Ensem-
ble Unitario (GUE) cujos elementos sdo niimeros com-
plexos aleatérios e o Ensemble Simplético (GSE) cujos
elementos das matrizes sao quaternions. Para tanto,
relembraremos inicialmente alguns aspectos relevantes
ja inseridos no trabalho anterior e que serao utilizados
repetidamente neste trabalho.

Para construir o ensemble gaussiano de matrizes
desejado, define-se uma funcao auxiliar F' que reune,
em uma unica expressao analitica, a entropia da in-
formacao e os dois vinculos necessarios conforme a ex-
pressao matematica

F= —/dHPlnP+/\1 (1—/dHP) -
A2 (u— / dHtrH2P) : (1)

O primeiro vinculo identificado na Eq. (1) é a normali-
zacao da distribuigao, que reconhecidamente é reescrita
na forma

/ dHP(H) = 1. 2)
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Por outro lado, define-se u = <t7’H 2> que representa
o segundo vinculo na Eq. (1), ou entdo de maneira
explicita

= / dHtrH*P(H). (3)

A diferencial matricial dH sintetiza o produto diferen-
cial de todos elementos independentes da matriz con-
siderada. Os parametros A1 e A2 que acompanham os
vinculos na Eq. (1)) sdo os famosos multiplicadores de
Lagrange. A densidade de probabilidade P = P(H) é
determinada impondo a condigdo §F = 0 e, apds con-
sideravel céalculo, chega-se a expressao geral

P(H) = %exp (—atrH?). (4)

Para determinar a fungao de particao substitui-se a dis-
tribui¢do das matrizes aleatérias (4) na condi¢ao de nor-
malizacao (2)) e, dessa forma, chega-se imediatamente a
igualdade

Z = / dH exp(—atrH?). (5)
Para construir os ensembles gaussianos basta determi-
nar o traco do quadrado da matriz (trH?) e a funcao

de particdo definida imediatamente acima na Eq. (5).
Estas tarefas serao realizadas a seguir detalhadamente.

2. Ensemble Unitario Gaussiano

A matriz complexa hermiteana é escrita na forma
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Hyy Hy + iV

Ho2=\pg 5y Hy | (6)

cuja diagonal principal estao os elementos reais Hy1 e
Hss e, na outra diagonal o ntimero complexo Hy + ¢V
e seu respectivo complexo conjugado.?

O trago do quadrado da matriz Haxo na Eq. (6) é
dado explicitamente por

trH3, ., = Hfy + H3, +2 (H3 +V?). (7)

Os autovalores da matriz hemiteana Hsyo tem sua exis-
téncia garantida no campo dos ntmeros reais. De fato,
seus dois valores reais sao as raizes do polinémio carac-
teristico de segundo grau

Hyy—E Hy+iV| _
Hy—iV H22—E‘_O’ ®)

que assume explicitamente os valores

(Hyy + Hyo) £ \/(H11 — Hyy)? +4H2 + 4V?2

2
(9)
Tendo em vista que cada elemento complexo da ma-
triz Hoy o definida na Eq. (6]) pode ser representado por
uma matriz, somos tentados a escrever a citada matriz
na forma

By =

H, 0 Hy V
0 Hy -V H
Hy -V Hyp 0
V. Hy 0 Hoy

Hyvy = (10)

Surge uma curiosidade em relagao ao traco do quadrado
da matriz Hyx4. O valor pode ser calculado por meio
de uma quantidade de trabalho algébrico de onde se
constata a igualdade

trH, , = 2trH3, o . (11)

Isso significa que é permitido calcular o traco da matriz
2 x 2 por meio do trago da matriz 4 x 4, cujos elementos
sd0 todos reais. E necessario porém lembrar que existe
um fator numérico de corregao a ser considerado se-
gundo a igualdade (11). Os autovalores da matriz Hyx4
sao calculados por meio do polinémio caracteristico

Hy — E 0 H, 1%
0 H,—-E -V Hy |
H, -V Hey—E o |=0 (12
1% H, 0 Hyy — E
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Este polinémio é de quarto grau e pode ser fatorado na
forma

2

[(Hi1 — E)(Hps — E) — (VP 4+ H§)] =0. (13)
Os autovalores obtidos a partir da igualdade (13)) co-
incidem® com aqueles apresentados na Eq. (9), confir-
mando que as matrizes Hoxo € Hyxq possuem os mes-
mos autovalores.

2.1. Distribuicao das matrizes de elementos
complexos

Substituindo o valor do traco (7)) na igualdade (4), a ex-
pressao analitica da distribuicao das matrizes aleatoérias
no ensemble unitario é dada por

_ 1
ZGQUE

P(H) exp [—ay (Hiy + Hyy + 2HG +2V?)]

(14)
mostrando que P(H) = P(Hi1, Ha2,V, Hy).
O passo adiante sera calcular a funcao de partigao
Zcu e por meio da integral multipla definida na igual-
dade (5)) e reescrita agora na forma

ZGUE:////dHlldHQQdVdHO X

exp [—au (Hiy + H3y + 2HG +2V?)] . (15)

Muitos passos utilizados para resolver a integral na
Eq. (15) sdo semelhantes aqueles ja apresentados no
trabalho anterior [I]. No entanto, existem algumas
diferencas que justificam o detalhamento dos céalculos.

O primeiro passo € realizar as mudancgas de variaveis

2Hy = H}
Vi = H; (16)
V2V =V
cuja a consequéncia imediata é a mudanga do inte-
grando na Eq. (15) para a forma

1
ZGUE - 5////dH11dH22dV/dH6

exp [—au (H121 + H3, + HP? + V/Q)} : (17)
O elemento de volume?® para quatro graus de liberdade

em coordenadas hiperesféricas é dado por

272
I'(2)

dHy1dHyodV'dH} = R3R. (18)
Substituindo a Eq. (I8) na Eq. (I7) as integrais
miultiplas sao calculadas automaticamente, restando
apenas uma Unica integral na varidvel radial R. Deste

20 leitor pode provar tais afirmagdes supondo, inicialmente, uma matriz de ordem dois, cujos elementos sdo ntimeros complexos

distintos entre si a priori e, entdo impor a condicdo de hermiticidade H” = H, melhor dizendo, a transposta da matriz é igual a sua

respectiva conjugada.

3A menos de uma degenerescéncia nas raizes do polinémio de quarto grau

N
2m 2

40 elemento de volume para N graus de liberdade é dado por Q (R,0R) = =i5 RN-1§R. Para uma demonstracio veja o apéndice
r(3)

da Ref. [3].
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modo a funcgao de particao é agora calculada pela igual-
dade

ZcUuE = 7r2/ RORR? exp (—auRZ) . (19)
0

Realizando a mudanca de varidvel t = R2, a integral na
Eq. (19) assume a forma mais simplificada

Zaug = 7r2/ tdtexp (—ayt) . (20)
0

Usando a igualdade a%e*at = —te~t
Eq. (20) assume a forma

o0 d
—1 —at 21
(au /0 dt—dte ) , (21)

que pode ser rapidamente resolvida. De fato, a funcao
de particao do GUE assume o valor final

, a integral na

2
™
ZGUE = >

0
Oay,

7T2

Zaug =
Com esse resultado a distribuicao das matrizes do en-
semble unitario fica bem definida quando se considera
a igualdade (14) e o valor da fungdo de partigdo na
Eq. (22). A expressao analitica da distribuicao das ma-
trizes é dada explicitamente por
203, 2 2 2 2
P(H) = —3 eXP [—au (Hll + H3 +2H5 +2V )} .
(23)
Salienta-se a arbitrariedade do parametro «, que serd
fixado mais adiante adotando o valor unitério para o
espagamento médio entre niveis vizinhos. Para alcangar
esse ponto é necessario determinar a distribuicao dos
espagamentos entre niveis vizinhos, como discutido na
préxima secgao.

2.2. Distribuicao de espagcamentos no GUE

Cada matriz aleatéria do ensemble possui dois autova-
lores associados E e E_ apresentados explicitamente
na Eq. (9). Isto permite obter um tnico espacamento
s =|E4+ — E_|, cujo valor é

5= \/(H11 — Hyy)® +4H2 +4V2, (24)

A distribuicao dos espacamentos entre niveis vizinhos
sera obtida efetuando as integragoes indicadas na igual-
dade

P(s) = /dHP (H) 6 [s - \/(H11 — Hyy)® +4H2 + 4V2} .

(25)
Substituindo a distribuicao das matrizes estabelecida
na Eq. (23) na igualdade imediatamente acima temos

P(S) = %fffdellngngdHo X ...
..xexp|[—a (H} + H3, + 2H3 +2V?)] x ...

(26)
X0 {s - \/(H11 — Ha)” +4HZ + 4V2} ,
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na qual as integracoes sao efetuados sobre todas as
variaveis independentes que caracterizam a matriz
aleatéria. Para uma maior simplificacao sugere-se uma
mudanca das variaveis
{ H11 — H22 =2z (27)
Hii + Hap =2y

notando que vale a propriedade HZ, + H2, = 22 + 2y
O(H11,H22)

9(z,y)
dos estes resultados nas integrais multiplas na Eq. (26]),
estas se modificam para

= 2. Reunindo to-

e que o jacobiano vale

P(s) =1/ iij‘fffda:dHodV

exp [—2a, (22 + HE + V?)] x ... (28)
0 (s =2/ THEHV?),

na qual a integral correspondente a varidvel y ja foi
efetuada. As integrais na igualdade imediatamente
acima sugerem outras mudancas entre variaveis do tipo
(z,Hp,V) — (r,0,p). Nesse caso, o elemento de vo-
lume é dado por

dedHoydV = 4mr2dr, (29)

e, reconhecendo que as novas varidveis sao coordenadas
esféricas, vale a igualdade

2+ H V=02 (30)

Essa mudanca permite realizar duas integragoes ime-
diatamente, restando apenas uma unica integral na
varidvel r para ser resolvida, ou seja, a igualdade (28))
se torna

P(s) = @/f d(2r)(2r)? exp [—% (Qr)ﬂ 5(s—2r).

(31)
Utilizando a propriedade da distribuicao delta de Dirac,
essa integral se torna relativamente simples e o resul-

tado é
Ps) = 22u2e (- %) (32)
S) = — S X —S .
s P 2

Para fixar o valor do parametro arbitrario «, usa-
se uma renormalizagdo dada por (s) = 1. Em outras
palavras o espacamento médio assume o valor unitario.
Em notagao matemaética temos assim

/OodsP(s)s:l . (33)
0

Substituindo a expressao analitica da distribuigao dos
espacamentos da Eq. (32) na igualdade (33)), tem-se
explicitamente

[2a3 9 Qo
7/sdss exp (—75 ) =1. (34)
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.7 2 . 7’ .
Fazendo a mudanga de varidvel ¢t = 5 a integral é sim-

plificada consideravelmente e a integracao é efetuada
sem maiores problemas. O resultado é

8
w=—. 35
o =" (3)
Usando este valor na Eq. (32) tem-se finalmente
32 5 4,
P(s)= 58" exp (—Ws > . (36)

Esta distribuigao de espacamento caracteriza o ensem-
ble unitario por meio do grau do polinémio que mul-
tiplica a funcdo exponencial. Este valor® determina a
intensidade da repulsao entre os niveis vizinhos (5 = 2).

A Fig. 1 mostra o grafico® correspondente a densi-
dade de probabilidade de espagamentos estabelecida na
Eq. (36).

064 -

P(s)
lI’(S)

0,4 -

024 | -

00 — T T |H

Figura 1 - Distribuicao de espagamentos do GUE.

As curvas desenhadas com linhas continuas na
Fig. 1(a) e na Fig. 1(b) correspondem & distribuigdo
de espacamentos no GUE. Os pequenos circulos repre-
sentam os zeros 0,5 £ v, (v, real), da fungdo zeta de
Riemann sobre a linha critica [2]. A Fig. 1(a) mostra
uma discrepancia entre os valores dos zeros da fungao
zeta, obtidos no intervalo 0 < +,, < 10° e a distribuicao
de espagamentos do GUE, principalmente em torno do
seu valor maximo. A Fig. 1(b) mostra o excelente
ajuste dos valores dos zeros da funcao zeta obtidos no
intervalo 102 < «,, < 10'2+10° obtidos via distribuicio
de espacamentos do GUE. Essas situacoes de ajustes
manifestam a auséncia da invariancia translacional, no
estudo do espectro dos zeros da funcdo zeta. A in-
variancia translacional nao é uma caracteristica funda-
mental do GUE.

5Leia a introducdo da Ref. [1].
60s pontos simulados foram obtidos da Ref. [2].
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3. Ensemble Simplético Gaussiano

Supondo inicialmente que uma matriz de ordem dois
com elementos quaternions nao necessariamente iguais
entre si seja representada pela matriz

hi1 hiz
Haxa = . 37
e 37)
A condicdo de hermiticidade (HT = 7:[) representada
na forma de matriz é dada por

hi1  h2 hii his
= |2 Daz) 38
{hm h22] {hm h22] (38)

A igualdade de duas matrizes quadrada de ordem dois
é uma forma sintética de exibir quatro igualdades entre
quaternions dois a dois. De fato a igualdade entre os
primeiros elementos das matrizes na Eq. (38) é sim-
plesmente hq1 = hi1. Representando o quaternion hqq
na forma matricial, essa igualdade se modifica para

LYY e

A igualdade entre as matrizes na Eq. (39) revelam duas
igualdades independentes entre numeros complexos.
Uma delas é que z = Z implicando que z é um ntmero
real. Outra igualdade é w = —w que implica em w = 0.
Nesse caso, hi; é um quaternion que representa um
numero real. Essa andlise é realizada de forma andloga
para o elemento hgo, ou seja, hay = hag, nos levando
a concluir que esse quaternion também representa um
ntmero real. Considerando as igualdades his = ho ou
ho1 = hi na Eq. (38)), as matrizes do ensemble GSE
sao escritas na forma geral

hir hio
Haxz = {7112 hzz] (40)
em que hi1 e hoo Sa0 nimeros reais e, his é um quater-
nion arbitrario representado na forma his = a1 + asi +
aszj + a4k com seu respectivo quaternion conjugado
7L12 = ay — agi — agj — a4k .
O trago do quadrado da matriz Hoxo é calculado
usando a matriz apresentada na Eq. (40) e apdés uma
quantidade de algebra obtém-se

trH3, o = hi; + h3, + 2 (af + a3 + a3 +a3).  (41)

Os autovalores reais, cuja existéncia estao garanti-
dos pela hermiticidade da matriz Hayo , sdo calculados
por meio do polindmio caracteristico representado pelo
determinante

hi—E  hi

=0. 42
hi2 has — E (42)
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Os dois autovalor%sI sao

hi1 4 hoa £

E (h11 — h22)2 —+ 4(1% + 4a§ —+ 4(1% —+ 4ai
+ = .

2

(43)
Da mesma forma que foi imaginada anteriormente para
uma matriz complexa, os elementos quaternions podem
ser representados, cada um deles, por uma matriz de
elementos complexos. Entao

h11 0 z w
10 Ay —o oz

H4><4_ = —w h22 0 ) (44)
w z 0 h22

J

(hy1 0 0

0 hn 0

0 0 h11

0 0 0

Haxg = 0 —ay —as

a9 ay a4

as —Aaq aq

_a4 as —as9

Calculando os tragos dos quadrados das matrizes
apresentadas nas Eqgs. (40), (45) e (44), verifica-se as
seguintes igualdades entre eles

trHz, g = 2trH3 ., = 4trH5, (46)

Para determinar os autovalores da matriz Hyx4 €s-
tabelecida na Eq. (44) e da matriz Hgxs exibida na
Eq. (45), obviamente é necessério uma quantidade néo
desprezivel de trabalho algébrico. No entanto, aqueles
que se aventurarem nessa tarefa terao oportunidade de
confirmar que os autovalores dessas matrizes sao iguais

aqueles obtidos da matriz Hax 2 € apresentados na igual-
dade (43)).

3.1. Distribuicao das matrizes de elementos

quaternions

A distribuicao das matrizes aleatérias no ensemble GSE

é dada por

1
ZGSE

exp [—as(hiy + h3, + 2a] + 243 + 243 + 2a3)] . (47)

P(H)

X

A funcao de particao é obtida por meio da igualdade

Zagsp = /dH X
exp [—a (h%l + h3y + 2a] + 243 + 243 + 2‘1421)] , (48)

identificando dH = dhjidhosdaidasdasdas. As inte-
grais embutidas na Eq. (48) sfo resolvidas seguindo

o O O

hll

—asg
az
ay
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na qual utilizou-se a representacao hizs = z + jw para
o quaternion da diagonal secundéria. Por sua vez,
quando os elementos complexos da matriz Hyx4 sao
representados por suas respectivas matrizes, o resul-
tado é uma matriz de maior ordem Hgyg com todos
os elementos reais, explicitamente escrita na forma

a1 a2 ag Qa4 1
—az ai —a4 ag
—a3z a4 aj —a2
—a4 —ag az a1
hos 0 0 0 (45)
0 hoo 0 0
0 0 hos 0
0 0 0 hoo ]

os mesmos caminhos matematicos adotados no ensem-
ble unitario, ou seja, usando as mesmas técnicas exi-
bidas explicitamente anteriormente. Enfim, para aque-
les leitores interessados em chegar, por seus préprios
esforgos, na expressao da fungao de particao desse en-
semble, esse prazeroso trabalho conduzira ao resultado

1/n
ZGSE = 1 (a) .

Considerando as Eqgs. (23) e (49), a distribuicdo P(H)
fica estabelecida inteiramente para o GSE.

(49)

3.2. Distribuicao de espagcamentos no GSE

A partir dos autovalores (43) determina-se de forma
imediata o espagamento entre eles, cujo valor é

s = \/(hu —hy)’ +4(a? +a+a2+a2). (50

A densidade de probabilidade dos espacamentos en-
tre os niveis vizinhos é obtida por meio da igualdade

P(s)= [dHP (H)

5 {s — /(1 — ho)® +4(a3 + a3 + a3 + ag)] . (51)

Novamente, essa integral contendo a funcgao delta de
Dirac pode ser integrada seguindo os mesmos passos
dados para o caso do ensemble unitdrio. A densidade
de espagamentos obtida como resultado é

1 /2 s s
P(s)= 51/;a§s4exp (—%52) .

(52)
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Para pequenos valores de espagamentos o termo
polinomial é dominante, ou seja, P(s) ~ s*. A re-
pulsdo de nivel (8 = 4), nesse caso, é maior que aquela
apresentada no Ensemble Unitério.

A renormalizagao (33) definida anteriormente fixa o
valor da constante a na igualdade (52). Apds alguns

calculos obtém-se o valor
128

= or

Qs (53)
Substituindo o valor o da Eq. (53)), na distribui¢do na
Eq. (52)), determina-se em definitivo a distribuigao de
espacamentos

218 64
P(s) = W‘Sll exp <—97T82> . (54)
A Fig. 2 a seguir apresenta os graficos das dis-

tribuicoes de espacamentos’ dos ensembles gaussianos
de matrizes aleatorias de ordem dois.

15
GSE
10+
GUE
—~
(2] GOE
~
o
0,5+
i POISSON
0,0 t | i — }
0 1 2 3
S

Figura 2 - Distribuigoes de espagamentos.

Nota-se visualmente na Fig. 2 as diferencas entre
as distribuigoes de espacamentos dos ensembles de ma-
trizes 2 x 2. O decaimento assintético da distribuicao
de espagamentos no GSE é muito maior do que aque-
les apresentados pelas outras distribuigoes. E nesta
mesma distribuicao que a repulsao entre os niveis é mais
forte, como podemos verificar na Fig. 2 observando que
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préximo a origem a distribuicao de espagamentos do
GSE estd mais afastada do eixo vertical do que as dis-
tribuigoes de espacamentos do GUE e do GSE. Observa-
se também que o valor maximo da distribuigao de
espacamentos do GSE é mais proximo do valor unitario
para o espacamento.

4. Comentarios finais

As distribuicoes de espagamentos entre os niveis vi-
zinhos seguem leis bem definidas e cada distribuicao
de espacamentos carrega consigo um carater de uni-
versalidade. A simetria apresentada pelo sistema se-
leciona qual dessas distribuicoes disponiveis deve ser
utilizada apropriadamente para descrever um espectro
especifico [1,5]. O trabalho em si é uma oportunidade
de testemunhar a construcao de ensembles de matrizes
aleatorias utilizando um principio variacional e rever
a aplicabilidade dos conceitos dos niimeros reais, com-
plexos e quaternions. As construcbes de novos ensem-
bles utilizando o cdlculo das variagoes emergem da ne-
cessidade de classificar novos fenomenos que sao des-
cobertos. Atualmente, verificou-se que alguns espec-
tros [6] se comportam em desacordo com as estatisticas
gaussianas. Por exemplo, aqueles espectros que obede-
cem a uma lei do tipo poténcia ou mesmo a uma dis-
tribuicao de Lévy. Mas esta é outra histéria que sera
contada em detalhes num trabalho posterior.
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