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Apresentamos o paradoxo de Olbers e algumas propostas de solu¢bes com argumentos geométricos baseados
em modelos cosmoldgicos e astrofisicos simples. Um célculo do esplendor do céu, pouco conhecido, mostra que
a contribuicdo da expansdo do Universo & escuriddo da noite é responsavel por pouco mais do que a metade
do efeito, sendo o restante explicado pela baixa distribui¢do de estrelas (e galdxias) que brilham por um tempo
finito no Universo. Este assunto pode ser explorado no Ensino Médio ou na Graduacdo de forma instigante,

interdisciplinar e histérica.
Palavras-chave: Olbers, céu escuro, cosmologia.

We present the Olbers paradox and some proposals for its solutions with geometric arguments based on simple
cosmological and astrophysical models. A little-known sky splendor calculation shows that the Universe expansion
to the night darkness is responsible for little more than half of the effect; the remainder comes from the low
distribution of stars (and galaxies) that shine during a finite time in the Universe. High school or undergraduate
teachers can explore this subject in an instigating, interdisciplinary, and historical way.
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1. Introducao

Por que o céu é escuro a noite? Pode ser uma per-
gunta para o inicio de atividade ou aula de fisica ou
matematica. Simples, mas esta pergunta foi feita por
diversos pensadores e cientistas de maneiras diferentes
e também respondidas por alguns cientistas, filésofos
e poetas, de formas distintas [I, [2]. Nem todas as
respostas estavam em acordo com a cosmologia e
Astronomia modernas, mas sdo interessantes do ponto
de vista de construcdo de conhecimento, de logica e da
histoéria da ciéncia, sendo apropriadas para atividades de
ensino. Atualmente ndo hd muitas duvidas em relacao a
escuriddo da noite, mas o assunto foi considerado [3] 4]
43-64] paradoxal, chamado Paradoxo de Olbers (PO) [5].

Queremos retomar o PO com aspectos que podem
ser explorados no Ensino, de forma multidisciplinar, por
docentes da Educagdo Bésica ou Superior.

Alguns livros de cosmologia e textos de divulgagio [6]
com solugoes ao PO realgam mais a observada expansao
do Universo do que alguns aspectos geométricos sim-
ples. A expansdo cosmoldgica certamente contribui para
resolver o PO, mas nado é necessaria nem suficiente, do
ponto de vista qualitativo e légico.

* A . . .
Enderego de correspondéncia: samuel@ime.unicamp.br

Copyright by Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

Por completude vamos apresentar na Sec¢ao[2o PO em
detalhes suficientes para docentes terem material de par-
tida para o desenvolvimento de atividades escolares e/ou
académicas. Na Secao [4] apresentamos algumas solugoes
logicamente suficientes para o PO. Na segdo [9| calcu-
lamos uma medida da luminosidade média do céu com
base em um modelo cosmoldgico e astrofisico simples,
essencialmente geométrico. Este cdlculo é pouco conhe-
cido nas explicacoes dadas na maior parte da litera-
tura, apesar de ser de simples entendimento em nivel de
calculo integral. Ao final reforcamos a importancia de
conhecer o PO em sua esséncia e as possibilidades edu-
cacionais de boas discussdes, atividades e aulas que o PO
trazem.

2. O Paradoxo de Olbers

Quando se observa o céu a noite sem nuvens vemos os
astros luminosos, algumas vezes a Lua e alguns plane-
tas; todos muito menos brilhantes do que o Sol durante
o dia. Foi assim que a humanidade se desenvolveu com a
noite relativamente escura em contraste ao dia clareado
pelo Sol. A medida que a Astronomia se desenvolveu,
o conceito de que o Universo, que contém todos os
astros, parece nao ter fronteira nem fim se tornaram
consensuais.
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Sabemos [7] que cientistas desde o século XVII, e
provavelmente muitos pensadores antes desta época,
tinham discutido, questionado e tentado resolver o PO
explicitado da seguinte maneira:

Paradoxo 1. Em um Universo eterno e sem fim, devem
existir infinitas estrelas e assim, para onde o seu olhar
apontasse, encontraria uma estrela. Isto é, ndo haveria
local mo céu sem a luminosidade de uma estrela. Entdo,
por que o céu é predominantemente escuro d noite?

Universo eterno e sem fim implica idade e tamanho
infinitos, nem sempre consensuais entre cientistas,
filésofos e religiosos [8, p. 109-114]. E as estrelas também
seriam eternas.

H& versoes mais sintéticas e outras mais elaboradas
do que o Paradoxo [1] que ndo menciona, por exemplo, a
distribuicao das estrelas. No entanto, varios pensadores
incluiram a hipétese de distribuicoes homogéneas ou
aleatorias das estrelas no Universo. E algumas palavras
devem ser mais elaboradas, conceitualmente. O PO faz
trés mengoes ao infinito. Enfatizamos que infinito nao
é um numero e sim um conceito que a nossa abstracao
constréi. No PO temos dois tipos de infinitos envolvidos.
O infinito enumeravel que da a cardinalidade do con-
junto dos nuimeros naturais e o infinito ndo enumeravel
que caracteriza os nimeros reais. O infinito enumeravel
estd associado a contagem das estrelas, enquanto o
nao enumeravel aparece nas ideias de eternidade e de
tamanho infinitos do Universo.

H4 varias solucbes possiveis ao PO. Do ponto de vista
légico, claramente hé erro(s) em uma ou mais hipéteses,
explicitadas ou nao, no PO.

Vamos tirar a claridade diurna devida a difusdo da
luz solar pela atmosfera de nossa discussdo. Nao fosse
a atmosfera veriamos, mesmo de dia, céu predominante
escuro exceto na dire¢do e sentido explicitos do Sol ou
das estrelas. Com essa explicacdo a pergunta do PO é
ainda mais simples:

Paradoxo 2. Se o Universo € eterno, infinito e tem uma
quantidade infinita de estrelas eternas, por que vemos
regioes do céu majoritariamente sem luz, escuras?

Muito do que vemos ao olho nu a noite sao galadxias e
nao estrelas isoladas. Isto ndo muda nem a esséncia do
PO nem o desenvolvimento das solugdes, pois nos inte-
ressa primordialmente a luminosidade que nos chega, a
luminosidade aparente. Nao importa tampouco entrar
em detalhes que diferenciam a luz visivel de outras
formas de energia eletromagnética, como raios-x e
infravermelho.

Para Olbers, alguma coisa absorveria a luz das estre-
las muito distantes. Sabemos agora que, mais cedo ou
mais tarde esta coisa iria emitir alguma luz também,
pois ndo poderia acumular a energia luminosa indefinida-
mente [8, p. 114].

Uma reformulagdo do PO foi apresentada de forma
mais geométrica:
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Paradoxo 3. No céu noturno povoado de estrelas de
mesmo de brilho, por simplicidade, a contribuicdo de
brilho médio pelas estrelas a uma distancia r qualquer
apareceria ser a mesma, uma vez que a quantidade de
estrelas, que cresce como a drea, v2, iria compensar a
queda no brilho aparente que diminui com o inverso da
distancia ao quadrado 1/r? [Z].

Lord Kelvin propds [7, p. 227] em 1901 uma solugdo
licida e sucinta com base nos conhecimentos de Astrono-
mia da época: O tempo de vida das estrelas é muito curto
para o céu parecer tao brilhante quanto o paradoxo de
Olbers sugeriria.

Convém enfatizar a importancia do simples questiona-
mento de Olbers no desenvolvimento cientifico. Apre-
sentamos a seguir uma breve biografia de Olbers.

3. Quem foi Olbers?

Heinrich Wilhelm Matthias Olbers nasceu em Arber-
gen em 1758 e faleceu em Brémen, a cerca de 10 km
de Arbergen, em 1840 com 81 anos de vida [9, 848]. O
municipio de Brémen fica ao norte da atual Alemanha,
cerca de 5 m acima do nivel do mar, em latitude 53 N
e longitude 8 L a beira do Rio Weser que é navegavel e
conecta-se com o mar do Norte. Olbers nasceu em uma
familia Luterana e teve 15 irmaos e irmas. Aos 14 anos ji
mostrava muito interesse pela Astronomia. A regiao de
Brémen tem inverno de clima moderado de Oceano com
longas noites—mno Solsticio de Inverno, o Sol nasce e se
poe em apenas 7 horas e meia, isto é, haveria mais do que
16 horas para observar o céu noturno com pouquissima
poluicao luminosa e baixa precipitagao.

Olbers foi estudar Medicina em Gottingen com 19
anos. Na Universidade, ele também fez varias disci-
plinas de Fisica e Matematica. Conta a historia que
ele descobriu um cometa enquanto atendia um paciente
em Gottingen [I0, 65]. Ao final do curso de Medicina,
Olbers foi a Viena por um ano fazer a especializa¢ido em
Oftalmologia, mas nao perdeu a oportunidade de visi-
tar o Observatorio Astronémico e os circulos culturais
[11L p. 1606].

Em Brémen exerceu sua profissao de oftalmologista e
constituiu familia. Diz a lenda que dormia apenas quatro
horas por dia para aproveitar as noites em observacoes
astronomicas. Em 1820, depois de 30 anos atendendo
pacientes de toda a regido, Olbers resolveu fechar sua
clinica para se dedicar integralmente a Astronomia. Nao
por acaso, imaginamos, foi o ano que Olbers ficou vitvo
pela segunda vez e escreveu sua anélise sobre o PO. Vale
observar também as cidades relevantes da formagao cien-
tista: Gottingen e Viena.

Olbers montou um observatério no segundo pavi-
mento de sua casa com telescopios e instrumentos de
observagOes astrondmicas. Ele colaborou com Schroéter,
o dono do melhor observatério particular da regiao e
varios outros astréonomos proeminentes da Europa tais
como von Zach e Harding [10, p. 64]. Este grupo com
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cerca de 20 astronomos fundou a Vereinigte Astronomis-
che Gesellschaft, considerada a primeira sociedade de
Astronomia do mundo.

Certa vez os astrénomos da época nao conseguiam
localizar o planeta X (Ceres), um planeta ando que
tinha sido descoberto por Piazzi em Palermo. Ceres
tinha passado para atras do Sol. Em algum momento X
iria reaparecer, mas nao conseguiam localizar o planeta
ando com os instrumentos da época. O matematico
Gauss desenvolveu um método para determinar a locali-
zagdo tedrica e com esta informacao, Olbers foi capaz
de localizar Ceres novamente [11], p. 849].

Queremos enfatizar nesta breve biografia o aspecto
colaborativo das atividades de Olbers. Além de manter
contato com varios astronomos e matematicos, parece
ter estimulado o jovem Bessel a seguir uma carreira em
Astronomia. E de fato, Bessel foi um grande matematico
e chegou a ser o Diretor do Observatorio de Konigsberg.

Olbers tornou-se um grande especialista em Cometas,
mas seu protagonismo mais lembrado refere-se ao PO.

4. Algumas Solugoes ao Problema de
Olbers

Kepler (1571-1630) e Halley (1656-1742) consideraram
o PO antes de Olbers publicar sua analise em 1826, mas
vamos apresentar primeiro a proposta de Allan Poe.

4.1. Allan Poe

O poeta Edgar Allan Poe, que tinha muito interesse
em ciéncias em geral, publicou em 1848 um poema em
prosa intitulado Eureka [12], um “ensaio sobre o universo
material e espiritual” em que apresenta sua cosmologia
com um universo visivel e finito de estrelas que ocupam
um espago finito em um Universo sem fim:

Ao falar do que esta ordinariamente implicito
na expressao “Universo”, eu usarei a frase
limitante: “o universo de estrelas” [12] p. 11].

E sem mencionar Olbers, Allan Poe propde uma
solugdo ao PO:

Fosse a sequéncia de estrelas sem fim, entéo
o fundo do céu iria nos apresentar uma
luminosidade uniforme, como a exibida pela
Galaxia—porque ndo poderia haver abso-
lutamente nenhum ponto, em todo este
fundo, no qual ndo existiria uma estrela.
A tnica maneira, portanto, em que, em tal
estado de coisas, poderiamos compreender
0s vazios que nossos telescopios encontram
em dire¢bes inumeraveis, seria supondo tao
imensa a distancia do fundo invisivel e nés
que nenhum raio de 14 teria sido sequer capaz
de chegar até nés ainda [12, p. 128-129].

Allan Poe entdo pensa que vemos uma quantidade
finita de estrelas, mas deixa a possibilidade que mais
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estrelas sejam visiveis a medida que a luz proveniente
destas estrelas distantes chegue até nds. Ademais, se
o Universo de estrelas tivesse infinitas estrelas eter-
namente brilhantes, terfamos recebido luz de infinitas
estrelas, mesmo considerando a velocidade finita de
propagacao da luz. Assim, implicitamente, o Universo
de Allan Poe tem um inicio e/ou as estrelas nao brilham
eternamente. Ele ndo considera movimento algum das
estrelas e neste sentido, o Universo seria estatico.

Do ponto de vista logico, em esséncia qualitativa, a
solucdo de Allan Poe é suficiente para resolver o PO,
sem entrar em detalhes quantitativos, sem calculos, com
a devida licencga poética.

Para se perceber que a quantidade finita de estrelas
visiveis é logicamente suficiente para resolver o PO, con-
sidere o seguinte problema matematico idealizado:

Seja um conjunto finito de N pontos matematicos dis-
tribuidos de forma aleatéria em um plano Cartesiano
com as coordenadas (z;,y;), ¢ = 1,2,...,N. E facil
definir o centro geométrico O desta distribuicao e assim
a distdncia média D dos pontos em relagdo ao ponto
O. Defina entdo um circulo de raio D e imagine uma
projecao radial de todos os pontos na circunferéncia de
raio D.

Proposicao 4. FE possivel cobrir todos os pontos da cir-
cunferéncia com 0s pontos das projecoes?

Nao.

Demonstracdo. Principal argumento: Os pontos pro-
jetados na circunferéncia formam um conjunto finito
enquanto os pontos da circunferéncia formam um con-
junto infinito ndo enumeravel. |

Assim, vai existir, hipotética e abstratamente, semir-
retas partindo de O que cruzam a circunferéncia sem
passar por nenhum dos pontos da distribui¢ao. Con-
venga-se e deixe os alunos(as) se convencerem da
proposi¢ao e da demonstragao. A Figura[I]deve ser usada

Figura 1: 24 pontos distribuidos aleatoriamente no plano Carte-
siano.
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com cautela e apenas para garantir o entendimento do
texto da proposig¢ao, pois do gréafico inevitavelmente infe-
rimos tamanhos para os pontos, para os segmentos de
retas e para o arco do circulo, mas todos estes elementos
devem ser pensados sem dimensdo nem tamanho algum.

Do centro geométrico partem semirretas que passam
pelos 24 pontos e cruzam a circunferéncia. Os pontos de
interse¢ao das semirretas e a circunferéncia sao os pon-
tos de projecao. A proposicéo é demonstrada com o argu-
mento que estes pontos de projecao nao preenchem todos
os pontos das circunferéncias e assim, sempre existirdo
semirretas partindo do centro sem passar por nenhum
dos 24 pontos. O argumento nao depende da quantidade
explicita de pontos, basta ser uma quantidade finita de
pontos distribuidos no plano.

Segue o0 mesmo argumento para uma quantidade finita
de pontos distribuidos aleatoriamente no espaco tridi-
mensional Fuclidiano e semirretas partindo do centro
geométrico que cruzariam uma superficie esférica de raio
médio dado pela distdncia média dos pontos ao centro
geométrico.

Imagine assim, um observador no centro geométrico e
os pontos como hipotéticas estrelas vistas na “abdébada”
celeste. Apesar de ser abstrato, do ponto de vista 16gico,
este é o principal argumento de Allan Poe: haveria uma
quantidade finita de estrelas que podemos ver e, por-
tanto haveriam dire¢Ges no céu que nao teria luz alguma
vinda de estrelas, determinando assim uma escuridao
relativa.

O que mudaria na argumentagdo se tivermos circulos
(esferas) de tamanhos finitos no lugar de ponto
matematicos distribuidos no plano Cartesiano (espaco
Euclidiano)?

Allan Poe, como astrénomo amador sabia que as estre-
las sdo astros similares ao nosso Sol, uma bola “de fogo”
aproximadamente esférica.

Veja a Figura[2] em duas dimensées, da configuracao
em escala exagerada de um circulo de raio a a uma

@
e

Figura 2: Tamanho aparente do circulo o = 2a/r parar >> a.
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distancia r» do ponto de observagao e o angulo a suben-
tendido pelo circulo. Claramente sen(a/2) = a/r, isto é,
o angulo visto pelo centro é 2 arcsen (a/r). Parar >> a,
a = 2a/r, isto é, a razdo do didmetro do circulo pela
distancia r, que é o “tamanho aparente” do circulo.

Se considerarmos o tamanho finito de circulos, no
lugar de pontos matematicos sem dimensdes, é possivel
ter uma distribuicdo de circulos no plano de forma que
a soma dos angulos subentendidos seja completa, isto é,
360 ou 27 radianos.

Seguindo a mesma linha de raciocinio para trés
dimensoes espaciais, usamos o conceito de angulo solido
para o tamanho (ou drea) aparente de uma esfera de raio
a a uma distancia r da observacao:

Q= 3 (1)
esferorradianos. Assim, com uma quantidade finita de
estrelas (esferas) de tamanhos finitos, a noite s6 é escura
porque ndo haveriam estrelas visiveis suficientes para
cobrir toda a abdbada celeste, cuja drea aparente total
é 47 esferorradianos. Se fossem infinitas estrelas eternas
ou uma quantidade finita com densidade alta o suficiente
a abdbada estaria completamente iluminada pelo brilho
somado das estrelas.

Isto indica que basta considerar a “vastidao” do Uni-
verso e uma quantidade finita de estrelas visiveis para
explicar o céu escuro a noite. Allan Poe, no ensaio
Eureka, diferencia o Universo espacial do Universo das
estrelas. O espacial seria, em acordo com Pascal, uma
esfera centrada em qualquer lugar e circunferéncia em
lugar nenhum: a sphere of which the centre is every-
where, the circumference nowhere. E menciona a imen-
siddo do Universo: the distance [...] so immense.

Claramente Allan Poe tem a visdo Newtoniana do
espaco e tempo, até porque a Relatividade de Einstein
nao estava formulada ainda.

Vemos assim que Allan Poe [I3] apresentou em
esséncia uma solugdo conceitual suficiente ao PO: uma
quantidade finita de estrelas visiveis em um imenso Uni-
verso.

Com as novas informagoes da cosmologia e Astrono-
mia modernas vamos estimar a densidade e a luminosi-
dade somada das estrelas, em média, nas segoes [f] e [6]

4.2. Kepler, Halley, Chéseaux e Olbers

O PO ja tinha sido colocado por Halley, Chésaux e
Olbers [I4] sugerindo que uma parte da luminosidade
das estrelas deveria ser absorvida antes de chegar a
gente, caso contrario o céu seria tao brilhante quanto a
superficie do Sol. Eles nao apresentaram calculos talvez
porque essa conclusao lhes parecia ébvia. Chésaux, em
1744, explicou por analogia: imagine-se em uma flo-
resta de drvores uniformemente distribuidas, altas, de
troncos brancos; vocé veria entao, na diregao horizon-
tal, tudo branco. Implicito ao substantivo floresta esta a
densidade relativamente alta de arvores. A referéncia a

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0381



Oliveira

floresta de troncos brancos é clara para estes astronomos
europeus e é mais um exemplo das influéncias culturais
da época na discussao e avango da ciéncia.

Vamos reproduzir um modelo (KHCO) matemético
de céu brilhante para argumentar por absurdo, como
fizeram os astronomos, que alguma(s) das hipdteses do
modelo seria(m) falsa(s). O fendmeno que estamos inves-
tigando é visual com as estrelas “fixas” na abdbada
celeste. Isto é, ndo consideramos os movimentos pecu-
liares nem afastamentos de origem cosmolégica.

Considere as estrelas distribuidas no espaco de forma
homogénea. Em certo sentido, diluimos as estrelas e as
tratamos como se fossem um “fluido” com a densidade
numérica n que é a divisdo entre a quantidade de estrelas
e o volume por elas ocupado. Ao considerarmos um fluido
de estrelas, a rigor, passamos do conjunto de estrelas,
que podem ser contadas, como o conjunto dos nimeros
naturais, para o conjunto infinito de pontos infinitesi-
mais de um fluido estelar, como do conjunto dos ntimeros
reais. Cada estrela tem uma luminosidade caracteristica
L. Vamos assumir que L é um valor médio e constante
no tempo considerado. Neste modelo KHCO, na escala
de tempo relevante, as estrelas estao fixas e eternas
no céu.

Um observador a uma distdncia r da estrela, sem
bloqueio, receberd uma densidade superficial de ener-
gia luminosa L/(47r?). Em uma faixa esférica de raio
r e espessura infinitesimal dr com centro no observador
tem, por hipdtese do de homogeneidade, a quantidade
de ndnridr estrelas. Se toda a energia que esta faixa
emite atingisse o observador, ele receberia uma densi-
dade superficial de energia luminosa dada por

dQ = nLdr. (2)

A integracdo de uma distdncia minima a uma distancia
maxima precisa ser justificada em termos do modelo cos-
molégico. Claramente a integracdo ao infinito diverge
pois n e L sdo constantes na Equacéo . Neste con-
texto ha duas saidas légicas:

1. Um raio méximo finito, que implica um Universo
espacialmente limitado, ou

2. um mecanismo de absor¢do e/ou bloqueio de luz ao
observador e o Universo nao precisaria ter limites.

Podemos assumir o raio minimo como sendo zero sem
consequéncias de entendimento do PO. Entao, para o
primeiro caso:

Rmax
QKHCO = / dQ = nLRmam- (3)
0

Para Kepler essa solu¢ao bastaria, pois parece-nos que
ele acreditava em um Universo finito no espago. Allan
Poe, com outro modelo em mente, também concordaria
com estas contas.

Se consideramos que a luz pode ser bloqueada por
outras estrelas de seccao de choque o, entao o percurso
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médio livre A da luz depende inversamente da densi-
dade de estrelas n e de c—maiores densidades e maiores
secgoes de choque implicam menores percursos livres da
luz e vice-versa.

A= (4)
no

Esta estimativa usa implicitamente uma hipétese de
estacionariedade de emissdo e absorcdo de luz pelas
estrelas, que seria aceitdvel em um Universo eterno e
infinito. Assim, a energia luminosa das estrelas mais dis-
tantes é parcialmente absorvida por estrelas ao longo
do percurso 6tico e entdo consideramos um modelo de
atenuagdo ou absor¢ao parcial tal que

dQ = nLexp(—r/)\)dr. (5)

Esta seria a segunda saida légica. Se A fosse infinito,
nao haveria atenuagdo alguma. Assim a integragdo de

fornece
Q:/ dQ =nLA=1L/o, (6)
0

em que usamos a Equagao na segunda igualdade
acima. Isto é, receberiamos a mesma densidade superfi-
cial de energia luminosa que a superficie de uma estrela
emite, isto é, o céu seria muito claro. Nao é o que senti-
mos, felizmente.

Esse era o paradoxo do céu escuro. O que hé de errado
nestes modelos e cédlculos?

Chésaux e Olbers imaginaram outras absorcbes da
luminosidade, como poeira césmica. No entanto, cedo
ou tarde esta poeira iria emitir novamente, e por isto
esta explicacdo estd descartada.

No desenvolvimento acima explicitamos véarias
hip6teses durante as contas e certamente alguma(s) nao
vale(m), pois o céu é escuro & noite. Na préxima segao
vamos assumir que as estrelas tém vida luminosa finita,
nao eterna, e fazer alguns calculos.

5. O Esplendor do Céu

Os célculos da se¢do anterior foram expressos em ter-
mos de uma luminosidade estelar intrinseca L, conside-
rada constante. Todos os resultados foram proporcionais
a L. Sendo assim, podemos considerar primariamente
os aspectos geométricos de tamanhos e distancias das
estrelas.

Para sermos explicitos, vamos listar as principais
hipéteses do modelo KHCO:

e O Universo tem a geometria espacial Euclideana
com a topologia do R3.

o Todas as estrelas s@o parecidas com o nosso Sol
de raio 696 mil quilémetros, isto é, Rg ~ 7,0 X
10° km [15].

Usando-se as hipéteses acima, calculemos primeiramente
a contribuicdo da iluminagdo do céu devida as estrelas.
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A nossa galdxia que tem [22] da ordem 10! estre-
las e o Universo deve ter 10! galdxias (uma estimativa
moderna). Vamos usar N = 10?2 para a quantidade de
estrelas que tém em média o tamanho do Sol e imaginar
o Universo estatico esférico com raio Ry = 1,2x10%3 km
(13 bilhdes de anos-luz). Assim, a densidade de estrelas
é6n = 3N/(4nR}) ~ 1,3 x 10~*%km~>. Considerando
a seccao de choque das estrelas, com esta densidade,
percebemos que o livre caminho médio da luz na equacao
é A =~ 50 x 10% km que é muito maior do que
o tamanho do Universo visivel Ry e assim, na pratica,
nao ha bloqueio de luz por estrelas.

Vamos entao somar as areas aparentes das estrelas até
o raio do Universo, como foi feito no primeiro caso do
Allan Poe da equagao , com a drea aparente de cada
estrela dada porﬂ Q= WR%/T2. Assim, a area aparente
de todas as estrelas contidas na casca esférica entre os
raior e (r+dr) é

R2
dA = ﬂr—? ndmr’dr = n4r* R dr (7)

e assim temos a area aparente de todas as estrelas:

Ry R2
A= / nAr? R dr = ndr*R: Ry = SWNR—;D. (8)
0 U
Seja « a razdo entre a area aparente A e a drea aparente

de toda a abdbada celestes, isto é, o angulo sélido total
47. Entao

2 3 R@ ? —13
U

é a fracdo da area aparente ocupada por todas as estrelas
e portanto (1 — «) é a fracdo ndo ocupada pelas estrelas.
Percebemos que (1 — «)/a é a razéo entre a fracdo ndo
ocupada pelas estrelas e a fragdo ocupada pelos discos
das estrelas. E claro que (1 —a)/a ~ 1/a com excelente
aproximagao e portanto o é uma boa medida do esplen-
dor do céu estrelado em relagao ao esplendor do disco
solar, pois a area aparente A foi calculada em relagao ao
disco solar.

Temos assim uma expressdo que compara a lumi-
nosidade das estrelas com a do Sol. Observa-se que na
primeira igualdade da equagao @ a é diretamente pro-
porcional a densidade n de estrelas e a distAncia Ry . Na
segunda igualdade, « é diretamente proporcional & quan-
tidade total N de estrelas e inversamente proporcional
ao quadrado da distancia Ry .

Vamos comparar a area aparente de todas as estrelas
da equagao com a area aparente do Sol. O didmetro
aparente do Sol é pouco mais do que meio grau, 0,53.
A partir dessa informacdo obtemos a area aparente do

1 Note que, vista da Terra, cada estrela nos mostra uma &rea
ma? e, estando a uma distdncia r implica um angulo sélido ou
drea aparente Q = wa?/r2. Vamos usar o tamanho do Sol como o

padrao de estrela, a = Rp.
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Sol que é o angulo sélido Qg = 6,7 x 1075 e portanto
ae = Qe /(4r) = 5,3 x 1075, Assim,

afag ~ 4,5 x 1078 & ag /o~ 22 x 10°

isto é, o Sol tem uma area aparente 22 milhdes de vezes
maior do que a soma das areas aparentes das estrelas
do Universo, neste modelo matematico, consistente com
a observacao de que o céu é bem escuro a noite. Este
resultado também é coerente com medidas modernas que
apontam o brilho do céu a noite ser 10 milhoes de vezes
mais fraco do que o do céu diurno [I6], [17].

Dessa forma, os argumentos geométricos simples
deste modelo matematico resolve quantitativamente, em
ordem de grandeza, o PO.

Para termos melhor resultado quantitativo, vamos
apresentar na proxima secado um modelo um pouco mais
elaborado que leva em conta a expansao do Universo,
em acordo com a teoria do Big Bang, além do tempo
finito de vida luminosa das estrelas e a baixa densidade
numérica de estrelas no imenso Universo observado.

6. Solucao Contemporanea do Problema
de Olbers

As reflexdes, as propostas de solugoes ao PO e os avangos
da Astronomia e Cosmologia apontam ao seguinte:

1. Recebemos a luz de apenas uma quantidade finita
de estrelas e/ou galdxias.

2. Estrelas e galdxias tém vida luminosa finita no
tempo.

3. A densidade de estrelas e/ou galdxias é baixa o
suficiente para termos regides escuras no céu.

4. Galéxias distantes tém luminosidade deslocada
para o vermelho, indicando afastamento de um
Universo em expansao.

Os itens acima nao precisam ser independentes e a lite-
ratura moderna de Astronomia e de Cosmologia tém sido
ambiguas ou imprecisas em dar mais valor a expansao do
Universo do que a distribuicao espacial estelar e galactica
e & vida til luminosa das estrelas. E claro que os dois
primeiros itens estao em imediato acordo com o modelo
do Big Bang, de um Universo com um inicio, mas a
expansao do Universo contribui apenas com uma parte
para resolver o PO—a contribuic¢do da finitude em quan-
tidade e tempo vida das estrelas/galdxias é tdo impor-
tante quanto a expansdo do Universo.

Ao considerarmos escalas cosmolégicas, os constitu-
intes basicos do Universo sdo galaxias. Em escalas de
espaco e tempo de uma galdxia, que contém bilhoes de
estrelas, a dindmica interna e a distribuicao de “aco-
modacao” das galaxias sao ditadas pela gravitagao. No
modelo cosmolégico simplificado que vamos tratar para
o PO a seguir, as galdxias tém a dindmica de um fluido
sem pressao, um gas de poeira—cada particula de poeira
deste fluido representa uma galaxia.
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A cosmologia relativistica incorpora o conceito de
Einstein de espago-tempo diferente do conceito de espago
e tempo independentes da Fisica de Newton. Assim, dois
eventos infinitesimamente préximos estdo relacionados
por um deslocamento infinitesimal, o elemento de linha
ds, em coordenadas do espago-tempo dado por

ds* = Adt* — R(t)? (dr® + r?dQ?), (10)

em que t é a coordenada associada ao tempo, r > 0 a
distancia radial e 0 < Q < 47 ao angulo sélido; R(t) é
a funcado que permitird a expansdo do espaco alterando
a escala das distancias; e ¢ representa a velocidade da
luz. Por simplicidade, este modelo [5] é esfericamente
simétrico e espacialmente plano. O volume infinitesimal
de uma casca esférica que estd a uma distancia radial
dada por R(t)r, é

dV = 4w R(t)% ridr (11)

em que vemos o fator de escala R(¢) no instante t.

A densidade numérica de galdxias sob a hipdtese de
homogeneidade espacial (simetria esférica em torno de
qualquer ponto) tem a escala do inverso do cubo de R(t):

n(t) = no (ﬁg))g (12)

em que Ry é o fator de escala no tempo ty do observador
que observa a densidade de galaxias ng. Assumimos aqui
que a quantidade total de galaxias visiveis é preservada,
isto 6, N = ngR3 = n(t)R(t)* é constante.

Vamos assumir também que a luminosidade intrinseca
(média) de cada galaxia é L(t) quando emitida no
instante cosmolégico ¢t. A luminosidade é uma poténcia
eletromagnética, sendo que a energia eletromagnética é
proporcional a frequéncia da onda da luz, ou equivalen-
temente, inversamente proporcional ao comprimento de
onda. Assim, se a luz é emitida de uma fonte no instante
t e detectada pelo observador no instante g, o fator R(t)
tem que ser considerado de forma que a energia eletro-
magnética no vacuo vai seguir a relagao

E(to)Ro = E(t)R(t). (13)

Além disto, o intervalo de tempo, que se comporta como
o inverso de uma frequéncia, também serd devidamente
alterado pelo fator de escala da seguinte forma:

Aty R(t) = At Ry (14)

E assim a luminosidade emitida e a luminosidade detec-
tada pelo observador sao tais que

L(t)R(t)*> = L(to)R2. (15)

Mas a luminosidade é espalhada pelo espago e chegara
diluida na superficie de uma esfera com centro na galaxia
a uma distancia radial do observador Rgr e assim a ener-
gia por unidade de &rea, por unidade de tempo, isto é o
fluxo no observador sera

do = L(to)/ (4w Rgr?) (16)
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Levando em consideracao todos esses fatores concluimos
que o fluxo de energia observado em t; devida a emissao
de todas as galdxias em t sera:

dQO = (;Son(t)dV = noL(to)RO dr.

A luz viaja pelas geodésicas radiais, no cone de luz em
que ds = 0 na equagao . Assim, R(t)dr = cdt.
Com isso calculamos a contribui¢cdo de luminosidade das
galaxias ao fluxo observado:

dQ() == L(to) no cdt (17)
que nos leva a
40 = L(t)ng (iﬁ”) cdt (18)
0

em que restauramos a luminosidade L(t) no instante da
emissao na galaxia. A integracdo serd determinada pelo
tempo de vida til das galaxias, digamos, desde o tempo
de formagdo ¢y até o momento ¢y do observador. Vemos
que o caso estitico R(t) = Ry obtém-se quantativamente
os resultados de Olbers, Chéseaux e Halley:

QrHCcO = /to L(t) no (R(t)> cdt = Lngc (to —ty)

ts Ry
(19)
em que deixamos a luminosidade ser constante L e como
proposto por Allan Poe, ¢ (ty —tf) = AR finito.
No caso cosmoldgico, o modelo de Friedman,
Lamaitre, Robertson e Walker (FLRW) tem uma solucao
para a(t) = R(t)/Ry através da func¢do de Hubble

da/dt

a

H(t) = H(a)

= Hy \/pRCL74 + pama3 + pra=2 + pa (20)

em que Hy é o pardmetro de expansao de Huble,
pr € a densidade relativa de energia de radiacdo, pps
de matéria, py de curvatura e p, da energia escura
(constante cosmoldgica)—tudo observado em ¢y. Assim,
assumindo novamente a luminosidade constante,

to
QrrLrw = Lng C/ a(t) dt (21)

ty

Considerando que a(t)dt = da/H(a) obtemos

1 2
C a
QrLrw = Lno*/ ——da (22)
HO ay \/P4(a)

em que
_ 2 a1 2 4

Py(a) = pr+pma+pra® +ppa z§a+§a (23)

Compare com a equagao sendo Rpar = ¢/Hp. A

aproximagao acima considera que a matéria compde 1/3
e a energia escura 2/3 da energia total do Universo,
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desprezando as contribuicoes da radiagao, importante
nos 3 primeiros minutos do Universo, e da curvatura,
assumindo o espago plano. Isto é, pr = pr = 0, py =
1/3 e pp = 2/3. E assim, com estas simplificagbes, o
caso extremo da integracdo desde o Big Bang até hoje
fornece:

QrLrRW

da ~ 52% (24)
QKHCO

i

Portanto a expansdo cosmoldgica [I8] diminui no
maximo uma ordem de grandeza do esplendor do céu
advindo das galdxias [I9H2I] em comparacdo ao que
foi calculado na segéo [5| com um modelo estatico New-
toniano. Note que a expansdo cosmolégica diminui o
esplendor tanto pelo aumento das distdncias, e conse-
quente diminuicao da densidade de galdxias, quanto pela
diminui¢gdo da poténcia luminosa (desvio para o ver-
melho) desde a emissdo até o observador e mesmo apenas
pouco mais da metade da escuridao se deve a expansao
cosmoldgica.

7. Conclusoes

Neste artigo revisitamos a pergunta de Olbers: por que o
céu ¢é escuro a noite? Mostramos o contexto histérico, as
hipo6teses utilizadas e as solu¢bes propostas com énfase,
inicialmente, em argumentos puramente geométricos que
sao suficientes para resolver qualitativamente o PO. Para
tanto o modelo matematico astrofisico das estrelas e do
Universo sao simplificados: assumimos que as estrelas
tém luminosidades intrinsicas constantes no tempo cos-
molodgico e iguais as do Sol, que existem uma quanti-
dade finita de estrelas no Universo que observamos e elas
tém vida finita. Com isto, a luminosidade que observa-
mos é proporcional apenas ao tamanho aparente (dngulo
s6lido subentendido) das estrelas em acordo com sua
distancia em uma distribuicao espacial uniforme no Uni-
verso. Estas simplificagdes permitem discutir o problema
com alunos do ensino basico e fazer algumas contas de
esplendor com alunos com conhecimentos de geometria,
calculo integral e diferencial.

Com o modelo estatico KHCO Concluimos que o céu
noturno é 22 milhoes de vezes mais escuro do que o céu
diurno—usamos um calculo simples do esplendor das
estrelas em relagdo ao do Sol. No modelo cosmologico
FRLW obtivemos que o esplendor deve ser 52% deste
valor, isto é, o Sol é 11 milhdes de vezes mais claro
do que a soma de todas outras estrelas do Universo.
E outras palavras, a expansao cosmolégica contribui
com a metade do valor estimado do esplendor noturno
enquanto a outra metade se deve essencialmente pela dis-
tribui¢do geométrica das estrelas em quantidade finita e
tempo de vida finito.

Os célculos acima usam estimativas de quantidade de
estrelas e/ou galdxias [22] que implicitamente incorpo-
ram modelos astrofisicos e cosmoldgicos. E claro que
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os resultados dependem das quantidades astronomicas
usadas que repetimos na lista abaixo:

—_

raio da esfera solar Ro ~ 7,0 x 10° km.

2. nossa galaxia tem ~ 10! estrelas e o Universo deve
ter 101! galdxias e assim usamos N = 1022,

3. O Universo estatico esférico de raio Ry ~ 1,2 X

10?3 km (13 bilhdes de anos-luz).

4. A densidade de estrelas n = 3N/(4wRp;) ~ 1,3 x
10~ *8km 2,

5. O caminho 6ptico médio livre A ~ 5,1 x 103° km.

6. o didmetro aparente do Sol, visto da Terra é 0,53.

7. o angulo sélido do Sol, visto da Terra é Qg ~ 6,7 X
10~% esferorradianos.

H& muitos temas interdisciplinares a serem estudados
e discutidos com estudantes em varios estagios escolares
e académicos com o Paradoxo de Olbers.
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