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A teoria de Duffin-Kemmer-Petiau é apresentada a partir de um contexto histérico, realcando as
ideias e analogias para seu desenvolvimento e conduzindo de forma intuitiva a sua dlgebra e propriedades
gerais. A equivaléncia entre este formalismo e os formalismos de Klein-Gordon-Fock e Proca para os
casos livre e minimamente acoplado, como também a problematica em torno do limite m = 0 sao
expostas. Este estudo se completa com a riqueza nas possiveis interacoes fenomenolégicas que a teoria
de Duffin-Kemmer-Petiau permite, tornando toda a teoria uma fonte de inspiragdo e cultura.
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The theory of Duffin-Kemmer-Petiau is presented from a historical point of view, highlighting the
ideas and analogies which led to its formal development, as well as to its algebra and general properties.
Furthermore, some misunderstood concepts surrounding the massless limit, m = 0, as well as the
equivalence between this formalism and the formalisms of Klein-Gordon-Fock and Proca, for free and
minimal coupling cases, are exposed. Insofar the completion of this study with the richness of the possible
phenomenological interactions that make the theory of Duffin-Kemmer-Petiau a source of inspiration
and culture.
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1. Inspiragoes para o desenvolvimento
da teoria

A histéria do dtomo de hidrogénio estd intimamente
relacionada ao desenvolvimento da Fisica Quéantica
[1,2]. A estrutura bruta, assim chamadas as primei-
ras linhas espectrais do 4tomo de hidrogénio, fo-
ram interpretadas teoricamente por Bohr através de
principios classicos e pressupostos quinticos ainda
muito prematuros & época [3]. De fato, apenas com
o advento da equagdo de Schrodinger [4] foi possivel
adquirir o espectro de energia do elétron em um po-
tencial coulombiano gerado por um préton estético,
ou o atomo de hidrogénio, plenamente fundamen-
tado em principios da Mecanica Quantica

E® = _ [27;22264} % (1)

*Endereco de correspondéncia: tirdona@gmail.com.
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que, em termos da constante de estrutura fina, «,

2
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= — >~ — 2
“The 137 @
se reescreve como
1
EO = —2—n2Z2a2m02 (3)

em que n = 1,2, 3, ...Esta equacdo também é conhe-
cida como o espectro de Bohr - que a obteve em 1913;
de fato, a equagdo de Schrodinger é posterior a 1920.
Altamente degenerado, este espectro ja apresenta
em seu primeiro estado excitado a superposicao de
trés estados, 251/2, 2P1/2 e 2P3/2, todos com energia
proporcional & a?mc?.

Com o aumento na precisao dos experimentos de
aquisicdo do espectro, novas linhas espectrais fo-
ram sendo descobertas e estados antes degenerados
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agora apresentavam ténues divisdes, quebrando sua
degenerescéncia [2|. Na auséncia de um fundamento
tedrico que possibilitasse uma interpretacdo coesa
de todas as mintucias do espectro, foram incluidos
”a mao”termos na hamiltoniana de Schrédinger que
justificassem as discrepancias do espectro, tais como
a interacao spin-orbita e corregoes relativisticas,
ambas com energias da ordem de a*mc?, cuja con-

tribuigao ficou conhecida como estrutura fina.

Ainda menor, em ordem (mﬂ) a*me?, sao efeitos
D

devido & interacao magnética entre os momentos de
dipolo do elétron e préton, o que ficou conhecido
como estrutura hiperfina.

Contudo, em 1928 Dirac propde sua teoria
quéntica para o elétron [5] em que a estrutura fina
do dtomo de hidrogénio aparece naturalmente, fruto
do estudo do elétron sob a acdo de um potencial
coulombiano (préton). Em verdade, o limite nao-
relativistico da equagdo de Dirac com este potencial
leva & equagdo de Schrédinger acrescida do termo de
spin-6rbita. Assim, a teoria desenvolvida por Dirac
pareceu entdo ter resolvido todas as particularidades
do espectro do 4tomo de hidrogénio & sua época. E
esse foi, sem duvida, um dos grandes triunfos de sua
teoria.

Qual seria a motivacdo de Dirac para encontrar
o que ficou conhecido como a equacdao de Dirac?
Resolver o célebre problema da densidade de proba-
bilidade na teoria de Klein-Gordon-Fock.

A equagdo de Schrodinger pode ser obtida
através da relagéQO energia-momento nao-relativistica

classica £ = na promoc¢ao da energia E e o

T
momento p a operadores, ih% e —ihﬁ, respectiva-
mente, atuando sobre uma funcdo de onda complexa
U (7, t). Esta fungdo de onda pode entao ser associ-
ada a uma particula, de tal forma que |¥ (7, t)|* d3z
¢é a densidade de probabilidade de encontrar esta
particula em um elemento de volume d®z. Esta in-
terpretacao é possivel, haja vista que a densidade p,
| (7,1)]? (que é positiva-definida), e a densidade de
corrente Z sa’gisfazem uma equacao de continuidade
Op/ot+V - J = 0. Assim, p pode ser interpretado
como uma densidade de probabilidade e J como
uma corrente de probabilidade.

Uma construcdo andloga a equagao de Schrodin-
ger para a relagdo energia-momento relativistica,
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E? = p?c® + m?c?, conduz & equacio de Klein-
Gordon-FocKl

1 0%® (7,t) 9 x s m2c?
_§T+v O (7, t) — =) O (7,t) =0 (4)
ou ainda
m2c? .
0+ 2 ]Cb(r,t):() (5)

que, todavia, conduz a uma expressdo para a densi-
dade p dada por
ih {q)* (7 1) 0P (7, t) _ o (R 1) 0D* (7, 1)
ot ot
(6)
que nao ¢é positiva-definida e, logo, ndo pode ser in-

terpretada como uma densidade de probabilidadeﬂ
Assim, existia uma busca por uma equacao de pri-

p= 2mc?

meira ordem na derivada temporal que conduzisse
a uma densidade de probabilidade positiva-definida.
Partindo desse pressuposto, Dirac entdo determina
uma equacao em primeira ordem

(17O —m) ¢ (x) = 0 (7)
cuja algebra para as matrizes v é dada por
VA A = 29" (8)
com densidade de probabilidade positiva-definida
p=Piy. 9)

Diante do enorme sucesso da teoria de Dirac, de
Broglie sugere que o fo6ton poderia ser formado pela
combinagao de dois 1éptons e que esta combinacao
seria entdo a responsavel por atribuir massa ao
foton [8]. Com efeito, essa premissa era comparti-
lhada por muitos cientistas a época. Tomado por
esta ideia e com profundo conhecimento da estru-
tura algébrica da equacdo de Dirac, de Broglie inicia
sua busca por uma equacao de primeira ordem na
esperanca de obter uma equacao para o seu féton
massivo. Petiau, um dos estudantes de de Broglie, é
o primeiro a obter a algebra 16 x 16 das matrizes de
DKPE| [10]. Mas eram tempos de guerra, e o traba-
lho de Petiau s6 viria a publico quando a Segunda
Guerra Mundial chegasse ao fim [11].

Simultanea e completamente alheio ao trabalho
de Petiau, Kemmer escreve as equagoes de segunda

'Em verdade, esta equacio foi considerada pela primeira vez por Schrédinger para o estudo do espectro do &tomo de hidrogénio.
De fato, este estudo foi anterior & sua formula¢do da teoria ndo-relativistica [6].

2Pauli e Weisskopf [7], em 1934, interpretaram @

como uma densidade de carga.

3Em verdade, foi Géhéniau o precursor na decomposicio desta &lgebra em representacdes irredutiveis de 10 dimensoes, 5

dimensdes e uma representacio trivial em 1 dimenséo [9).
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ordem de Proca como um conjunto de equacoes
de primeira ordem acopladas. Faz o mesmo com a
equacao de Klein-Gordon-Fock. Kemmer entdo con-
jectura acerca da existéncia de uma forma matricial
para seu sistema de equactes acopladas, de forma
que elas possuam representacoes irredutiveis, repre-
sentando as particulas de spin 0 e de spin 1, mas
nao obtém sucesso em determinar a dlgebra que tais
matrizes devem satisfazer. Duffin, um matematico,
tomou conhecimento das equagdes de Proca em um
seminario dado por Kemmer e, simpatico com sua
abordagem em primeira ordem, desenvolve a dlgebra
tao desejada para a teoria [12].

Embora nao tenha sido um procedimento trivial
obter a equacao e dlgebra de Duffin-Kemmer-Petiau,
é possivel se ter uma certa intuicdo de como obté-
las [13}/14]: seja a equagao de Klein-Gordon-Fock
(em unidades naturais tais que i =c¢ = 1)

(9p0" +m?) @ (1) = 0 (10)
em que @ (7,t) é uma funcao de onda que descreve
uma, particula. B possivel tornar esta equacgao de
segunda ordem em uma equacao de primeira ordem
reescrevendo-a convenientemente como

1
—g" 0,0, (F,t) +m® (7,t) =0 (11)

e definindo

1 . -,
—0,® (7, t) = &, (7, 1) (12)
m
em que v = 0,1,2,3. De fato, este é o "preco a ser
pago” pela reducao da ordem da equagao: o surgi-
mento de novas varidveis. Aqui, estas novas variaveis
sao ®, (7, t) e ndo tém significado fisico. Assim,
se torna

9", (7, t) + m® (7, t) =0 (13)

Entao, a equagdo de segunda ordem original
foi reduzida a um sistema de duas equagoes de pri-

meira ordem, e . Ao aplicar o operador
diferencial 0, a equagao

D,0"®,, (7, t) + m?9,® (¥, 1) = 0
com , conduz a
(8,0" +m?) @, (7,t) = 0 (14)

Portanto, uma equacéo de onda relativistica em
primeira ordem é tal que todos os componentes da
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funcado de onda, sejam eles fisicos ou nao-fisicos
(neste caso, ® (7,t) e @, (7, t), respectivamente) obe-
decem a equacdo de Klein-Gordon-Fock.

Umezawa [15] generaliza este procedimento: seja
uma funcao de onda multicomponente ®,, (), em
que ¢ = 1,2,...,n, ou seja, ¢, (x) é uma matriz
coluna e z é um quadrivetor com componentes ¢ e
7. A equacgdo relativistica para esta fungdo de onda

tem a forma
Agy (9) P, () =0 (15)

em que Ag, (0) é um operador matricial. A condigao
de Klein-Gordon-Fock exige que satisfaca a
relagdo

dps (9) Mgy (9) = (D +m?) 3,
em que d (0) é um operador diferencial tal que

d(0)=[dyg(0)] =a+a”0, + 70,0, + ... (17)

(16)

onde os coeficientes o, &, a”?, ... sdo matrizes de
dimensao n (em acordo com @, (z)).

Uma equacao relativistica como um conjunto de
equagoes diferenciais em primeira ordem é escrita
na forma

(i"0, —mI)®(x) =0 (18)
em que (¥ sdo certas matrizes de dimensao n, I
¢ a matriz identidade n x n e ® (z) é uma matriz
coluna também de dimensao n.
Facilmente se identifica

A (@) = [Agy ()] = (89 —mI)  (19)

@ (z) = [Py (z)] (20)
o que deixa evidente que a quantidade ® () é uma
fungdo de onda multicomponente. Considerando as
particularizacées:

1.0.1. Caso I d(9) =a+a”0,
Neste caso, é tal que

(a+a¥8,) (ip"0, —mI) = O +m? (21)
ou seja,
iafH0, — (o) m +ia” 0,0, — (a”1) mo,

= (O+m?)

i (aB") 8, — (al)m + % ("B + aBY) 9,0,

— (a”T)md, = (D + m2)
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para que esta igualdade seja verdadeira, as condigoes
i(apt)—(a*I)m =0

% (Bt + a#p¥) = g
— (al)m =m?I
devem ser obedecidas. Estas condi¢oes conduzem a

a=—ml

ot = —ipH
e, por fim
B + B8 = 29"
Portanto, identificando os termos de (18) com as
condigoes acima, se obtém que

(i8"0, —m) P (x) =0

e a fun¢ao de onda multicomponente ® (x) é reco-
nhecida como o espinor 1 (z) na renomeacao de

por 7y
(V"0 —m) Y (z) =0

YA+ = 29",

que correspondem & equacao de Dirac e sua élgebraﬂ

1.0.2. Caso II d(0) = a+ a¥9, + a7 0,0,

De maneira andloga ao caso anterior, a ({16 agora
se escreve como

(a+ 0”8, + a¥?8,0,) (iB"0, — mI) = O+ m?
(22)
ou seja,

H(aB") 8 — (al)ym + & (0“5 + 0 6") 0,0,
— (”I)md,

A Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau

+ 3B (107 ") 8,050, — (¥ 1) md, s

= (D + m2)
em que Y (P) indica a soma sobre todas as per-
mutagdes possiveis entre v, o e u devido a simetria

de 0,0,0,. Portanto, para que esta igualdade seja
satisfeita, as condicoes

i(apt) — (a*I)m =0

—(al)m = m?I
Z‘ v 1% v 17
5(@ Bt + atpB’) — am = gt

S ®) (a7 ) = 0

devem ser obedecidas. Estas condigoes conduzem a
a=—ml

ot = —ipH

at =~ o = S (915 + 58

SO [ s+ 5755 - o7 =0,

Esta dltima relacao, tomadas todas as permutacoes
possiveis, conduz a élgebraﬂ

prBYBT + 87871 = 9" B + 97" B,

e, identificando os termos de ([15)) com as condigoes
supracitadas se determina o sistema de equagoes em
primeira ordem

(23)

iBr O — map =0

As equagoes e sua algebra sdo as
equagoes de Duffin-Kemmer-Petiau, doravante de-
nominadas equagoes de DKP.

(24)

40 que é apenas uma identificacdo, haja vista que a equacio de Dirac e sua élgebra j4 haviam sido citadas em e . A
caracterizagao de ® (z) com um espinor ocorre apenas com o estudo das matrizes v e de ® (z) sob transformagdes de Lorentz.
5E ainda possivel determinar esta 4lgebra partindo-se da ideia de de Broglie, ou seja, combinando dois 1éptons. Seja * entéo
escrita como

(" +1%)

N =

gt =
emque [ =" ®@1el* =1®~". Com o
{0, 1} = 29" = {T", I}
1] =0
entdo reescrever a soma 88" % + 575 BY em termos dos I' e T' conduz diretamente a .
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2. Propriedades gerais

2.1. A equacgao de DKP e a algebra das
matrizes g*

O formalismo de primeira ordem de DKP descreve
particulas massivas de spin 0 (escalares) e spin 1
(vetoriais). A equagdo de DKP fundamental de tais
particulas se expressa por

i) —map =0 (25)
em que as matrizes S satisfazem a algebra
G867 + 7B = g BT+ 7B (20)

e o tensor métrico do espago-tempo de Minkowski
g"" tem assinatura (+,—,—, —).

As matrizes f* tém dimensao 16 e constituem
em uma representacao redutivel da algebra .
Esta algebra admite somente trés representacoes
irredutiveis: uma representacao irredutivel em 10
dimensoes (representando particulas de spin 1), 5
dimensoes (representando particulas de spin 0) e
uma representacao trivial sem significado fisico em 1
dimensao. O objeto ¥ é uma funcdo de onda multi-
componente: para particulas de spin 0 apresenta-se
como uma funcdo de onda de 5 componentes; para
particulas de spin 1, como uma funcao de onda de
10 componentes.

Existe um conjunto de matrizes hermitianas n*
que complementa as matrizes S*, definidas por

Nt = 2BHBH — g

de tal forma que as matrizes S* tém seu conjugado
hermitiano através de

gt = g

A equagao de DKP conjugada é obtida tomando
o conjugado hermitiano de ([25))

(27)

(28)

i (au¢TUO) B —m (ano) -0
definindo a funcéo de onda adjunta ¢ por
) =iy’

entdo, a equacao de DKP conjugada é dada por

(29)

10, B" +map =0 (30)

Uma pratica manipulacdo mateméatica permite a
obtencao da equacgao da continuidade na teoria de
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DKP . Multiplicacoes apropriadas de ¢ e 9 em
e , respectivamente, seguida de sua soma, levam
a

a,u (155%) =0
de tal forma que é possivel definir a densidade de
quadricorrente

(31)

JH=9phy (32)

e, portanto

8, J" =0 (33)

porém, o componente temporal da densidade de
quadricorrente, J°, nao é positivo-definido, o que
impede sua interpretacdo como uma densidade de
probabilidade. Todavia J° pode ser interpretado
como uma densidade de carga.

Por fim, multiplicar por 0,8%8Y a esquerda
leva a

" = BB"0atp

de tal forma que a contragdo com J, conduz a

(34)

Oy +m%p =0 (35)

mostrando que cada componente de i satisfaz a
condicdo de Klein-Gordon, como esperado para uma
equagao relativistica.

A invariancia da equagao de Duffin-Kemmer-
Petiau sob as transformacoes de Lorentz

ot =AM 2V (36)

al, = (A‘1># 8, (37)
U (') =U (M) (2) (38)
m =m (39)

se expressa pela invariancia da equacao
iBM o,y (2) —m'yY (2) =0

sob estas transformacoes. Para isso, é necesséario de-
terminar a forma explicita das transformagoes U (A)
e B, Assim,

i (A7) U (8) Bt () = mU (A) 4 () = 0

N

aplicando a transformacdo inversa U~!(A) & es-
querda

(U @) (A1) 0 W) 0 )~ () = 0
o
portanto, as matrizes 5 tém de se transformar como

Ut ) g (A7)

‘U =g
"

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 3, 3319, 2016
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ou seja

U™ (A) YU (A) = AH,BY (40)

uma vez determinada a forma explicita das matrizes
B sob transformacdes de Lorentz, o passo seguinte
consiste em determinar U (A). Seja a transformacao
infinitesimal

U (A) =1+ iaw,,S"™ + O <w2)
em que
AP, =0 +wh, + 0 (w2> . Wy = —Wiy
esta transformacao em conduz a
BHU (A) = U (A) A", 37

B + 0o ST = B+ Wi, B + 0o S B

pela identidade nos polinémios em w, é possivel
inferir diretamente que

g = p* (41)

iowpe [BH, SP7] = wh, B” (42)

que sera usada para se determinar a forma explicita
do gerador infinitesimal S : simetrizando w*, 3

P = P = 5 (B — )
= % (" wpy BT = 9" wpn B°)
%wm (9" 8" — g" B*)
entao

. o 1 loa loa
it (9%, 57) = S0 (6067 — g"717).

Da &lgebra de DKP é possivel inferir que
ghPB7 — g BP = —[B", [, 5°]]
assim
0w 16, 5%7] = — 200 [0, 197, 6°)]
portanto
e

e a transformagdo U (A) estd determinada por

U(A) =exp (—;wpgSp”> . (44)

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 3, €3319, 2016
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Uma representacao escalar é tal que U (A) =1 (a
matriz identidade), ao passo que uma representacao
vetorial se caracteriza por U (A) = A. A repre-
sentacdo escalar caracteriza particulas de spin 0,
enquanto a representacdo vetorial, particulas de
spin 1.

Por fim, a lei de transformacéo de ¢ sob trans-
formacoes de Lorentz é determinada a partir de

V' (2') =U (M) ()
logo
P =y = (U) 0" = Tt = gy (nUT")
contudo
Ut = exp <—;wPJSTPU>

em que

stre = (8rp°)t — (878")" = ot pet

—BP1R7T =057y = —p08P7n0
entao

1
U =0 (1 - iwp(,ST’” +0 (w2)> n°

1 1
_ - po 2\ _ - po\ __ —1
_1+2wp05 +O(w ) = exp <2wp05 ) =U

portanto ~ -

W=yl =9UT! (45)
como esperado. Com a densidade de lagrangiana na
forma

L= 2 (9810 — 0,08"0) — majy

que gera ambas equagdes de movimento, e ,
¢é tal que, sob transformagoes de Lorentz

= % (T/_J,/Bwal,u,wl . 8/MQZ/5W¢/) _ WZ'W

] Byt

I

b [U‘lﬁ“’U (A—l)”
~0,5 | (A7) U790 v} - miU U
com (0
o= g o [ (a1) ] ou
~0,6 | (A1) A%,6 | 0} — miy
£ = L (68000 — 0,08°0) — miby = £

permanece invariante.
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2.2. A equivaléncia entre o formalismo de
DKP e os formalismos de Klein-
Gordon-Fock e Proca: o caso livre

2.2.1. Os operadores de selecao

Fujiwara [16], em 1953, desenvolve (baseado no tra-
balho de Peaslee [17]) duas duplas distintas de ope-
radores que tém a pratica propriedade de selecionar
o setor de spin 0 ou o setor de spin 1 da teoria de
DKP. Umezawa, em uma abordagem didatica [15],
explicita estes operadores e também suas proprieda-

des.

2.2.2. O setor de spin 0

Seja um operador P, definido por

P () () () ()

em que P2=Pe

(46)
Pt = pgt (47)

¢é possivel mostrar que P e P* possuem as proprie-
dades

PHB” = Pgh” (48)
PSM = P = (49)
PHSV = gho p¥ — g p7 (50)

Portanto, sob as transformacdes infinitesimais

(144)

PUY = Pip (51)

logo, P se transforma como um escalar. E é por
isso que o operador P seleciona o setor escalar da

teoria de DKP. Analogamente,
PE(UY) = P + why, (PY1)) (52)

ou seja, P* se transforma como um vetor.
A atuacao do operador P na equac¢do de DKP

leva a
9, (PP) —m (P) = 0 (53)

analogamente, a atuagdo de P” em ([25)) fornece
)

PYy = —9" (P 54

b= Lo (Py) (54

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2016-0076
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substituindo em
(8u0" +m?) (Py) = 0 (55)

Portanto, elementos da matriz Py sdo campos es-
calares de massa m que obedecem a equacao de
Klein-Gordon-Fock.

Com apenas um grau de liberdade, da relagao
graus de liberdade e spin da particula

¢=25+1 (56)

é possivel inferir que P descreve uma particula de
spin 0.

Agora, denotando a func¢do de onda multicompo-
nente v por

»
0 ,

v=| :<$V>,u=o,1,2,3 (57)
2
b

e com uma representacdo 5 X 5 para as matrizes S*
(ver Apéndice A), a atuagao do operador P em 1)

fornece
¥
0
Py=1| 0 (58)
0
0
Logo, ¢é equivalente a
Py = 0"y (59)
m
denotando
g=vmep (60)
entao .
i
PPy = —9" 61
(8 T (61)
torna-se possivel entdo definir
| Z— ,L 14
=—0 62
P T (62)

e a fungao de onda multicomponente (57)) pode ser
reescrita como

Ve ) (63)

¢_<iu
Tmd"?
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que ¢é a forma fisica da fun¢do de onda de DKP do
setor de spin 0. Logo,

Py = Vm ( ’ ) (64)
04x1
e
1 0
PV = —— 65
v="m ( 011 ) (65)
que claramente satisfaz
(8p0" +m?) =0 (66)
2.2.3. O setor de spin 1
Agora, dado um operador R*, definido por
2 2 2
we= () () () (0 —09) @0
e
RM = R*BY (68)
se obtém as propriedades
RN = —RVH (69)
SYPRF =0 (70)
Ruuﬁa — Ruguoa _ Rug,ua (71)
RMSYP = gV RP — glP RY (72)

RMVSPT — gVP RO _ glPRVT _ VT RIP 4 gho RVP
(73)
Tais operadores, sob transformagcdes infinitesimais
de Lorentz, , se comportam como

RMUY = RMp + wh, (RV1)) (74)

RIYUS = R 4wl (R74)) +w" ), (R7P) (75)

mostrando que o operador R* seleciona os compo-
nentes de 1) que se transformam como o componente
@ de um quadrivetor, ao passo que R*” seleciona
aqueles que se transformam como o componente pv
de um tensor de segunda ordem.
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A aplicag¢do do operador R* na equagdo de DKP

leva a

Oy R* ) = —imR*y (76)
enquanto R*” em (125) conduz a
0" R — 0P Ry = —imRMy (77)
definindo
U= 0 (R) = 0" (R (78)
em que UM = —U"". Logo,
R = Ly (79)
substituindo em
O,UM = m?R*p
ou ainda
AU +m?RMp =0 (80)
Explicitamente,
Dy, (0" RF4p — DM RY4)) +m>RMap = 0 (81)

que é a equacao de Proca para uma particula livre
de spin 1. Mais ainda, aplicando 0, a obtemos

00,0 R4 — 8,0"0, RVp +m?0, R = 0

ou seja,
9, (RFMp) =0 (82)
aplicando em
(ayav i m2) RFp =0 (83)

As equagoes e sdo equivalentes a equagao
de Proca . De temos 4 graus de liberdade
acessives a particula; no entanto elimina um
grau de liberdade, perfazendo 3 graus de liberdade.
De , é possivel inferir que este setor descreve
uma particula de spin 1.

Aplicando R* a funcdo de onda multicomponente
1, na representacao das matrizes f* dadas por (ver

Apéndice A)
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—

<
=
|

R = R4 =

O O O OO oo oo
OO OO OO OO o

Aparentemente, os componentes 10, ¢!, 1?2 e 3
sdo os componentes fisicos da func¢ao de onda do
setor de spin 1 da teoria de DKP. Todavia, (82)
os vincula, perfazendo trés componentes fisicos. Os
componentes restantes (1%, 15, 95, 7, ¢ e ¥?) sdo
os componentes nao-fisicos do setor de spin 1.

E importante ressaltar que o presente estudo mos-
trou explicitamente a equivaléncia entre formalismo
de DKP e os formalismos de Klein-Gordon-Fock e

Proca para o caso da particula livre em nivel classico.

2.3. A equivaléncia entre o formalismo de
DKP e os formalismos de
Klein-Gordon-Fock e Proca: o caso do
acoplamento minimo

O setor escalar da teoria de DKP ¢é selecionado com
a aplicagdo do operador P que, por sua vez, conduz
a funcao de onda fisica . Esta expressao deve
ser compativel com a invariancia local de calibre:

() = Ny () (85)

iea(x) (86)

¢(z)=e ¢ (z)

E evidente que nao ¢ invariante sob trans-
formagoes locais de calibre. Tal fato é facilmente
remediado com a usual prescri¢do 9, — D,,, em que

D, =0,+iA, (87)

Desta feita, a funcdo de onda multicomponente se

escreve como
_ vy
¢ - % DY
P

compativel com a invaridncia local de calibre [19].

(88)
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w

R =

(=i e N =l = i e
OO OO O OO oo

A analogia com o procedimento da secdo anterior
é completa. A equacao de DKP com acoplamento
vetorial minimo é escrita como

(10, —m — BHAL)Y =0 (89)
ou ainda

iB' Dy —map =0 (90)

O setor escalar da teoria de DKP é selecionado

com a aplicacdo do operador P. Desta feita, apli-
cando o operador P a equacio

iPB' Dty —mPy =0 (91)
e, como PgH = PH,
iD Pty —mPyp =0 (92)
A atuacdo do operador P” em conduz a
iPYpE Dy —mPY) =0
uma vez que PYGH = g"' P,
Py = i.D”Pw
m
Substituindo em
(DuD" +m?) (Py) =0

(93)

(94)

e, uma vez que P determina o componente fisico
do espinor de DKP do setor escalar, é entdo nitido
que o componente fisico da funcao de onda multi-
componente obedece a equacdo de Klein-Gordon-
Fock minimamente acoplada. Fazendo uso da forma
explicita de P, , a equacao é equivalente
a
i

DI/
ym~ 7

Py = (95)

logo, os elementos de P”1) sao - vezes a derivada
covariante dos elementos de Pt correspondentes.
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O setor vetorial é selecionado com o a atuacao do

operador RY na equacao , obtendo
iR"B" D) —mR"p =0
como RY(H = RYH,

iR"" D, i) — mR"{ =0

entao
D, (R") +imR" =0 (96)
Atuar R"* em leva a
iR BYDat) — mR"™ ) =0
e, com a identidade R"*3% = RYgl* — RFg"“
Rt = —— (D"R"p — D'R'p)  (97)
substituindo em
D, (D"R") — D"RMp) + m*R"p =0 (98)

Equivalente a equacdo de Proca minimamente
acoplada. Sob as transformagoes locais de calibre
e , ¢é invariante, como deveriam ser.

A primeira vista, os resultados obtidos apresen-
tam plena equivaléncia com os formalismos de Klein-
Gordon e Proca. E, de fato, sdo. Porém, apenas
ao fim dos anos 90 o problema do chamado termo
andémalo na teoria de DKP foi resolvido por Nowa-
kowski [18] (também em [19]) em um procedimento
até certo ponto andlogo ao feito aqui. Este tal termo
anémalo impedia que os formalismos fossem equiva-
lentes. Todavia este termo ndo apresenta significado
fisico e é por isso que a aplicacdo dos operadores P
e R¥, que selecionam apenas os componentes fisicos
das funcoes de onda, fazem com que este termo
desapareca. E importante ressaltar também que o
termo anémalo ja era conhecido por Kemmer em seu
trabalho original. De fato, Kemmer é o primeiro a
perceber que este termo nao tem uma interpretacao
fisica, tampouco algum analogo na teoria de Dirac.
Explicitamente, é possivel perceber o termo anémalo
em um simples procedimento: contraindo a equacao
de DKP minimamente acoplada com o termo
D.B%BY a esquerda leva a

iB*B" " DaDytp — mB*B"Datp = 0
que pode ser reescrita como

DV = BB" Dy + 5 Foy (B8 + 89" v
(100)

(99)
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Agora, contraindo esta expressao com D,

-DVDV/IZJ = 5“BVDVDM¢
5, Fo (88" + B'g"*) D, (101)

ou ainda
Dy, DY + m%p — %eFWS‘“’w
€ v 14
_% (ﬁ#ﬁ ﬁa + 6”9 a) Dl/ (Fa;ﬂ;z))
=0 (102)
em que [D,,D,] = —ieF,,. O termo proporcio-

nal a eF),,S*1) descreve a interagdo do campo ele-
tromagnético externo com os momentos elétrico e
magnético da particula. O termo andmalo é aquele
proporcional a 5.

Para o setor de spin 0 da teoria de DKP, aplicar
o operador P na equacao conduz a

DD (PG) + 2 (PY) = e PS™

—5—P (86”8 + 8"g") D, (Fat)
=0 (103)

que, por sua vez (e usando as propriedades (48]),

e ), leva a

D, D" (PY) +m? (Py)
_% (g,ul/Pa + Pugya) Dl/ (Fau¢)
=0 (104)

portanto

D, D" (Pi) +m? (Py) =0 (105)

idéntico ao obtido em .

E nitido que o operador que seleciona o setor de
spin 0 da teoria de DKP anula o termo anémalo,
uma vez que este termo ndo tem um significado
fisico. Portanto, o operador P de fato seleciona os
componentes fisicos do setor de spin 0 da teoria
de DKP. Em um procedimento analogo é possivel
também mostrar que o mesmo acontece no setor de
spin 1 da teoria de DKP.
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3. O problema com o limite m =0 na
teoria de DKP

E natural uma extensio para m = 0 na teoria de
DKP com a expectativa de que o setor vetorial
reproduza as equagdes de Maxwell. Todavia, esta
construcao esta intrinsecamente associada a uma
simetria local de calibre e, de fato, nao é trivial.
Para que o problema se torne nitido, tome-se inge-
nuamente m = 0, por exemplo, em

Ww)

o=
Jm

isso conduz a resultados desastrosos para o compo-
nente fisico da fung¢do de onda multicomponente de
DKP: ele simplesmente seria zero!, e os componentes
nao-fisicos seriam todos infinitos.

De fato, Harish-Chandra [20], em 1946, aborda o
problema em um estudo sistematico do limite m = 0.
Uma abordagem didatica deste trabalho sera reali-
zada aqui, com a andlise da lagrangiana proposta
por Harish-Chandra,

£ =iy B (9av) — i (0a®) B2y — Pyt (107)

em que a algebra de DKP foi entdo aqui complemen-
tada com a adi¢do de uma matriz . Para conhecer
as propriedades desta nova matriz v, é interessante
valer-se do fato de que a lagrangiana deve ser her-
mitiana. Entao

£ = [iwtPr5* @uv)] = [i (a0t no5or]'
~ [wtne]’

£ =i (Gaw') Byt — vty 8t (9)
—1piy Ty Ty
COmo nOT — 770, ﬁocT — 7705&770

= i0a0 1" 870y 0%
—ip "0y B (Barp) — I 0%y

por fim

ch=i (aa@z?) B0y O —ishny 0 B (Darh)

e (770)2 =1, entdo

0 que implica em

T

= (108)
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%] =0 (109)

E as equacoes de movimento para a lagrangiana
de Harish-Chandra sio obtidas pelas equagoes de
Euler-Lagrange

i(yB% 4 B%Y) (Oatp) =y =0 (110)

i (0a) (18" + A7) + by = 0 (111)
contudo, se

VB + By = B (112)

0 que ¢é consistente ao se levar em conta que a her-
miticidade desta expressao se expressa através de

Byt + 41t = gt
1’800yt + 400 Bon° = n°gonP
ou ainda
BT + 0yt = g

garante a hermiticidade de (112]) se obedecer as

mesmas relagoes (108]) e (109)), relagdes que tornam
a lagrangiana hermitiana. Portanto, (112)) é valida

e as equagoes de Euler-Lagrange (110) e (111]) se

reescrevem como
if* 0t —yh =0
iaa@zﬁa + 7;7 =0
que ¢é a equagao para o campo de DKP e sua equacgao
adjunta, respectivamente, para o caso de massa nula.

A simetria local de calibre corresponde aqui as
seguintes transformacoes infinitesimais

09 (x) = (1 =) @ ()

(113)

(114)

(115)

0 (z) = @ () (1 - )

e, embora esses pardmetros infinitesimais da trans-
formacao de calibre sejam dependentes do ponto,
o processo de transformacao dos campos ocorre a
ponto fixo, uma vez que atua somente na forma do

(116)

_&nOVTUO@ampo, nao em suas coordenadas. Logo, o principio

da invaridancia é valido, e a variacao da forma do
campo ¢ igual a variacao total do campo.
Assim, a variacdo da acdo se escreve como

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 3, 3319, 2016



e3319-12

A Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau

58S = /Qd:v [’L&E (2) VB (Dath) + ibyBY (0007 (x)) — i (80%57; (ac)) By
=i (00) 8100 (2) — 69 (2) 76 — D78 (x)

em que a medida de integracdo ¢é invariante. Portanto

58 = /de [1® () (1= 7) 78 (9a) + 78 (1= 7) (0a® (2)) — i (9a® (2)) (1 = 7) B¢

—i (0a10) %y (1=7) @ (x) = @ (2) (1 -

que, com as equagdes de movimento, se torna

Y7 = Py (1= 7) @ ()]

65 = [ do [16(8° = 579) (1=7) (@u® (2)) =i (9 () (1= 7) (8 = 98°)
+5 (1 =7) 1 =7 @ @) + & (@) (1-7) (1* =) ¢]

ou seja,

55 — /de (06 (1~ %) (0@ () — i (0
—1 a(i) x

+9 (1 =) (1 =) ® ()

Portanto, as condigoes

iB* (1 =) (0a® (2)) = 0

(00 (1)) (1= 5" =0

B (2)) (1 =) 8% + 8%y (v° = 7) (0a® ()
(0a® (@) (v =7) B¢ + @ (@) (1 = ) (v = 7) ¥]

(117)

(118)

que correspondem as condigoes de calibre, além da condicao

¥ =y=0

(119)

sobre a matriz 7y, haja vista que v # 1 necessariamente, sdo condigdes que devem ser satisfeitas para que a

variacdo da ac¢do seja nula.

3.0.1. O setor de spin 0

Para o setor de spin 0, a abordagem mais pratica é
fazer o uso dos projetores e diretamente
na equacgao de movimento . Porém, antes de
efetuar estes calculos é necessario que se determine
as relagoes entre P, P* e .

De é possivel reescrever

By = p* =B
(B)2 v = (B%)? — (B%) B°
(B = (8%)" = (B* —8%) B
(B2 = (8% = (B%)* +~(8%)?
logo,
(8% =~ (8%)°
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0 que implica em
Py=— () (") () () n =P

desse modo,

Py=~P (120)
e, aplicando P em (|112])
PyB* + PB% = Pp*
yPBY 4+ Py = P¢
assim,
vP%* + P%y = P* (121)

Agora, aplicando P e P* a equacdo de movimento

(113) conduz a

10, (PH) =~ (Py) =0 (122)
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) it (Py) — Pt~y =0 (123)
respectivamente, o que leva a
" (PY) = (2 =) Py
o que, de , resulta em
00" (PY) =0 (124)

que é uma equagcao do tipo Klein-Gordon-Fock com
massa nula. J4 a transformagao infinitesimal ((115|)
toma a forma

Pyi(z) = Py (z) + (1 =) P® () (125)

Pl (z) = Py (z) + PH (1 —7) @ (z)  (126)

por fim, a condi¢ao de calibre (117)) se estabelece
por

iP" (1—7) (0,® (2)) = 0
i(1—7) (0"P® () =0

(127)
(128)

Os resultados até entdao obtidos sdo independen-
tes de uma representacdo para as matrizes 3 e 7.
Todavia, torna-se agora necessario recorrer a uma
representacao explicita para tais matrizes para que
seja possivel depreender as consequéncias das trans-
formagdes de calibre. Sendo assim, com e com

a matriz v escrita da forma mais geral que satisfaz

a condigao (112 dada por

vy=diag(\,1—=A1-=X\1-X\1-X) (129)
em que A € C é um parametro a ser determinado
pela invariancia de calibre.

Nesta representacao

)= ( Jo ) (130)
e P¢:<mil> (3
e P = ( [OJAil ) (132)
e (@) o
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por fim

(134)

[O]4><1
Agora, sujeitando a matriz «y & condicao (119)) resulta
que o pardmetro \ satisfaz a equacdo A2 — X\ = 0,
ou seja, os valores possiveis para A sao 0 e 1.

As equagoes de movimento (122)) e (123) nesta

representagéo sSe escreveim como

Pa’ﬂ/}: ( (1_)\)1/}04 )

00" = Ap (135)

0% = (1 — \) ™ (136)

respectivamente. Estas equagdes implicam em
0,0% +A(1—=XN)p=0

que, independente dos valores possiveis para A, con-
duz a
0,0% =10

ou seja, o componente fisico da funcdo de onda
obedece a uma equacio de Klein-Gordon-Fock com
massa nula, como esperado.

Denotando ® = (pq, ", ¢!, ¢2, ¢3)T, a trans-
formacao infinitesimal se escreve como

=9+ (1= o (137)

que é a transformacdo do componente fisico do
campo de DKP. Para A = 0, essa transformacgao é
uma transformacao global de calibre, uma vez que
pg € constante. Para A = 1, esta transformacao
corresponde a um campo constante, chamado de
campo topoldgico, uma vez que nao possui graus de
liberdade propagantes.

Ja a transformacdo infinitesimal conduz a
transformacéo

U (x) = % (2) + Ao (2) (138)

que se dard apenas entre os componentes nao-fisicos
da funcio de onda multicomponente de DKP.

Por fim, as condigbes de calibre (127) e (128]) sao

entao obtidas, respectivamente, por
A0t =0

que, para A = 1 vincula as componentes nao-fisicas
do campo de DKP, e

(1= \) 8o =0
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que, para A = 0, assegura que 0 campo @g € cons-
tante.

Para o caso em que A = 0, a expressdo para a
lagrangiana de Harish-Chandra conduz a la-
grangiana do tipo Klein-Gordon-Fock com massa
nula

Ls—o = 0""Ouep (139)

3.0.2. O setor de spin 1

Para o setor de spin 1, a abordagem é andloga: os
projetores e obedecem a

YR = Rty

YR* + RMY~ = R*
Assim, aplicando R* e R* & equagdo de movimento
(113]) conduz a
10, RF ) — yRM) =0 (140)
10" RMp — i0M Ry — Ry =0 (141)
respectivamente; estas duas equagdes podem ser
reescritas em uma tnica equagao, a saber

— 90" R + Ou 0P R + (72 - 7) Ry =0

v =diag A AN 1= A1 —

M= AT— )1

A Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau

e, com ([119) resulta em

Oa [0 (R™)) — 0% (RF)] =0 (142)
ou seja, uma equagao do tipo Proca com massa nula.
A transformacao infinitesimal (115 tem agora as
formas

R (z) = R*Y (2) + (1

—7) R (z)  (143)

RIYY(x) = R () + R (1 =) @ (2)  (144)

e as condigoes de calibre ((117)) e (118]) sio dadas por

RFY (1 =7) (0a® (x)) =0 (145)

(1=7)0" (R (2) — (1 —7) 0" (R"® (x)) =0
(146)
Com uma representacio para as matrizes 8 dada
por e com a matriz v escrita da forma mais
geral que satisfaz a condigao para o setor de

spin 1 dada por

A 1—A) (147)

novamente, A € C e serd determinado pela invaridncia de calibre.

Nesta representacgao

4x1
v= (wwm) (1)
R = ( ) (149

9><1
Rl = ( ad ) (150)

9><1

v [ V"

por fim

R — < (1= N g ) (152)

[0]9><1
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O parametro \ satisfaz a equacdo A2 — X\ = 0, ou
seja, os valores possiveis para A sdo 0 e 1. Portanto,

as equacoes de movimento (140) e (141]) agora se
tornam

10 PH = Mt (153)

WOV — iR — (1 — A) P =0

que, combinadas, conduzem a

(154)

Oa [0%0H — 0P| = =A (1 = A) ¥
daqui se observa que independente do valor de
A admissiveis, se mantém

O [0

— 9Mp*] =0 (155)
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com a condicdo de normalizacao

wu:LAu

NG (156)

entao

Do [0%AM — 9" A% = 0

definindo o tensor eletromagnético F* = OFAY —
0"V A* | obtemos diretamente de (155)) as equagoes de
Maxwell

0, F" =0 (157)
e também, para o quadrivetor A*
OAF — 9# (0, A%) =0 (158)

que, satisfazendo a condi¢do de Lorenz 9, A% = 0,
conduz a

OA* =0

Seja a representagao

(9] 431

b = x

( [0 ]6x1

as condigoes de calibre (145 e (146]) se tornam
ADa "™ =0 (161)

(159)

(160)

(A=1)[0"¢" = 0"¢H] =0 (162)
as transformagoes infinitesimais ((143]) e (144]) se

escrevem como

P =+ (1= A) ¢! (163)
que, para A = 0 se reverte em
Y = ot 4 Pt
para ser ainda mais familiar, tomando
o' = O"A (x) (164)

em que A (z) é uma funcdo escalar arbitraria. Assim,
a transformacao infinitesimal (163]), para A = 0 se

escreve como

Y* = pF + O*A () (165)
que também satisfaz (162))
[0HOV A (x) — 0"OFA (x)] =0 (166)

como deveria ser para que o tensor eletromagnético

FH geja invariante por (165)).
Para o caso A = 1, a transformacao infinitesimal

(163)) se reverte em

Y =t (167)
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também relacionado a um campo topologico. Por
fim, com a condi¢do de normalizacao na ex-
pressdo para a lagrangiana de Harish-Chandra
conduz a lagrangiana de Maxwell

1

Lomt =~ FuF" (168)

como esperado.

3.1. As interacgdes na teoria de DKP

A equacdo de DKP com a interacdo mais geral
possivel é escrita como
(iH0, —m —V)p =0 (169)

Tal como no caso da teoria de Dirac, a matriz V'
pode ser escrita em termos de estruturas que exibem
um comportamento bem definido segundo as trans-
formagoes de Lorentz. Por causa da maior dimensao
das matrizes *, comparada com as matrizes de
Dirac, se espera um ntmero maior de estruturas de
Lorentz possiveis. De fato, para o setor escalar, as
interacoes sao constituidas de dois escalares, dois
vetores e dois tensores, ao passo que para o setor
vetorial, V' se apresenta como dois escalares, dois
vetores, um pseudoescalar, dois pseudovetores e oito
termos tensoriais.

Explicitamente, os covariantes bilineares do setor
escalar tém a forma

o ), &ﬁuﬁ“?/)i que correspondem as interagoes
do tipo escalar;

o YBMp, i) [P, B* 4 que correspondem as in-
teragoes do tipo vetorial;

o Y {B*, 3"} 4: que corresponde & interacio do
tipo tensorial simétrica;

o 1) [B*, ¥]4: que corresponde & interacio do
tipo tensorial antissimétrica.

E os covariantes bilineares do setor vetorial tém
a forma

o Y1), &ﬂuﬁ“@b: que correspondem as interagoes
do tipo escalar;

. @enkuyﬁ“ﬁ’\,ﬁ“ﬁ”w: que corresponde & in-
teracao do tipo pseudoescalar;

o YB*p, i [P, ] 1) que correspondem As in-
teragoes do tipo vetorial;

o e BrBEBYY,  iepau [&B”, pABHBY | P
que correspondem as interacées do tipo pseu-
dovetorial;
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do tipo tensorial simétrica;

simétrica;

em que

A Teoria de Duffin-Kemmer-Petiau

{81, 8) = 39" Be 7] b, & [{B,87, {8, 8} — g (8,3%)°] ¥+ aue correspondem as interagdes
W Hﬁ“, eiwﬁ)‘ﬁaﬁy} + {B”, eﬁalﬁ)‘ﬁ"ﬁ”}} 1: que corresponde & interac¢do do tipo pseudotensorial

zzj; [BH, 8], i {B,B7, B, "]} : que correspondem as interagdes do tipo tensorial antissimétrica;
YTHPY i) { BB, THP} 1), Y " Mah: que correspondem as interacdes do tipo tensorial,

TP = i (B8, (87, 671} + et eunom BB — S0 (8,57, 6]+ 2610 5,57, 6]

v = (g, [0} - {1881, [8. 8]} - 2o {19,871, [, Y]}
=5 A1 8. 185,871} + 507 {187,871, [8,,8°]} + 3™ 417, 8. 18,87
+é (WW - WW) {187, 8%, [Bp Bal}

Em verdade, os termos tensoriais sdo evitados em aplica¢oes porque fornecem efeitos nao-causais [21}22].

Uma vez que as interagoes possiveis para os forma-
lismos de Klein-Gordon-Fock e Proca sdo do tipo es-
calar e vetorial, em principio, é possivel que a teoria
de DKP possa descrever fend6menos fisicos incapazes
de serem descritos nestes formalismos [23H25]. De
fato, esta seria uma prova cabal da nao-equivaléncia
entre os formalismos.

Por fim, na presenca de interacoes, a equagao de
DKP conjugada se torna

0, "B + myTn® + Vi =0
e, uma vez que ¥in® =

0" +map + yn°Vin® =0 (170)

A equacdo da continuidade na teoria de DKP
com interagoes gerais é obtida de maneira anédloga
ao caso livre [26,27], multiplicando por i &
esquerda, por ¥ a direita e somando ambas
as equagoes resultantes, obtendo

0,08+ (Vi = V)e =0 (71)
mas J* = 8H); logo
B " + inh (v - noanO) Y=0 (172)

e a quadricorrente serd conservada apenas quando
V for hermitiano com respeito a 1°. Isso se deve ao

fato de que se trata de uma forma bilinear. Uma
forma bilinear é uma generalizagdo do conceito de
produto interno, e é bem conhecida na teoria de
Dirac por tratar-se de uma estrutura com comporta-
mento bem definido sob transformacoes de Lorentz,
e entdo chamados covariantes bilineares.

4. Comentarios finais

Este estudo sobre a teoria de Duffin-Kemmer-
Petiau abordou principalmente as motivag¢oes (ou
inspiragoes) e os principais personagens que pos-
sibilitaram o advento de uma teoria relativistica
em primeira ordem para particulas de spin 0 e
spin 1. No entanto, cabe ainda ressaltar que esta
busca foi também tomada de forma independente
por Sakata e Taketani, mas a prisdo de Taketani por
razoes politicas manteve o trabalho latente. Tamm,
Feshbach e Villars, Lubanksi, Bhabha, Madvarao e
Harish-Chandra sao também personagens que per-
mearam o desenvolvimento de teorias relativisticas
para a descricao de particulas elementares de spin
mais altos e generalizacoes da teoria relativistica em
primeira ordem[f] [11], e marcaram a década de 40.
Embora a teoria de DKP nao seja popular devido
ao crescente numero de estudos evidenciando proces-
sos eletrodinamicos nos quais ela era equivalente a
teoria de Klein-Gordon-Fock, sua abordagem em pri-
meira ordem pode ainda ser preferivel pela auséncia

5Por curiosidade: a decisdo de usar a palavra méson (para particulas de Yukawa) foi feita na casa de Egon Bretscher por
Maurice Price, Homi Bhabha e Kemmer (carta de N. Kemmer a M. M. Nieto datada de 27 de abril de 1976).
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de termos derivativos na interagdo eletromagnética.
Mais ainda, o estudo da eletrodindmica escalar via te-
oria de DKP apresenta uma consideravel similarida-
de estrutural com a eletrodinamica quantica (QED),
o que torna seu estudo congénere [28|. Na fisica
nuclear, a teoria ainda tém se mostrado proficua
no que concerne a fenomenologia, uma vez que a
vasta gama de interagdes presentes na teoria de DKP
sdo impossiveis de serem expressas pelas teorias de
Klein-Gordon-Fock ou Proca [29]. A teoria de DKP

e3319-17

também experimentou novo félego no contexto de
aplicagoes em cromodindmica quantica em curtas e
longas distancias por Gribov [30], no espalhamento
de nicleos K [31], dinAmica hamiltoniana covari-
ante [32], espaco-tempo curvo [33], invaridncia de
Galileu em cinco dimensées [34], no contexto da in-
variancia de gauge classica [35], no método causal de
Epstein—Glaser [36] e, sistematicamente, no estudo
de espalhamento e confinamento de particulas [37].

Apéndice - Uma representagcao para as matrizes ("

No presente estudo é adotada uma representacdo para as matrizes S* nas quais elas sao reais.
Uma representacio para as matrizes S do setor escalar pode ser escrita como

01000 0 0100
10000 0 0000
=10 000 0|, pB'=l0 000 0], (173a)
00000 0 0000
00000 -100 00
0 0010 0 00 01
0 0000 0 0000
g2=[0 00 0 0], gBE=10 00 0 0 (174a)
-1 00 0 0 0 0000
0 0000 1000 0
Uma representagao para as matrizes 8#* do setor vetorial pode ser escrita como
0000O0O0OOT OO 000 0 00 0 —-100
0000O0DO0ODOT1O0O 000 0 00O 0O 0 00
000O0O0O0ODGOT1OD0 000 0 00 -1 0 00
000O0O0OOT OO0 1 000 0 01 0 0 00
o |00 00O0O0DO0O0CTO0ODO . 000 100 0 0 00
"=looooooo0o0o0ofl P 0010000 0 ool (P
0000O0O0OOTOO 000 0 00D 0O 0 00
0100000000 100 0 00O O O 00
00100000O0O0O 000 0 00D 0O 0 00
0001000000 000 0 00D O 0 00
0 0 00 0 000 -10 00 0 00 0 000 —1
0 000 0 010 0 0 00 0 00 1000 0
0 000 0 00O 0 O 00 0 01 0 0O0O0 O
0 0 00 1000 0 0 00 0 00 0 0O0O0 O
s |00 001 0 000 0 0 00 -100 0 0O0O0 O
=10 0 00 0 000 0 of “lo1 0 00 0 000 of (17
0 -1 00 0 000 0 0 00 0 00 0 0O0O0 O
0000 0 000 0 O 00 0 00 0 0O0O0 O
1 0 00 0 000 0 O 00 0 00 0O 0O0O0 O
0 0 00 0 000 0 O 10 0 00 0 0O0O0 O
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