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Em 1936, Lars Onsager obteve uma equagao que relaciona a constante dielétrica de fluidos polares puros ao
momento de dipolo permanente de suas moléculas constituintes, e também ao indice de refracdo, a densidade e a
temperatura do meio. Neste artigo, guiamos o leitor ou a leitora a obtencdo da equacdo de Onsager, demandando
dele ou dela, contudo, conhecimentos elementares de eletrostatica em meios dielétricos e de mecéanica estatistica
classica - particularmente do ensemble candnico -, ambos ao nivel de um curso de graduacéo em fisica. No percurso
- e isso é o que mais nos interessa -, discutimos modelagem em fisica. Em uma secdo adicional, discutimos o modelo
de Debye como resultado de uma aproximagido de campo médio aplicada ao modelo de Onsager, e apresentamos o
modelo de Clausius-Mossotti como caso particular dos modelos de Debye e Onsager. Sugestdo de uso deste texto:
no estudo ou ensino de tépicos complementares em disciplinas de eletrodinamica cldssica, mecanica estatistica ou
fisico-quimica, em cursos de graduacao ou pés-graduagao.

Palavras-chave: modelo de Onsager, modelo de Debye, modelo de Clausius-Mossotti, constante dielétrica,
dielétricos.

In 1936, Lars Onsager obtained an equation that relates the dielectric constant of pure polar fluids to the
permanent dipole moment of its constituent molecules, and also to the refractive index, the density and the
temperature of the medium. In this paper, we guide the reader to find the Onsager equation, demanding from him
or her, however, basic knowledge on electrostatic in matter and on classical statistical mechanics - particularly on
the canonical ensemble -, both at an undergraduate level. Along the way - and this is our main interest in this
work - we discuss modeling in physics. In an additional section, we discuss the Debye model as resulting from a
mean field approximation applied to the Onsager model, and we show the Clausius-Mossotti model as a particular
case of the Debye and Onsager models. Suggested use of this text: in the study or teaching of additional topics in

undergraduate or graduate courses in classical electrodynamics, statistical mechanics, or physical chemistry.
Keywords: Onsager model, Debye model, Clausius-Mossotti model, dielectric constant, dielectrics.

1. Preliminares
A equacao de Onsager |1|E|

(e, —n?)(2¢, +n?) N pé
er(n? + 2)2
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relaciona a constante dielétrica €, de um fluido polar puro
ao moédulo pg do momento de dipolo permanente de suas
moléculas constituintes, e também ao indice de refragao
n, & densidade numérica N (nimero de moléculas por
unidade de volume) e & temperatura absoluta T' do meioE|
k é a constante de Boltzmann, e ¢y é a permissividade
elétrica do vacuo. Trata-se de uma equacao bastante
conhecida na area de teoria de polarizacao elétrica, e
neste artigo guiaremos o leitor ou a leitora a sua obtencao.
Discutiremos também o modelo de Debye como resultado

*Enderego de correspondéncia: [phrpeixoto@yahoo.com.br

INeste artigo, escrevemos a equacao de Onsager no Sistema In-
ternacional de Unidades (SI). Ela foi originalmente expressa no
sistema gaussiano [1].

2Como veremos, o indice de refracdo pode ser relacionado & polari-
zabilidade o das moléculas do fluido.
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de uma aproximac¢ao de campo médio aplicada ao modelo
de Onsager, e apresentaremos o modelo de Clausius-
Mossotti como caso particular dos modelos de Debye e
Onsager.

Sao pré-requisitos, para uma boa compreensao deste
artigo, conhecimentos de eletrostatica em meios dielétri-
cos ao nivel do capitulo 4 do Griffiths [2], e de mecanica
estatistica classica - particularmente do ensemble cand-
nico - ao nivel do capitulo 7 do Reif [3]. Adicionalmente,
um conhecimento elementar sobre ondas eletromagnéti-
cas no vacuo e em meios materiais lineares - ao nivel das
segoes 9.2.1 e 9.3.1 do Griffiths, respectivamente - é bem
vindo, embora nao seja indispensavel. Contudo, mesmo
assumindo atendidos esses pré-requisitos, revisaremos
nesta secao alguns tépicos fundamentais para uma boa
compreensao do modelo de Onsager.

* Kk x

Considere uma distribui¢ao localizada de cargas em
torno da origem de um sistema de coordenadas. Conhe-
cida essa distribuigdo, o potencial elétrico V(r) gerado
pela mesma em um ponto r qualquer pode ser expresso
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formalmente como um somatério ou uma integral. Em
algumas situagoes, pode ser interessante obtermos uma
expressao aproximada para esse potencial - especialmente
se o modulo r do vetor r é bem maior que os compri-
mentos que caracterizam a distribuicdo de cargas. Se
a carga liquida @ do sistema nao é nula, em primeira
aproximacao temos o potencial de uma carga puntiforme
Q localizada na origem: @Q/4megr. Mas sendo @ = 0, a
primeira aproximacao para V(r) é

1 p-
4dmeg 12

=

V(r) = Vaip(r) = (1)
contanto que p = ). ¢;r - o chamado momento de dipolo
da distribuicdo de cargas - ndo seja nulo. Aqui, 7} é a
posicao da carga qiﬁ

O exemplo mais simples de uma distribuicdo de car-
gas com @ = 0 e p # 0 é o que chamamos de dipolo
elétrico fisico (ou, simplesmente, dipolo elétrico ou di-
polo fisico): duas cargas puntiformes g > 0 e —q separa-
das por uma distancia d. Neste caso, obtemos p = qd,
em que d é o vetor que vai da carga negativa a carga
positiva, sendo d seu médulo. E interessante observar
que o conceito de dipolo fisico pode ser usado mesmo
para distribui¢bes bem mais complexas, contanto que a
carga liquida seja nula e que o centro de carga positiva,
rL=Yy, qi(+)r;(+)/ >_i 4i(+), ndo coincida com o centro
de carga negativa, r_ =), qi(f)r;(f)/ > qi(,)ﬁ Conti-
nuamos obtendo p = gd, mas com as expressdoes mais
gerais ¢ = > qi(+), —¢ = X;Gi(-) € d = T4 —T_; 0u
seja, q¢ é a carga positiva total, —¢ é a carga negativa
total e d é o vetor que vai do centro de carga negativa
ao centro de carga positiva. Mas mesmo para um dipolo
fisico propriamente dito (ou seja, constituido de apenas
duas cargas puntiformes), a expressdo em é uma
aproximagao - embora uma 6tima aproximacao se r > d
(considerando o dipolo centrado na origem do sistema de
coordenadas). Contudo, podemos tornar a aproximagio
em exata introduzindo o conceito de dipolo puro.

O conceito de dipolo puro (ou dipolo elétrico puro)
é tao legitimo quanto o conceito de carga puntiforme.
Podemos definir um dipolo puro de momento de dipolo
p como o limite de um dipolo fisico quando d tende a 0,
g tende a oo, mas o produto ¢d tende a p = |p|. Trata-se,
é claro, de uma idealizacdo, mas que é bastante 1til para
o desenvolvimento da eletrodindmica de meios continuos.

Podemos agora imaginar uma distribuicdo continua
de dipolos puros (assim como podemos imaginar, em
uma andlise macroscépica, uma distribuicdo continua
de carga elétrica, mesmo sabendo que a carga elétrica é
quantizada) e definir o vetor polarizagio elétrica P(r’)
como o momento de dipolo elétrico por unidade de volume

3No caso de uma distribuicdo continua de cargas, o somatério deve
ser substituido por uma integral.

4Estamos fazendo uso, aqui, da seguinte notacio: Qi(+) = i, se
gi > 0; caso contrario, ;1) = 0 (e por isso podemos escrever
T;'(+) =r’;). Analogamente, qi(—) = G, se g; < 0; caso contrério,
q(—) =0 (e por isso podemos escrever r;(i) =r’;). Esta nota é
para os puristas; acreditamos que a notagdo é autoexplicativa.
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no ponto r’ Entao o momento de dipolo elétrico em
um volume infinitesimal d7’ centrado no ponto 7’ é dp =
Pdr’, e o potencial elétrico gerado por esse momento de
dipolo infinitesimal no ponto r é dV = Pdr’ - #/4mey7?,
em que » =r — 1’ (veja a Fig.. Integrando sobre a
distribuigdo de dipolos puros (dominio 9), obtemos o
potencial elétrico V(r) gerado pela mesma em um ponto
r externo (veja a Fig.:

1 P.#

V =
(r) dmeg Jo #2

dr’. (2)

Trabalhando com o conceito de dipolo puro e com a
eletrodinamica de meios continuos, esta expressao é exata;
nao se trata de uma aproximacgdo. E - o que é mais
interessante - ela continua exata mesmo considerando o
ponto r interno a distribuicao.

A afirmativa de que a expressao em continua exata
mesmo considerando o ponto 7 interno a distribuicao
2 de dipolos puros (veja a Fig. nao deve causar es-
tranheza. Vocé certamente ja calculou o campo elétrico
em um ponto r no interior de uma esfera de raio R uni-
formemente carregada, centrada na origem do sistema
de coordenadas, concluindo que ele tem direcao radial
e que seu modulo varia linearmente com a distancia r
do ponto considerado & origem (para r < R, é claro). O
que precisa ficar claro é que, seja para uma distribuigao
continua de carga elétrica ou de dipolos puros, mode-
lando um sistema real, o campo em um ponto r interno
a distribuicao é um campo macroscopico. Nao faz sentido
pensarmos que se trata do campo que atua sobre uma
determinada molécula do material, ou em parte dela. Se
tivéssemos trabalhando no nivel de 4tomos ou moléculas,
nao poderiamos, em primeiro lugar, considerar uma dis-
tribuicao continua, seja de carga elétrica ou de dipolos
puros. Além do mais, sabemos que no nivel atémico ou
molecular a eletrodindmica cldssica nao é suficiente para
descrever a matéria. O que devemos ter em mente é que
se uma pequena carga de prova ¢ for posta em um ponto
da distribuicdo em que o campo elétrico macroscopico é

1 Pdr-#

dVv 5

dmeg #

Figura 1: Distribuicdo continua & de dipolos puros. O potencial
gerado por essa distribuicdo no ponto r é expresso pela igualdade
(2), com P = P(r’).

5Trata-se da grandeza correspondente a densidade volumétrica
de carga, p(r’), no caso de uma distribuigao continua de dipolos
puros, em vez de carga elétrica (ou seja, monopolos). Mas, é claro,
enquanto p é uma grandeza escalar, P é uma grandeza vetorial.
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E, a forca elétrica sobre ela serd F' = qEE Se de alguma
forma quisermos considerar a estrutura atomica da maté-
ria, teremos que pensar esse campo macroscopico como
um campo médio sobre uma porc¢ao de muitos milhares
de moléculas (que, do ponto de vista macroscépico, ocupa
um volume que pode ser considerado infinitesimal, e que
poderia ser ocupado por nossa carga de prova). E é jus-
tamente ai que reside um dos aspectos mais importantes
do desenvolvimento do modelo de Onsager: como vere-
mos na préxima se¢ao, precisaremos obter uma expressao
para o campo que atua em uma determinada molécula
do dielétrico (gds ou liquido) - o chamado campo interno
-, mas a eletrodindmica de meios continuos nao nos da
essa expressao; é preciso modelar!

Voltando a igualdade , através de uma manipulacao
matemdtica relativamente simples [2] podemos reescrevé-
la como

V:47:€O [/@vﬂ(f) dT’—/@i(V’~P)dT/:|, 3)

em que V'’ significa que a divergéncia é calculada com
relagdo as coordenadas que constituem r’. Fazendo uso
do teorema da divergéncia na primeira integral, obtemos

{ﬁipﬂﬂd+éi@Vﬂmmq,w

em que S é a superficie que constitui a fronteira da dis-
tribuicdo @ de dipolos, A’ é um versor normal a S no
ponto ' (apontando para fora da regiao 9) e da’ é um
elemento de drea de S em torno de A’. A beleza desse
desenvolvimento é que temos no primeiro e no segundo
termos do segundo membro da igualdade (4) (apds as
multiplicagoes das integrais por 1/4mep) as formas ma-
temadticas, respectivamente, de um potencial gerado por
uma superficie carregada com densidade superficial de
carga op(r') = P(r’) - A’ e de um potencial gerado por
uma distribuicdo volumétrica de carga com densidade
pu(r') = =V’- P(r'). Ou seja, o potencial V (r) expresso
na igualdade , gerado por uma distribui¢do continua
9 de dipolos puros, é igual ao potencial produzido por
uma distribuicdo superficial de carga, na fronteira S da
regido 9, com densidade superficial (agora omitindo o

w/ ”)

1
4meg

Ub:P'ﬁa (5)

e por uma distribuigao volumétrica de carga, na regiao
9, com densidade volumétrica

pp=—V-P. (6)

Essas cargas - chamadas de cargas ligadas - tém interpre-
tagao fisica como actmulos de carga em uma distribuicao
de dipolos (como explica Griffiths na se¢do 4.2.2 de seu
livro |2|, considerando pequenos dipolos fisicos).
Podemos entao separar, na lei de Gauss (em sua forma
diferencial), a densidade p de cargas elétricas em dois

6Estamos supondo, aqui, que a presenca da carga de prova nio
altera a distribuigao; ou entdao devemos fazer ¢ — 0.
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termos: a densidade p; de cargas livres e a densidade py
de cargas ligadasm Compreenda que a expressao “cargas
livres” nao esta sendo usada aqui na acepgao encontrada
no estudo de condutores elétricos. Aqui, “carga livre” é
qualquer carga elétrica que nao possa ser interpretada
como acimulo de carga em uma distribuicao de dipo-
los. Por exemplo, imagine pequeninas esferas com carga
elétrica nao-nula mergulhadas em um liquido dielétrico.
Dizemos que a carga elétrica em cada uma dessas esfe-
rinhas é uma carga livre. Mas observe que essas esferas
podem ter suas posi¢oes de alguma forma fixadas, e, por-
tanto, o termo “cargas livres”, usado aqui, deve ser bem
compreendido.

Pois bem, fazendo uso da igualdade @ na lei de Gauss,
obtemos:

vE="2 (7)
€0
eV-E=py+pp,=pr—V-P =
V(B +P)=p;. (8)

Se P é proporcional a E| caracterizando o meio como
linear, podemos escrever:

P = 6OXE-Ea (9)

em que Y. ¢ a chamada susceptibilidade elétrica do meioﬂ
Substituindo a igualdade @D na igualdade obtemos,
para um meio linear:

60(1 + XE)V'E =pfr =

v.E=" (10)
€

sendo € = €p(1+x.) a denominada permissividade elétrica
do meio (lembre-se que €y é a permissividade elétrica
do vécuo). A permissividade relativa €., ou constante

dielétrica, do material, é assim definida:

€ P
= —1+Xe—1+60E7
e, como a susceptibilidade elétrica, € uma medida de qudo
polarizavel é um dielétrico.

Deve ficar claro que o campo E, em , é um campo
macroscépicoﬂ E a igualdade 7 que é matematica-
mente idéntica & lei de Gauss em sua forma geral (igual-
dade )7 pode ser usada para o calculo do campo ma-
croscopico E gerado por uma distribui¢io (discreta ou
continua) de carga livre em um meio dielétrico linear de
permissividade elétrica e, desprezados efeitos de borda
(do dielétrico). Todo o efeito da polarizagdo do meio fica
incorporado no valor de e (ou, equivalentemente, de €,) -
0 que é impressionante, ndo acha?

"Perceba que estamos usando aqui as iniciais das palavras “free”
e “bound”. Essa foi nossa escolha porque as palavras “livres” e
“ligadas” comegam com a mesma letra.

8A linearidade de um dielétrico depende ndo apenas do material,
mas da intensidade do campo elétrico.

9Se vocé quiser aprofundar a discussio sobre campos macroscépicos
em um meio dielétrico, veja, por exemplo, a excelente discussao
feita pelo Griffiths na segéo 4.2.3 (The Field Inside a Dielectric)
de seu livro [2].
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2. Roteiro para obtencao da equacao de
Onsager

O ponto de partida para a obtencdo da equagdo de On-
sager é a relagdo

1 P
e =1+ oE’
obtida na se¢do anterior para um meio dielétrico linear.
Considere que o nosso meio dielétrico linear é um fluido
polar puro - ou seja, um gas ou um liquido constituido
de moléculas polares de um tnico tipo. O momento de
dipolo p de uma dada molécula do fluido, em um certo
instante, pode ser expresso (até a primeira ordem) como

P = po + a By,

em que pg ¢ o momento de dipolo permanente da mo-
lécula (que pode variar em dire¢do, mas cujo médulo,
po, é constante), o é a sua polarizabilidade e Eiy é 0
chamando campo interno, que é o campo elétrico que age
sobre aquela molécula, naquele instante. Para moléculas
apolares, temos pg = 0. O termo « Fi,; é propriamente
chamado de momento de dipolo induzido, e p é entao
denominado momento de dipolo total. Esse vetor varia
constantemente, devido as rotagdoes da molécula e as
constantes varia¢oes do campo Eiy. E preciso ficar claro
que ao usarmos a igualdade p = pg + o Ej; estamos
supondo que a expansdo de p(Ei,;) até a primeira or-
dem em E;, é suficiente, na modelagem (ou seja, que
termos de mais alta ordem sdo desnecessarios, para os
campos e o meio considerados), e que o campo FEj,; pra-
ticamente nao varia ao longo da molécula - o que nao é
razoavel, por exemplo, para moléculas longas interagindo
com moléculas vizinhas préximas.

Muito bem; agora, considere que o nosso fluido polar
puro esta sanduichado por um capacitor de placas para-
lelas carregado, e que, portanto, estd submetido a um
campo elétrico externo Fey; uniforme. Isso resulta em
um campo macroscépico E uniforme no fluido (suposto
homogéneo), e portanto em uma polarizacgao elétrica P
também uniforme (veja a Fig.. Vamos considerar um
pequeno volume macroscépico 7° do fluido (por exemplo,
de um milimetro cibico, ou menos), em uma regiao qual-
quer do mesmo. Como o campo vetorial macroscépico P
é uniforme, a soma pg dos momentos de dipolo totais das
moléculas que ocupam o volume 7" independe de que re-
giao do fluido foi escolhida, e é essencialmente constante
no tempo, apesar das grandes variacoes sofridas pelo
momento de dipolo de cada molécula, individualmente.
Essa constancia no tempo se da porque mesmo o volume
7" sendo, do ponto de vista macroscopico, pequeno, é
ocupado por um namero tao elevado de moléculas que
as flutuagoes estatisticas no vetor py sdo despreziveis.
Em outras palavras, estamos no chamado limite termo-
dindmico. Podemos entao escrever: py = Z;Vzl pi, em
que p; é o momento de dipolo total da i-ésima molécula
(em um determinado instante) e /" é o nimero total de
moléculas no volume 7. E interessante reescrevermos:
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Eexi| [TE 1P = e .E
+ | |

Figura 2: Fluido polar puro sanduichado por um capacitor de
placas paralelas carregado. O capacitor aplica no fluido um
campo FE.y uniforme, o que resulta em um campo macroscépico
E = E.i/e, e uma polarizacio P uniformes no meio. E claro,
paredes laterais (ndo mostradas na figura) mantém o fluido
confinado. E a figura estd fora de escala (as placas paralelas
estdo muito mais proximas; do contrario, o campo FEex; nado
poderia ser considerado uniforme).

Py = N (S, pi) /¥ = ¥, em que 5= (32, pi) [
é o momento de dipolo molecular médio no volume 7.
Temos, entdo: P = py /7 = (N /)P - ou seja,

P = Np,

em que N = N /7" é o ndmero de moléculas por unidade
de volume do fluido.

Para calcularmos p, podemos centrar nossa atenc¢ao
nao no volume 7° como um todo, mas em uma tunica
molécula do mesmo, e considerar o restante do fluido
como um reservatorio térmico. Como vocé sabe, assim
procedendo estaremos trabalhando com o chamado en-
semble canonico da mecéanica estatistica. Podemos ima-
ginar um conjunto enorme de sistemas identicamente
preparados (cada sistema sendo constituido da molé-
cula considerada e do restante do fluido), indistinguiveis
macroscopicamente, mas distinguiveis em seus microes-
tados. Percorrendo os sistemas do ensemble, a molécula
considerada serd encontrada em diferentes estados acessi-
veis, e, escolhendo um sistema ao acaso, a probabilidade
P de que ela esteja em um determinado estado r, de
energia &,, ¢ & = e P/ (3, e P, em que a soma
no denominador é feita sobre todos os estados acessi-
veis & molécula e 8 = 1/kT (sendo k a constante de
Boltzmann e T a temperatura do fluido). Segue que
p= ZT P = (ZT pre_ﬁsT) / (Er e—ﬂsr)’ em que p,
é o momento de dipolo total da molécula quando ela esta
no estado r, de energia ¢,.. No calculo de p no modelo de
Onsager, esses somatorios sdo substituidos por integrais,
porque, como veremos, as variaveis que determinam o
estado r sdo continuas. Deve ser bem compreendido que
o procedimento acima descrito é valido na medida em
que possamos aplica-lo a qualquer molécula do volume
7 inicialmente considerado para o célculo de p. A distri-
buigao, nos sistemas do ensemble, dos estados acessiveis
a molécula considerada corresponde a distribuicao de
estados encontrada, num determinado instante, para as
moléculas que constituem o volume 7.

Para o célculo do campo interno (Ej,;) do modelo de
Omnsager, a molécula considerada é imaginada em uma
cavidade esférica microscépica, e além dessa cavidade
o fluido dielétrico é modelado como um meio continuo
(veja a Fig.. Rigorosamente, isso nao faz sentido - espe-
cialmente se considerarmos as moléculas mais préximas
da molécula na cavidade imaginaria. Ou seja, nao existe
essa cavidade esférica microscopica. No entanto, temos
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Figura 3: Cavidade esférica microscépica imaginéria, de raio a,
na regido central do dielétrico da Fig.[2] A cavidade contém uma
tnica molécula do fluido, aqui representada por seu momento de
dipolo total p (no instante em que ele forma um angulo v com
o campo externo Fex aplicado). Além da cavidade, o dielétrico
é modelado como um meio continuo de permissividade e.

aqui um bom exemplo de como os fisicos, quando desen-
volvem modelos, fazem uso de aproximagcoes que podem
até ser consideradas estranhas, mas o que importa é que
haja um minimo de coeréncia interna e que as previ-
soes do modelo em alguma medida se harmonizem com
resultados experimentais. Além do mais, o desenvolvi-
mento de um determinado modelo pode abrir caminho
para o desenvolvimento de modelos mais sofisticados.
De fato, o modelo de Kirkwood-Frohlich, que considera
interagoes de curto alcance em fluidos polares puros, foi
desenvolvido (inicialmente por Kirkwood [4], tendo re-
cebido depois a contribuigdo de Frohlich [5]) a partir do
modelo de Onsager.

Obtemos a expressao para o campo interno do modelo
de Onsager resolvendo um problema de eletrostatica de
meios continuos: calculamos o potencial V., no interior
da cavidade da Fig. (tratando a cavidade como ma-
croscépica, ja que a cavidade microscopica é apenas uma
idealizagdo), e entdo descontamos o potencial gerado pelo
proéprio dipolo, obtendo Viny = Veay — Vaip, €, em seguida,
By = —VVig.

Vamos concluir esta segdo organizando um roteiro (que
usaremos na se¢ao seguinte) para a obtencdo da equagio
de Onsager:

¢ Passo 1: Calcule o campo interno, Ej,, resolvendo
o problema de eletrostatica de meios continuos
apresentado acima.

o Passo 2: Substitua a expressao encontrada para
E;,¢ na equagao

P = po + o By (11)

Se Ejy;, for fungao de p, resolva a equagdo resultante
para p.
¢ Passo 3: Usando mecanica estatistica, calcule p, e
entao obtenha
P =Np. (12)
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o Passo 4: Por fim, substitua o médulo de P (que
serd proporcional a E) na igualdade

P
€& =14+ —

ot (13)

Obviamente, esses passos nao podem ser bem com-
preendidos sem o que foi apresentado nesta se¢do. E no
desenvolvimento que leva & equagao de Onsager (secao
ha uma série de detalhes que nao estdo apresentados
nesses passos, nem nesta secdo. Mas, essencialmente, a
sequéncia é essa.

3. Obtencao da equacao de Onsager

Para obtencdo da equagdo de Onsager, seguiremos o
roteiro apresentado na se¢do anterior.

Passo 1

Obtemos a expressao para o campo interno do modelo
de Onsager resolvendo o problema de eletrostética apre-
sentado no final da secdo anterior.

Primeiro, vamos calcular o potencial V,, no interior
da cavidade da Fig.[3] Trata-se, vocé sabe, da resolu-
cdo da equacdo de Laplace, V2V = 0, com as devidas
condicdes de contorno. Vamos escolher um sistema de
coordenadas em que o eixo z tem a dire¢do e o sentido
do campo externo aplicado (veja as Figs.2] e [3)), e sua
origem coincide com o centro da cavidade esférica. Mas
este ndo é um problema simples, porque com v # 0 (veja
a Fig. nao temos simetria azimutal, e entdo a solucao
da equacao de Laplace em coordenadas esféricas envolve
os complicados harmonicos esféricos, usualmente explora-
dos em disciplinas de eletrodinamica cldssica apenas ao
nivel de pés-graduagdo (veja, por exemplo, o capitulo 3
do livro do Jackson [6]). Mas existe uma forma criativa (e
nao menos rigorosa) de tornar a resolucao deste problema
mais simples, dispensando o uso de harmonicos esféricos.
E 0 que veremos a seguir.

Inicialmente, vamos trabalhar com v =0 (Fig.. Te-
mos, com vy = 0, simetria azimutal, e entdo a forma
geral da solugdo da equacdo de Laplace em coordenadas
esféricas é

> B
V(r,0,6)=V(r0) =>_ (Alrl + r,jl> P(cos¥),
=0

em que as fungbes P, sdo os polindmios de Legendre
(Po(z) =1, Pi(z) = z, Pa(z) = (322 — 1)/2, ... ). Temos,

entao,

. B
‘/cav(’l"7 9) = Z (A”,l —+ rl-i-l1> PZ(COS 0) (para r < CL)7
=0

e, fora da cavidade,

= D
Viiuido (7, ) = Z (Czrl + 7~l+l1> Pi(cosf) (parar > a).
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Sao quatro as condigoes de contorno para este pro-
blema. Uma delas,

%av(ay 9) = Vﬂuido(aa 9)7

¢é a continuidade do potencial elétrico ao passarmos da
cavidade para o meio continuo[l] Outra condigio de
contorno que também se aplica a transicao da cavidade
para o meio continuo é

OVeay

. OVAuido
or

or

€o

)

r=a r=a

que vem da condigdo mais geral €apaixo(OVabaixo/ON) —
€acima (OVacima/0N) = 0, em que n denota uma coorde-
nada normal & superficie de transicdo de um meio para
o outro e oy ¢ a densidade superficial de carga livre
nessa superficie (veja, por exemplo, a segdo 4.4.2 (Boun-
dary Value Problems with Linear Dielectrics) do livro
do Griffiths [2]). A préxima condigdo de contorno diz
respeito a aproximagao esperada para V., quando temos
r<a:

1 pcosf

Veav (1, 0) = Vaip (1, 0) = (para r < a).

47'('6() 7’2

Esta condicao nao é tao 6bvia quanto possa parecer a
primeira vista. Perceba que ao expressa-la estamos consi-
derando um dipolo puro no centro da cavidade, o que é
algo um tanto estranho para uma (ja estranha) cavidade
microscopica, nao acha? Mas faz parte da modelagem. A
ultima condigdo de contorno diz respeito a aproximacao
esperada para Viuido quando temos r > a:

Viuido(7,0) & —Er cos @ + constante (para r > a).
—FEz

E por que essa aproximacao é esperada? Porque ela nos
da, para r > a, E = —VVjudo = FZ, que é o campo
macroscépico uniforme no fluido antes da introdugao
da cavidade microscépica (veja a Fig.. Longe da ca-
vidade (ou seja, com r > a), esse campo permanece
praticamente o mesmo.

Aplicando essas quatro condi¢oes de contorno as ex-
pressoes gerais acima para Veay(r,6) e/ou Viuido(r, 6),
obtemod™]

1 pcosf
Veav(r,0) = Ireg 12 +Aqrcosd,
Vdip (7‘,0)

com

—3e € — €0 P
Al=(——|E-|7— .
! <2€—|—€0) (26+60> 2mepa’

10Note que essa condicdo de contorno foi implicitamente assumida
acima quando afirmamos que as expressdes para Veay(r, 0) e para
VAuido (7, 0) valem, ambas, para r = a.

110 nivel de dificuldade aqui corresponde ao de um problema tipico
de uma lista de exercicios de uma disciplina de graduacgdo de
eletrodinamica cléssica.
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Pois bem, uma vez calculado V,,,, temos

Vvint = chav - Vdip
(=B po (s 2|,
2¢ + €p 2¢ + €0 ) 2mepa’
e entdo obtemos, a partir de Ej,y = —V Viy (observando

que EZ = FE e pZ = p, e optando por trabalhar com
€ = €/€p),

3€r € — 1 p
Bine = (2@ + 1) B+ (2@ + 1> 2mepad’ (14)
Vocé sabe, esta expressao foi obtida para o caso parti-
cular em que vy =0 (Fig.. Contudo, veremos que ela
continua vélida para v # 0 (e, portanto, com p niao neces-
sariamente paralelo a E). Ou seja, esta ja é a expressao
para o campo interno do modelo de Onsager!

Quando p tende a 0 (ou seja, eliminando o dipolo da
cavidade), o campo FEj, tende a

36,

Este campo (uniforme) é propriamente denominado campo
de cavidade. Agora, quando E tende a 0 (o que corres-
ponde a “desligar” o campo externo E.,; aplicado ao
fluido) o campo Ej, tende a

_ €r — 1 p

R= (26,. + 1) 2mega® (16)
Este campo (também uniforme) é propriamente deno-
minado campo de reagdo, porque € o campo que age
sobre o dipolo na cavidade em resposta (ou “reagéo”)
a polarizacao induzida por ele no fluido. O campo FEj,
em (|14), obtido para o caso particular em que v =0, é
entao a soma dos campos G e R. Tenha em mente que
G ¢é o campo na cavidade sem o dipolo, com o campo
externo ligado, enquanto R é o campo que age sobre o
dipolo na cavidade, com o campo externo desligado. E
claro, as expressoes para os campos G e R permanecem
as mesmas no caso em que vy # 0 (Fig.|3), porque esses
campos podem ser calculados independentemente um do
outro. Cada um deles é a solugdo de um problema de
eletrostatica distinto, com simetria azimutal, e esses pro-
blemas constituem dois casos particulares do problema
que acabamos de resolver. A “sacada” é que, devido ao
principio da superposicao e a linearidade do dielétrico,
ainda podemos, com v # 0, expressar o campo Eiyy como
a soma dos campos G e R. (Pense um pouco sobre isso
fisicamente, em vez de matematicamente. Se essa com-
binagao dos campos G e R vale para v = 0, por que
nao valeria para 7 # 0, dada a linearidade do dielétrico?)
Portanto, o campo interno do modelo de Onsager é

Eint = G+R, (17)

com G e R dados respectivamente pelas igualdades
e ([16]), mas com p ndo necessariamente paralelo a E

(veja as Figs.[] e [f)).

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0152



Barros e Peixoto

Figura 4: Campo de cavidade G.

Figura 5: Campo de reacdo R, que tem a direcdo e o sentido
do dipolo puro no centro da cavidade (n3o ilustrado na figura).
As linhas de campo além da cavidade correspondem ao campo
macroscépico no dielétrico (com o campo externo desligado).

Se vocé (sem razdo) torceu o nariz para o argumento
acima, pode tentar calcular o campo interno do modelo
de Onsager considerando, desde o inicio, v # 0 (e entdo
lidando com harménicos esféricos). Mas, podemos garan-
tir (acredite, fizemos as contas pra vocé), a expressao que
encontrard para Fj,; serd a mesma presente em .

Antes de nos encaminharmos para o passo 2, vamos
analisar os médulos dos campos G e R, e entdao compara-
los.

Como ¢, > 1, a partir da igualdade podemos
concluir que o médulo de G é maior que o médulo de E
(o campo macroscépico uniforme longe da cavidade). Isto
é esperado (nesta modelagem), devido ao acimulo de
carga positiva na parte inferior da cavidade e ao acimulo
de carga negativa em sua parte superior (visualize a
distribui¢io de dipolos puros). Quando ¢, — 17, G
tende a FE (ou, seria mais correto dizer, G ¢ E tendem
ambos a E.;:), e quando €, — oo, G tende a apenas
3E/2 (ou, mais corretamente, a diferenca entre 3E/2
e G tende a 0, sendo que o préprio campo FE tende a
0 - embora mais lentamente que a diferenca acima)E

12Lembre-se que E = Ecxt/€er. Assim, mesmo com um valor de
er elevado, podemos manter para E uma intensidade aprecidvel
com um campo externo suficientemente intenso (se o dielétrico
ainda se comportar de forma linear). Vocé pode verificar que

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0152

€20200152-7

Para e, = 80 (o valor aproximado da constante dielétrica
da dgua pura, a 20°C, que é bastante elevado), temos
G ~ 1,49 E. Mas a razao entre os modulos de G e E ja
é igual a 1,45 para €, = 14,5.

O médulo de R depende nao sé de ¢,, mas também do
raio a da cavidade e do médulo de p, e este mdédulo muda
constantemente (veja a igualdade (21]), logo adiante).
Entao é interessante calcularmos o médulo do campo de
reacao médio,

D €r — 1 ﬁ
R=|—)—7—=. 18
(2@ + 1) 2mega’ (18)
Podemos escrever (volte & segdo 2, se necessario):
1 _
P=Np= e (19)

47ra3/3p " 4ra¥/3’

em que, obviamente, 47wa®/3 é o volume da cavidade
esféricaE Como P = ey .E = €y(e, — 1) E, obtemos:

4
p= gwa?’eo(er -1)E.

Segue entdo que

2
rolle=Up (20)
3 2 +1
Observe que no caso particular em que E.;; = 0 temos
E = 0 e, portanto, p = 0, P = 0 e R = 0, como
esperado. Para €, = 80, temos R ~ 26 E, e, assim,
|R| ~ 17|G|. Mas para ¢, ~ 2,3 (o valor aproximado da
constante dielétrica do benzeno liquido, a 20°C), temos
|R| ~ 0,16|G|. Vocé pode verificar que |R| = |G| para
€ = 6,34. Vocé esperava que o campo de reagdo pudesse
atingir valores tao elevados, em comparagdo com o campo
de cavidade?

Passo 2

Este passo é curto. Substituindo (17) (ou, equivalente-
mente, ) em , e resolvendo a equacao resultante
para p, obtemos:

3¢,
——— | aF
Po + <2€r+ 1) e}

p L e — 1 o

2¢, +1 ) 2megad
3E/2 — G = (3/2)Eeczt/[(2¢r 4+ 1)er], €, portanto, o médulo dessa
diferenca escala com 1/€; quando e, > 1, entdo tendendo a 0

muito mais rapidamente que o médulo de E, quando €, — co.

13Seja N o niimero de moléculas em um volume macroscépico 7
do fluido. Em seu artigo, Onsager |1] usou a aproximacio 7' /4 ~
4ma®/3, de onde vem a relagio N = N /¥ =~ 1/(4wa®/3). Trata-se
de uma aproximagao porque, é claro, o volume do fluido nao pode
ser totalmente preenchido por volumes esféricos. Lembre-se que a
é o raio de uma cavidade esférica microscépica imaginaria onde se
encontra uma molécula do fluido (veja a Fig7 sendo da ordem
do tamanho da molécula apenas para liquidos. Assim, o valor de a
no modelo de Onsager é determinado pela distancia média entre
as moléculas do fluido, ndo pelas dimensées moleculares, e por isso

quando o valor de a aumenta, a densidade numérica N diminui.

(21)
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Passo 3

Tomando a média de ambos os membros da igualdade
(21) obtemos

_ 3¢,

I e
p = )

1— (Erl) >

2¢, +1 /) 2mwega’
j& que o campo macroscépico E é constante, e, portanto,
E = E. Assim, obteremos uma expressao para p calcu-
lando pg e substituindo em (22)) a expressdo encontrada.
Vimos na segéoque p=(>, pTe_557‘) / (ZT e_'BET),
em que p, ¢ o momento de dipolo total da molécula
quando ela estd no estado 7, de energia .. Esta é a
forma como calculamos médias no ensemble candnico, e
ela se aplica a qualquer varidvel do sistema, ndo apenas

a p. Assim, podemos substituir p por pg (mantendo as
outras grandezas na expressao), obtendo

—peg,

- Zr(po)’f’e Per 23)

pO - Z 67567' : (

I

Se vocé cursou uma disciplina de mecanica estatistica
em sua graduacdo, praticou o tipo de fatoragdo que fare-
mos a seguir. Podemos separar ¢, nos termos de energia
cinética, t,., e energia potencial, u,., € com isso obtemos

(22)

e Ber — o= Bltrtur) _ =Bt —Bur

O estado r é determinado por coordenadas generalizadas

q1,G2, ... € seus momentos associados p1,p2,... (ndo
precisamos nos preocupar com sua especificagio agora),
mas t, = tp, p,,.. = tpy Up = Ugyqp,... = Ug € (P0)r =
(P0)g1,4s,... = (P0)q, de modo que podemos reescrever a

igualdade como

I VP oA () i
X, e P

(et (zq@o)qefﬁuq) o

) ()

Agora, vamos especificar as coordenadas generaliza-
das g1, qo, ... para este problema. Vocé sabe, a molécula
na cavidade esférica microscopica estd sendo modelada
como um dipolo, com momento de dipolo permanente pg,
momento de dipolo induzido a Ej,; e momento de dipolo
total p = po + a Ejyt. Esta igualdade ja mostra que es-
ses trés vetores nao sao independentes. Mas, além disso,
lembre-se que a expressao para Ei,;, em , envolve
o momento de dipolo total p. Portanto, os trés vetores
estao relacionadOSE e entdo podemos usar p ou Py para
especificar a configuracio da molécula na cavidade. A
escolha natural é pg, porque esse vetor sempre acompa-
nha, rotacionalmente, a molécula considerada (visualize

4 Essa relacdo fica clara observando-se que a igualdade (21) nos
mostra que po determina p, e entdo, através da igualdade (14), p
determina Ejng.
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isso para a molécula de dgua). Em outras palavras, em
um sistema de coordenadas interno a molécula, py é um
vetor constante. Assim, usando o vetor pg para especi-
ficar a configuracao da molécula, podemos reescrever a

igualdade como

_ E : Po e~ Puwo
Do = £ _ ; (25)
§ " e Bupg
0

significando que as somas sdo realizadas sobre todos as
possiveis orientagdes para po (j4 que seu médulo nao
muda). E claro, essas somas devem ser substituidas por
integrais nas varidveis 6 e ¢, que especificam, em coor-
denadas esféricas, a direcao de py. Faremos isso logo
adiante, mas, antes, vamos obter uma expressao para
Up,

A obtencao de uma expressao para up, envolve uma
sutileza. Se vocé cursou uma disciplina de eletrodinamica
(ou eletromagnetismo) em sua graduagdo, certamente
aprendeu que a energia potencial de um dipolo, com
momento de dipolo p, submetido a um campo elétrico E,
pode ser expressa como U = —p - E. Mas provavelmente
a dedugao que lhe foi apresentada para esta expressao foi
feita considerando-se um dipolo rigido - ou seja, que nao
possui momento de dipolo induzido, s6 o momento de
dipolo permanente. Nao é o caso, aqui. Entao precisamos
reobter a expressdo para essa energia potencial, mas agora
considerando que p = pg + a Eipt. Em seu artigo [1],
Onsager obteve uma expressdo para a energia potencial
de interagao do dipolo na cavidade com o campo interno
partindo do calculo do torque T' que esse campo produz
no dipolo:

I = p X Eint- (26)
Substituindo em ([26), obtemos:
T' = (po + a Ein) X Einy = po X Eint. (27)

Como pg X po = 0, é claramente interessante explicitar-
mos pg na expressao que usaremos para FEj,s em .
Para isso, vamos substituir em , e entao a ex-
pressao resultante em . Apos algumas manipulagoes
algébricas, obtemos:

r— 3¢,
-\ 26 +1— (e, — 1)/ (2megad)

Este resultado é muito interessante, porque a expressao
entre parénteses, que denotaremos por £, é constante

)po x E. (28)

15Um aparte: Observe que a distingdo entre p e pg é mais matema-
tica que fisica. Sabemos que pg é o momento de dipolo da molécula
(em uma certa orientagdo) na auséncia de campo elétrico aplicado
sobre ela. Mas se um campo FEjn¢ atua sobre a molécula em um
determinado instante, assim promovendo uma separacio adicional
de cargas, o momento de dipolo pg inicial (antes da aplica¢do do
campo FEint) “se perde”, entende? Ou seja, simplesmente néo existe
mais a distribuicdo de cargas que resulta em po, mas, matema-
ticamente, podemos expressar o novo momento de dipolo como
p = po + a Eint. Entendendo isso, vocé pode perguntar: entdo faz
algum sentido calcularmos po? A resposta é que faz sentido, sim,
porque podemos pensar pg agora como po = p — « Ejnt. Este vetor
tem moédulo constante, e sempre acompanha, rotacionalmente, a
molécula.
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(ou seja, ndo muda & medida que molécula rotaciona na
cavidade), e, assim, podemos pensar (matematicamente)
o torque em como o torque exercido por um campo
constante F sobre um dipolo rigido de momento de dipolo
&po. O resultado é que podemos usar, para a energia
potencial up,, que é a energia de interacao do dipolo na
cavidade (de momento de dipolo p) com o campo FEjpt,
a expressao classica —&pg - E. Bacana, ndo é? Temos,
entao:
up, = —Epo- E, (29)
com
_ 3e€r
&= 2¢, +1— (e, — 1)/ (2mega?)
Substituindo em obtemos:

Y PoeltPoE
Po = Z‘p el@gpo.E
0

(30)

Agora sim, vamos substituir essas somas por integrais
nas variaveis 6 e ¢ que especificam a direcdo de py. Man-
tendo a escolha feita no inicio desta se¢ao, o nosso sistema
de coordenadas tem o eixo z com a mesma direcdo e o
mesmo sentido que o campo E, e assim po- E = poE cos 6.
Perceba que o vetor py deve varrer uma superficie es-
férica (da raio arbitréario b), cujo elemento de drea em
coordenadas esféricas é b2 sen #dfd¢. Temos, entdo:

s

po ePEpoE cos IR sen 0déde

(31)

27 ’

[ eBgpoE cosOIR sen fdAd
0

]
]

com
Po = po, & + po,§ + po. 2,

Do, = Dposenfcosg,
Po, = posenfsena,
Do, = Dpocosh.

Mas sabemos que, por simetria, pg tem a direcao e o
sentido do campo F - ou seja, Po = pp, 2 (que é o mesmo
que dizer que pg, = po, = 0). Assim, podemos reescrever
a igualdade diretamente como

cos @ eBEroE cos 0 seny 0dhd

>
O—y
oy O%:‘N

oy

ePEpoE cos 0 gon HdOd o

Desenvolvendo, obtemos:

<N> [ cos 0 ePEpoE cos b gen G0
_ .\ 0

Do = Doz -
¢ | [ efepoEcost sen 6df
0 0
U
[ cos 0 ePEpoE cosb gen G0
5 0
= Doz -
[ eBEpoE cos O gen Gdh
0
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E usando um “truque matematico” muito conhecido na
mecanica estatistica, podemos reescrever:

Do = PoZ 9 ln(/ e”cosesenﬂde) , U= fBEpokE.
ov 0

As contas que seguem sio simples, e o resultado é (lem-
brando que = 1/kT):

o =2 (coth(EmE/RT) - o) (3

com £ definido em .

Temos, na expressao entre parénteses em , a cha-
mada fungdo de Langevin: L(xz) = coth(xz) — 1/z. On-
sager [1] considerou apenas campos elétricos de baiza
intensidade[l% no sentido de que

x=EpoB/kT < 1, (33)
e entdo fez uso da aproximacéo
L(z) ~ g, para |z| < 1. (34)

Com essa aproximagao (cuja dedugao disponibilizamos
online como Material Suplementar), podemos reescrever
a igualdade como

piE, _ . p¢
BT~ “3kT

Substituindo em (22) (fazendo uso da expressao
para £ em (30)), e entdo (22) em (12)), obtemos:

+ 3e
26, + 1

(36)

Do ~ (35)

_ 3e, P
 \2¢.+1— (& — D)a/(2neoad) 3kT

-1
€ — 1 a
l1-({=——)——| NE.
[ (2@ + 1) 27reoa3}

P

X

Passo 4

Agora, tomando 0 médulo de P em (36)), e substituindo-o
em , obtemos:

eo(er — 1) . e — 1 o B

N 2, +1) 2mepad |

3€r 2

2¢, + 1 — (e, — 1)/ (2mwega®) ) 3kT

Podemos “nos livrar” do raio a da cavidade esférica

microscépica, na equagao acima, usando a relagdo (veja

a nota de rodapé 13) N = 1/(4wa/3). Apés algumas
manipulagbes algébricas, obtemos:

3er

. (37
2¢, + 1 (37)

+

e — 1 Nao
= — 38
€+ 2 3€o (38)
n e/ (er +2) N 24
2¢, +1—2(e, — 1)Na/3eo ) 3eo 3KT

16 embre-se que estamos supondo que o fluido dielétrico é linear, e
isso ndo depende apenas do meio, mas também da intensidade do
campo, que deve ser suficientemente baixa.
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Esta seria a equacdo de Onsager (a menos de uma
possivel reorganizagdo da mesma), se ele tivesse optado
por manter a polarizabilidade o em sua equacgao final.
Mas Onsager escolheu trabalhar com o indice de refracao
n do fluido, em vez de a.. Vamos explicar como isso pode
ser feito.

O indice de refragdo n de um meio é definido como a ra-
zao entre a velocidade da luz no véicuo (c) e a velocidade
v da luz nesse meio; ou seja, n = ¢/v. De acordo com a
eletrodinamica cldssica, ¢ = 1/,/Jo€o, e, para meios linea-
res, v = 1/,/p€ (veja, por exemplo, as se¢des 9.2.1 € 9.3.1
do Griffiths [2]). Como, para a maioria dos materiais, a
permeabilidade magnética, p, € muito préxima da perme-
abilidade magnética do vdcuo, ug (veja, por exemplo, a
Tabela 6.1 do Griffiths [2]), temos, para esses materiais,
n = \/€/eg = \/&, ou, equivalentemente, €, = n?. Mas
atencao: a constante dielétrica e, é uma constante no
sentido de que seu valor ndo depende da intensidade do
campo elétrico macroscopico E (desde que, é claro, tal
intensidade seja suficientemente baixa para que o meio
possa ser classificado como linear). Contudo, seu valor
depende da frequéncia do campo elétrico E! E é por
isso que a constante dielétrica €, com que trabalhamos
até a igualdade , e que aparece na equacao final de
Onsager (que obteremos logo adiante), é denominada
constante dielétrica estdtica: ela se aplica ao caso par-
ticular de campos elétricos estiticos (ou praticamente
estaticos). Na relagdo €, = n?, temos €, = €,.(v), em
que v é a frequéncia de E (tipicamente uma frequén-
cia Optica), enquanto na igualdade (38) temos o caso
particular €, = €,.(0). Por exemplo, para a dgua pura a
20°C, submetida a luz visivel, temos n ~ 1,33, o que nos
dé e, ~ 1,77 - que é um valor bem diferente de 80 (a
constante dielétrica estdtica da adgua pura, a 20°C), ndo
é? Portanto, a relacdo €, = n® ndo pode ser usada na
igualdade . No entanto, quando um meio dielétrico
linear é submetido a um campo elétrico que oscila com
frequéncia éptica, os momentos de dipolo permanentes
nao acompanham as oscilagées do campo, e, assim, é
como se eles ndo existissem! Isso porque as orientagoes
moleculares ficam com uma distribuicao aleatoria, e en-
tdo os momentos de dipolo permanentes nao contribuem
para a polarizacao do meio. Nesses casos, s6 0 momento
de dipolo induzido contribui para o valor da constante
dielétrica - e por isso o valor de €, em frequéncias 6pticas
pode ser tdo menor que seu valor para campos estaticos.
Podemos entdo fazer €, = n? em (38)), desde que fagamos
também pg = 0, e dai obtemos a seguinte relagao:

nz—l_Noz
TL2+2_ 360.

Substituindo Nev/3ep, em (38)), por (n? —1)/(n? +2), e
reorganizando a equagao resultante, obtemos

(39)

(57" - n2)(2€r + n2)
er(n? + 2)2

_ N »
" 3¢ 3KT |

(40)

que é a equagao de Onsager. Esperamos ter ficado abso-
lutamente claro que nao se trata de uma relagao exata
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entre as grandezas €., n, N, pg e T, para um fluido po-
lar puro, mas de uma relacao obtida por um processo
de modelagem, através de uma série de consideragoes e
simplificacbes que devem ser observadas por quem faz
uso da mesma. Por exemplo, de forma alguma a equa-
¢ado de Onsager se aplica a moléculas longas, ou a meios
nao lineares. E mesmo para meios lineares constituidos
de moléculas com geometria ndo muito distinta de uma
geometria esférica, aproximacoes muito fortes foram rea-
lizadas, como considerar a vizinhanca imediata de uma
determinada molécula do fluido como constituindo um
meio continuo. Pode haver certas correlacdes entre as
orientagdes de moléculas vizinhas que o modelo de On-
sager simplesmente ignora. E o caso, por exemplo, para
adgua pura, onde moléculas vizinhas interagem através
das chamadas ligacées de hidrogénio. O valor fornecido
pela equagdo de Onsager para o médulo do momento
de dipolo permanente da agua, considerando-se agua
pura a 20°C (T = 293 K), para a qual temos n ~ 1,33,
e ~80eN ~3,34x102m3, é pp ~ 10,4x1073°C-m,
que difere do valor conhecido (= 6,1 x 1073 C - m) em
aproximadamente 70 % [I7]

Antes de encerrarmos esta se¢do, vamos rediscutir a
relagao , mas agora substituindo em (para
trabalharmos com n, em vez de «), e também usando,
em , a relagdo ma® = 3/(4N) (veja a nota de rodapé
13). Com essas substituigoes, obtemos

¢ = 2, + €.n?
T 2, +n?

Esta igualdade nos diz que £ ndo é muito maior que 1,
mesmo se €, > n? (como é o caso para dgua pura a
20°C), pois neste caso temos £ ~ 1+ n?/2, e n assume
valores menores que 2 para a grande maioria dos liquidos.
Por exemplo, para dgua pura a 20°C temos n =~ 1,33 e,
portanto, £ = 1,9. E por que isso é importante? Porque
como £ nao é um fator muito maior que 1, a condi¢cdo de
campos elétricos de baira intensidade expressa em
corresponde a relacao mais simples poE < kT.

4. Modelo de Debye como resultado de
uma aproximacao de campo médio
aplicada ao modelo de Onsager, e
modelo de Clausius-Mossotti como
caso particular dos modelos de Debye
e Onsager

A equagao de Debye para fluidos polares puros [7] (aqui

expressa 1no SI),
&—1 N p02
&+2  3e (O‘+ 3kT

17N&o se impressione com termos chegado & mesma ordem de gran-
deza, porque a equagdo de Debye |7| (expressa em termos de n, em
vez de ), obtida 24 anos antes da equagdo de Onsager, nos fornece,
com os mesmos valores para e, n, N e T, pg ~ 2,7 x 10730 C - m.

(41)
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foi publicada 24 anos antes da equacgdao de Onsager, e
é citada por Onsager [1] logo no inicio de seu trabalho.
De fato, o artigo de Onsager consiste essencialmente em
uma critica ao modelo de Debye, com a apresentacao de
um novo modelo.

A equacéo de Debye pode ser obtida através da mesma
sequéncia de passos que apresentamos na segao [2| Basi-
camente, a Unica diferenca estd na expressao que Debye
usou para o campo interno:

r+2
EPo — (6 ;L )E (42)

int

em vez de Eiy = R+ G (veja a igualdade ([17))). Se vocé
conseguiu acompanhar os calculos, apresentados neste
artigo, que levaram a equagao de Onsager (igualdade
(40)), certamente nao terd dificuldade de obter a equagao
de Debye (igualdade ), porque a expressao para o
campo interno de Debye deixa as contas muito mais
simples. O que nos interessa, nesta se¢do, é (1) mostrar
que o campo interno de Debye é a média do campo
interno de Onsager (dai o titulo da segdo), (2) mostrar
qual é a origem da expressao usada por Debye para o
campo interno (igualdade(42)) - ja que o trabalho de
Debye é anterior ao de Onsager -, (3) mostrar por que
se trata do mesmo campo, e (4) comparar as equagoes
de Onsager e Debye.

(1) Temos, a partir de (17), e (nesta ordem):
Ew = G+R
= G+R

_1)2
_ 3e, E+Z(ET 1)E
2¢, +1 3 2¢,+1
_ (er—|—2>E
3

= EDe (43)

int

Ou seja, o campo interno de Debye é a média do campo
interno de Onsager, e entdo podemos pensar o modelo
de Debye como resultado de uma aproximagdo de campo
médio aplicada ao modelo de Onsager.

(2) Agora, vejamos a origem da expressdo em ,
sem referéncia ao campo interno de Onsager.

Voltemos ao fluido polar puro uniformemente polari-
zado ilustrado na Fig.[2] Imagine ser possivel “congelar
a polarizagdo do fluido”, e entao retirar do mesmo uma
por¢do macroscopica no formato de uma esfera sem que
a polarizagao além dessa esfera seja alterada (trata-se
de uma experiéncia de pensamento). Com isso, fora da
cavidade esférica macroscopica criada temos um fluido
uniformemente polarizado, e isso significa que a densi-
dade volumétrica de cargas ligadas, p, = —V- P, é nula,
restando entdo apenas densidades superficiais de cargas
ligadas, o, = P - i (lembrando que o versor #i é normal
a superficie e aponta para fora do dielétrico), nas regioes
do dielétrico em contato com as placas do capacitor e
na superficie esférica (veja a Fig.@. Obtemos o campo
nessa cavidade macroscépica (nas condigdes expressas
na experiéncia de pensamento acima - ou seja, mantida
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TP uniforme

+

Figura 6: Cavidade esférica macroscépica criada na regido cen-
tral do dielétrico da Fig. A porcdo do fluido além da cavidade
teve sua polarizac3do elétrica previamente “congelada”.

uniforme a polarizagdo do fluido além da cavidade) como
a soma do campo Feyt gerado pelas placas do capacitor,
com o campo de médulo oy, /€9 = P/ep (e que tem sentido
oposto ao de Euy) gerado pelo actimulo de cargas ligadas
nas regiodes do dielétrico em contato com as placas do
capacitor, com o campo E.,; gerado pelo acimulo de
cargas ligadas na superficie esférica (Fig.@. Perceba que,
devido ao congelamento da polarizacao, a soma dos dois
primeiros campos é igual ao campo macroscopico uni-
forme E que havia antes do processo de congelamento da
polarizacao do fluido e retirada de uma porgao esférica
macroscépica do mesmo. Temos entdo que o campo na
cavidade macroscopica ¢ igual a E + E.,y, e este foi o
campo usado por Debye como campo interno, em seu
modelo. Ou seja,

E.™ = E+ E.. (44)

int

Obviamente, temos aqui o mesmo problema ja apre-
sentado neste artigo, ao transformarmos uma cavidade
macroscépica em uma cavidade microscopica.

Calcular o campo E.sr no centro da cavidade esférica
é tarefa simples. Temos, em coordenadas esféricas (com
o angulo # indicado na Fig.|§[)7

op=P-fn=—Pcosb,
e entao o elemento de carga
dg = opda = opr?senf ddd¢ = — Prcosd senf dodg,

em que 7 € o raio da esfera. A partir daqui, é realmente
simples obtermos
P
Eesp=—. 45

esf 360 ( )
Mais complicado é mostrar que esta expressao nao se
aplica apenas ao centro da cavidade esférica, mas que se
trata de um campo elétrico uniforme. Substituindo (45))
em (44)), obtemos, entéo:

by P eoxe €+ 2
EX*=E+_—=E = E. (46
int + 360 + 360 ( 3 > ( )

(3) Chegamos & mesma expressdo, (e, + 2)E/3, em
e em , por dois caminhos bastante distintos.
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E importante enxergarmos por que se trata do mesmo
campo.

Voltemos a experiéncia de pensamento que acabamos
de descrever, mas, desta vez, imagine que congelamos a
polarizacao apenas do volume esférico que foi retirado,
deixando o restante do dielétrico livre. Com a retirada
dessa esfera uniformemente polarizada, deixando em seu
lugar uma cavidade esférica, as linhas de campo no dielé-
trico além da cavidade tendem a contorné-la, como ilustra
a Fig.[l] Reintroduzindo na cavidade a esfera uniforme-
mente polarizada, recuperamos a polarizagao uniforme P
inicial do dielétrico como um todo. Mas, nesse processo,
0 que importa nao é a esfera uniformemente polarizada,
em si, mas o campo que ela produz no resto do dielétrico,
percebe? Isso significa que qualquer coisa que introduza-
mos na cavidade que produza o mesmo campo elétrico
gerado por aquela esfera uniformemente polarizada nos
fard recuperar a polarizacdo uniforme inicial do meio
além do volume esférico, que € a polarizacdo ilustrada na
Fig.@ que, por sua vez, juntamente com o campo externo
Eey gera o campo interno de Debye. Agora, vocé sabia
que o campo elétrico gerado por uma esfera de raio r
com polarizacdo uniforme P é igual ao campo de um
dipolo puro com momento de dipolo igual a (4773/3) P?
(Veja, por exemplo, a se¢io 4.2.1 do Griffiths [2].) Entdo
podemos recuperar a polarizacdo uniforme P inicial além
do volume esférico introduzindo no centro da cavidade
um dipolo puro com momento de dipolo (4wr3/3)P, e o
campo que age sobre esse dipolo é entdo campo interno
de Debye. Ou seja, E¢™° é igual ao campo que age sobre
um dipolo, com momento de dipolo (4773/3) P, no centro
da cavidade esférica. Ora, mas este é o campo interno de
Onsager (igualdade (14)) com p = (47r3/3) P,

3e, e — 1Y\ (4mr¥/3) P
Ew=|7——|F )
¢ (2@4—1) + (2@4—1) 2mega’

que, por sua vez, é igual a Ej,, pois

Eint = G+ R
3€, € — 1 D
- E P
(QGT—I—I) * (26r+1> 2mega’’
_ 3e, By (= 1\ (4nr3/3)P
2¢, +1 2¢, + 1 2meqa’

Figura 7: Linhas de campo em um dielétrico com uma cavidade
esférica macroscépica e submetido a um campo elétrico externo
uniforme.
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(veja as igualdades e ) Portanto, podemos en-
xergar fisicamente (matematicamente j4 mostramos) que
E ™ = Ejpy.

(4) Agora, tratemos da comparacio entre as equagoes
de Onsager e Debye. Para isso, convém que essas equagdes
sejam expressas com as mesmas quantidades: €¢,., N, T,
e po, ou entdo €., N, T, n e py (ou seja, devemos escolher
entre a e n). J4 obtivemos uma versdo para a equacao de
Onsager com as varidveis do primeiro grupo: a igualdade
(38]). Podemos reescrever a equagio de Debye em termos
das varidveis do segundo grupo substituindo em .

Apés algumas manipulagdes algébricas simples, obtemos:

3(e —n?) N P
(€0 +2)(n2+2)  3eo 3kT

(47)

Podemos entdo comparar as equagoes e , ou
as equagoes e . Perceba que estas duas tltimas
igualdades sao particularmente adequadas quando que-
remos prever (segundo o modelo considerado, claro) o
valor de pg a partir de medicbes macroscopicas: de e,
N, T en. Ja as duas primeiras sao préprias se queremos
prever €, a partir do conhecimento dos valores de N, T,
« e py para o fluido sob investigagdo. No primeiro caso
“caminhamos do macro para o micro”, e, no segundo,
“caminhamos do micro para o macro”.

Ha muitas formas de compararmos as equagoes de
Onsager e Debye, mas, seja qual for a escolha, devemos
lembrar que a diferenca fundamental entre os modelos de
Onsager e Debye esta na expressao usada para o campo
interno, e que o campo interno de Debye é a média
do campo interno de Onsager. Assim, as diferengas ou
semelhancas entre as equagoes de Onsager e Debye devem
ser interpretadas a partir dessa relacao entre seus campos
internos.

Por exemplo, no caso particular em que py = 0 (mo-
léculas apolares), o campo de reagdo R nao muda com
as rotacgoes da molécula considerada (veja a igualdade
(21)), e, assim, o campo interno de Onsager é igual a
sua propria média, e, portanto, é igual ao campo interno
de Debye (veja a igualdade (43))). Entao ndo pode haver
diferenga entre as equacoes de Onsager e Debye, nesse
caso particular; e, de fato, ndo ha, como podemos con-
cluir fazendo py = 0 em e . O caso particular
das equagoes de Onsager e Debye em que py = 0,

&—1 Na
& +2 3¢’

(48)

é conhecido como “equagao de Clausius-Mossotti”.
Como um segundo exemplo, podemos resolver as equa-
coes , e para €., e entao tracar em uma
mesma figura os trés graficos de €, versus N, partindo
de N = 0, com uma escolha apropriada de valores para
os demais parametros. Na Fig.[§| trabalhamos com a
polarizabilidade e o0 momento de dipolo permanente do
HBr, e com T' = 200 K. Nosso interesse é tao somente
comparar o que preveem os trés modelos. Observe que
os modelos de Onsager e Debye fornecem para €, valores
muito préximos entre si quando N é proximo de 0, e, é
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e(N)

61(')1152\53;01‘

Clausius—Mossotti

€

N

o =

N~ 8x10>"m3

Figura 8: Gréficos de €, X N a partir das equacdes de Onsager,
Debye e Clausius-Mossotti, considerando-se a polarizabilidade e
o momento de dipolo permanente do HBr, e T' = 200 K.

claro, nos trés casos €, tende a 1 quando N tende a 0
(afinal, a constante dielétrica do vacuo é 1). Em termos
da andlise dos campos internos, essa proximidade entre
os valores previstos para €, pelos modelos de Onsager e
Debye, no caso de baixas densidades, é esperada, porque
arelagdio N ~ 1/(4ma®/3) (veja a nota de rodapé 13) nos
da, para valores pequenos de N, valores elevados para
a®, e, portanto, baixas intensidades do campo de reacdo
(veja a igualdade (16))). Como G' = G, a diferenca entre o
campo interno de Onsager e seu valor médio, valor médio
este que é igual ao campo interno de Debye, existe devido
a diferenca entre R ¢ R. Quando a intensidade de R
tende a 0, a diferenca entre R e R também tende a 0, e,
portanto, tende a 0 a diferenga entre os campos internos
de Onsager e Debye. O resultado esperado é entdo que os
dois modelos nos deem para €, valores préximos, no caso
de baixas densidades. Vamos propor a vocé que explique
por que temos 67];)ebye > GTOnsager > 67(‘Jlausius—Mossotti7 e
por que a curva, eSlausius—Mossotti o N 36 se aproxima,
muito das outras duas na faixa de valores de N em que

eDebye g eOnsager go confundem.

5. Conclusao

Neste artigo, guiamos o leitor ou a leitora a obtencao
da equacao de Onsager (Equation ), € No percurso
fizemos discussoes, relativas a modelagem em fisica, que
sao de interesse geral na formacao de profissionais da area.
Esperamos ter ajudado a mostrar um pouco de como os
fisicos trabalham, e sugerimos o uso deste texto no estudo
ou ensino de topicos complementares em disciplinas de
eletrodinamica classica, mecanica estatistica ou fisico-
quimica, em cursos de graduacdo ou pos-graduacao.
Mas, ¢é claro, o modelo de Onsager para fluidos polares
puros tem importancia em si mesmo, e acreditamos que
este texto serd ttil também aqueles que realizarao ativi-
dades de pesquisa que, de alguma forma, envolvem esse
modelo - ou mesmo parte dele, como o conceito de campo
de reagdo (como é o caso, por exemplo, quando se estuda
o chamado efeito do solvente sobre a estrutura eletronica
de moléculas). Apreender o modelo de Onsager através
deste artigo é, acreditamos, tarefa bem mais simples que
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através da leitura do artigo original [1]. Nao obstante,
saiba que o artigo original realiza certas discussoes e
desenvolve certos topicos que nao abordamos aqui, como,
por exemplo, constante dielétrica de solugoes. Ao mesmo
tempo, realizamos discussoes que ndo estao presentes no
artigo de Onsager.

Até a data da submissido deste trabalho, o artigo de
Onsager [1] tinha sido citado por outros 4325 artigos - o
primeiro ainda em 1936. Foram 23 citagoes em 2019, e
j& constavam 11 citagdes em 2020@

Discutimos também o modelo de Debye, mas de uma
forma que consideramos bastante interessante: como re-
sultado de uma aproximagao de campo médio aplicada
ao modelo de Onsager. Essa abordagem deixa mais clara
e simples a comparagao entre os dois modelos. E, entre
outras coisas, mostramos que ambos os modelos recaem
no modelo de Clausius-Mossotti no caso particular de
moléculas apolares.

Uma sequéncia natural a partir deste artigo, para
0s que se interessam por teoria de polarizacao elétrica,
consiste no estudo do modelo de Kirkwood-Frohlich, que
considera interacoes de curto alcance em fluidos polares
puros, e, como dissemos, foi desenvolvido (inicialmente
por Kirkwood [4], tendo recebido depois a contribuigao
de Frohlich [5]) a partir do modelo de Onsager.
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