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Oscilador harmonico: Uma analise via séries de Fourier
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O método de séries de Fourier é usado para resolver a equagao homogénea que governa o movimento do
oscilador harmoénico. Mostra-se que a solucao geral do problema pode ser encontrada com surpreendente simpli-
cidade para o caso do oscilador harmoénico simples. Mostra-se também que o oscilador harménico amortecido é

suscetivel a anélise.
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The Fourier series method is used to solve the homogeneous equation governing the motion of the harmonic
oscillator. It is shown that the general solution to the problem can be found in a surprisingly simple way for the
case of the simple harmonic oscillator. It is also shown that the damped harmonic oscillator is susceptible to the

analysis.
Keywords: harmonic oscillator, Fourier series.

1. Introducao

O prototipo do oscilador harmonico simples € o sistema
massa-mola caracterizado pela equagao

2

w+w8x(t):0. (1)

dt?
com wy > 0. Esta equagao diferencial aparece em di-
versas aplicagoes e proporciona um modelo para toda e
qualquer oscilagdo de pequena amplitude. Outrossim,
serve como excelente ferramenta pedagogica para ilus-
trar com simplicidade diversas técnicas de solugao de
equagoes diferenciais de segunda ordem.

A série de Fourier é uma série de senos e cossenos
usada para representar funcoes periédicas e continuas
por partes, e é uma ferramenta bdsica na busca de
solugoes de equagoes diferenciais. Em geral, a busca
restringe-se as solugoes particulares de equagoes nao-
homogéneas. No caso do oscilador harmonico, as séries
de Fourier sao usualmente utilizadas apenas para a
busca de solucdes particulares do oscilador forcado su-
jeito a forcas periddicas (veja, e.g. [0,B]). Embora
tais problemas possam ser abordados sem o recurso de
técnicas tao sofisticadas, incluindo até mesmo o caso
do oscilador forcado, o conhecimento de técnicas adi-
cionais para a solucao de um dado problema é cer-
tamente enriquecedor. Além do mais, a equacgao do
oscilador harmonico, tao onipresente na modelagem
matematica de diversos sistemas fisicos, pode servir
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como laboratério para a ilustrar de maneira simpli-
ficada a aplicacao de séries de Fourier na resolucao
de equagoes diferenciais homogéneas nas disciplinas
fisica matemdtica e mecanica classica dos cursos de
graduacao em fisica, tanto quanto na disciplina ma-
tematica aplicada dos cursos de graduagdo em ma-
temaética.

Neste trabalho ilustramos o uso de séries de Fou-
rier para resolver a equagao homogénea do oscilador
harmoénico simples. O método revela-se excepcional-
mente simples mas, até onde vai o conhecimento do au-
tor, nao se encontra na literatura. Nao com tanta sim-
plicidade assim, mostra-se afinal que o procedimento
pode ser proveitoso na obtencao das solugoes do oscila-
dor harmoénico amortecido.

2. Séries de Fourier

A série de Fourier que converge uniformemente para
x (t) no intervalo —T'/2 <t < +T'/2 é dada por [0

(oo}
z(t) = % + Z (an cosnwt + b, sennwt),  (2)
n=1
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onde w = 27 /T. Os coeficientes de Fourier sao expres-
S0S por

/2
2
an = 5 / dt z(t) cosnwt, (3)
—T/2
T/2
2
b, = T / dt z(t) sen nwt, (4)

—T/2

e satisfazem a desigualdade de Bessel

T/2
2 o0 2
Py @) <g [ase. o
n=1 —T/2

3. Oscilador harmonico simples

A solucao do oscilador harmoénico expressa pela série
de Fourier é uma funcao periédica de periodo T que
envolve uma pletora de constantes desconhecidas, tais
como os coeficientes de Fourier e até mesmo o periodo
de osilagdo. No entanto, a substituigdo da Eq. (B) na
Eq. (W) implica que

ag = 0, (6)
o0
Z n?w? — wd) (ay, cosnwt + b, sennwt) =0,  (7)
e em virtude da independéncia linear das fungoes
cos nwt e sen nwt obtemos

2,2

n*w? —wi =0, n>1. (8)

De sorte que
x (t) = Acoswot + B senwot, (9)

onde - -
A=>"a,, B=) by, (10)
n=1 n=1

Note que a convergéncia das séries patentes na Eq. (D)
é assegurada pela desigualdade de Bessel. Temos
entao que o sistema oscila harmonicamente com periodo
T = 27/wy, e que a Eq. (H), com suas duas constan-
tes de integragao a serem ajustadas as condigoes inici-
ais, representa a solucao geral da equacao do oscilador
harmonico simples.

4. Oscilador harmonico amortecido

O oscilador harmoénico amortecido, que tem como
protétipo o sistema massa-mola com atrito linear na
velocidade, é caracterizado pela equagao

d*x (t) dzx (t) 9

72 + 2y 7 +wiz(t) =0, (11)
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onde 7 > 0 é a constante de amortecimento. Supondo
que z (t) tende a zero quando t — co, podemos escrever

z(t) =e (), (12)

onde, para um certo ¥ <+, £ () ndo cresce mais rapi-
damente do que ¢?* quando t — oo, i.e.

Jim e (1) < M (13)

onde M é uma constante positiva. A substituicao da
Eq. (I¥) na Eq. (II) permite a obtengdo de uma
equagao diferencial sem o termo da derivada primeira

PEE) | 200
2+ 02E (1) =0, (14)
com
Q=1/wi—~% (15)

Para o caso subamortecido (v < wyp), a Eq. (@A) é re-
conhecida como a equagao do oscilador harmoénico sim-
ples e assim, tirando proveito do resultado constante na
segao anterior, podemos escrever solugao como

x(t) =e 7" (AcosQt + BsenOt). (16)

Para o caso criticamente amortecido (v = wyp), a
Eq. (Id) torna-se desprovida de embaragos e exibe a
solugao linear. Dali,

z(t)=e " (A+ Bt). (17)

Finalmente, para o caso superamortecido (y > wp) a
situagao torna-se constrangedora porque {2 manifesta-
se como um numero imagindrio, inviabilizando assim a
busca de solugoes por intermédio de séries de Fourier.
Mais uma vez podemos tirar proveito da solucao do os-
cilador harmoénico simples, fazendo uso das identidades
trigonométricas senif = isenhf e cosif = coshf para
escrever

& (t) = acosh7t + bsenh7t, (18)

F =/t (19)

Escrevendo as fungoes hiperbélicas em termos de expo-
nenciais temos que a solucao do caso superamortecido
pode ser posta na forma

onde

z(t)=e"" (Ae% + Be_%) . (20)

E instrutivo observar que esta solugao tem o compor-
tamento assintético prescrito anteriormente haja vista

que 7y < 7.
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5. Conclusao

Em suma, apresentamos as séries de Fourier como uma
ferramenta alternativa para a busca de solugoes do osci-
lador harmonico. A andlise tem fulcro apenas no uso de
séries de Fourier no caso do oscilador harmoénico sim-
ples, acrescido da técnica de eliminacao do termo de
derivada primeira de equacoes diferenciais de segunda
ordem no caso do oscilador harmonico amortecido. Aos
leitores com disposicao de espirito fica a tarefa de en-
contrar outros sistemas fisicos cujas equagoes diferenci-
ais homogéneas possam ser resolvidas com certa simpli-
cidade pelo método do desenvolvimento da solugao em
séries de Fourier.
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