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Apresentamos estudo de sistema mecanico em que uma coordenada generalizada estd sujeita a lenta variacao,
realizado através de tratamento hamiltoniano no qual se permite a a¢do de forga generalizada ao longo daquela

coordenada, gerando o invariante adiabdtico.
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We present study of a mechanical system with one of its generalized coordinates under slow variation, per-
formed through a Hamiltonian treatment in which a generalized force is allowed to act along that coordinate,

generating an adiabatic invariant.
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1. Introducao

O tema ‘invariante adiabdtico’ esta relacionado ao es-
tudo de sistema mecénico sujeito a variacdo lenta de
parAmetro a ele associado [1]. Um caso particular é
aquele em que esse parametro € uma coordenada gene-
ralizada que varia lentamente: o sistema evolui por
estados quase estaciondrios, em que a energia varia
mantendo relagdo com a variacdo daquela coordenada.
O classico problema € o do péndulo em oscilagio
que ¢é lentamente variado, agindo-se sobre o fio de
sustentacdo que passa por uma pequena roldana (ver
Fig. 1). Mostraremos que em casos como este, o trata-
mento hamiltoniano, incluindo agora forcas genera-
lizadas, leva a solugdo do problema. E o caso também
de uma massa em revolugao num plano, Fig. 2, em que
o fio que a prende € lentamente puxado.

2. Tratamento Hamiltoniano em pre-
senca de forcas generalizadas

Vamos supor que o sistema tenha lagrangiana L func¢éo
de duas coordenadas generalizadas, g1 € go, € de suas

velocidades, ¢; e ¢o. Vamos também supor que, como
no problema mencionado da Fig. 1, destas duas co-
ordenadas, a de indicel, vai ser aquela que serd lenta-
mente variada. Deve entdo existir uma forca generali-
zada @)1 ao longo desta coordenada, e as equagdes de
Lagrange serdo

dpy  OL oL
_ = _ = — 1
g o0 ()1 com pq a1 (n
dps oL oL
_ = = 2
7 05 0 com po B0y’ 2)

em que os p; sao os momentos generalizados. A hamil-
toniana f € obtida de

H=Y pii—L (3)

e sua diferencial total sera

dH = 3 (qidp; + pidg;) —
> (8Edg; + GEdiy). 4)
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Figura 1 - O fio de sustentacdo do péndulo, peso mg, em peque-
nas oscilacdes, passa por uma roldana de pequeno raio e e tem seu
comprimento L lentamente variado através da for¢a F'.
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Figura 2 - A massa m em movimento circular, presa ao fio que é
lentamente puxado pela forga F'.

Os termos contendo os momentos generalizados,
pie OL/0q; se cancelam, e substituindo 0L/0q; das
equacdes de Lagrange, resulta

dH = ¢idpy + Godps + (Q1 — p1)dq1 — padga. (5)

A novidade aqui € a presenga da forca generalizada
()1 nas equagdes de Hamilton

OH _ . o OH_ . 0H
g1 = D1 15 8p1_(h’ aqz_ P2,

o0H .

a—m_QQ' (6)

determinando também a variagdo da energia com o
tempo. De fato, dividindo a Eq. 5 por dt e usando
as Egs. 6, obtemos

dH

T Q141, (7

equacdo que nos permite escrever também

dH = Q1dq. (8)

3. Variacao lenta da coordenada 1

Se a coordenada 1 varia lentamente esperamos que
pina primeira das Eqs. 6 possa ser desprezado, ou seja,

OH

— 9
aql Qla ( )

Ferreira

com Q; contrabalancando as forcas inerciais como
quando a coordenada 1 € considerada fixa. Entretanto,
se 0 movimento da coordenada 2 for periddico, ()1 sera
funcdo do tempo, e para usd-lo no célculo da variagdo
da energia, Eq. 8, serd necessdrio antes calcular o seu
valor médio no periodo T' daquele movimento

T
(@) = = /0 Qu(t)dt, (10)

e entao
dH = (Q1) dq1. (1)

4. Aplicacao ao problema da Fig. 1

O péndulo da Fig. 1, de massa m, executa peque-
nas oscilacdes e seu comprimento L é, entdo, sujeito
a uma variacao lenta, isto €, L/ L >> T. Deseja-se
saber a relagdo entre a energia do péndulo, descontada
a energia potencial gravitacional média, e o seu com-
primento. A hamiltoniana é dada por

2 2

2

DI Dp 0

H=—* — L(l — — 12
om " omr2 " ( 2)’ (12)

em que se usou a aproximacdo cosf ~ 1 — 62/2. A
equacdo de Hamilton mais pertinente é a primeira das
Egs. 6, com L em vez de q;

2 2
A ) pru == g - L),
Como antecipado acima, py, pode ser desprezado na
equagdo acima frente a ) 7, (variagao lenta). Para elimi-
nar o efeito da forca peso no trabalho que calculare-
mos, vamos por )1, = —mg + F, tendo F' o sentido
oposto ao do peso, como na Fig. 1. Escreveremos
entdo retornando a Eq. 12, com dF em vez de dH,

2 2
dE:—<—p9 _ mgLé >d—L (14)

mL? 2 L’

em que E € a energia do movimento oscilatério do
péndulo. Podemos ultrapassar o célculo da Eq. 10 pois
sabemos que para o oscilador vale

2 2
Dp ~ /mgLo°\ E
<2mL2> N < 2 > N (15)

de maneira que, da Eq. 15, obtemos

EdL
dE = ———. 16
5T (16)
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Esta equacdo que fornece o invariante adiabatico
ELY? = cons. (17)
ou em termos de valores inciais
ELY? = By, L, (18)

isto €, se o comprimento diminui, a energia de osci-
lacdo aumenta e vice-versa. O invariante adiabético do
oscilador harmonico é usualmente apresentado com a
razdo E/v, v sendo a frequéncia do oscilador, resul-
tado esse convalidado aqui pelas Eqs. 18 e 19, visto

ser L71/2 ~ b,

5. Aplicacao ao problema da Fig. 2

A massa m, executa, no plano, movimento circular,
preso ao fio que € lentamente puxado pela forca F.
Rigorosamente, a teoria das se¢des 2 e 3 ndo é aqui
necessdria, eis que podemos arguir algo bem conhe-
cido, a conservagdo do momento angular, ji que a forca
é central. Entao,

mvl = Cf, (19)
€ como
2F
v=4/—, (20)
m
segue que
FEL? = O, (21)

com C7 e C5 constantes. Vamos chegar a esse resul-
tado usando as Eqs. 6 e 8. Temos para H a Eq. 13,

sem o termo do potencial gravitacional e também que

OH B pg
oL == 22)

Denotando a energia por F, tem-se
_ _ _ Py
dE =QrdL = ——ZdL, (23)
m

e como E = p}/2m, chega-se a Eq. 22.

6. Consideracoes finais

Acreditamos que o presente tratamento de invariantes
adiabdticos é mais simples, embora talvez menos geral,
do que aquele usualmente apresentado em livros de
texto, por exemplo o de Landau-Lifschitz, [1], se¢do
49. Ver também a Ref. [2]. De fato, ele se torna
um apéndice a formulagdo hamiltoniana, que usual-
mente ignora os sistemas lagrangianos sob acdo de
forgas generalizadas. Finalmente, notemos que o trata-
mento exposto nio se aplica quando forgas impulsivas
intervém, como seria o caso de uma massa entre duas
paredes refletoras que se movessem lentamente.
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