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Simetrias geométricas continuas para um sistema fechado de particulas sdo investigadas. Por
suposto, as interacoes sdo deriviveis de uma funcao potencial dependente das velocidades das
particulas. Tanto os vinculos sobre a forma da fun¢ao potencial quanto os principios de conservacao
resultantes das simetrias espaco-temporais continuas sao derivados. A lagrangiana de Darwin é
utilizada como ilustracdo para o caso do movimento lento de cargas elétricas na formulacao de
Maxwell-Lorentz da eletrodindmica classica. O momento linear, o momento angular e a energia,
quantidades dependentes de calibre, sao obtidos.

(Geometric continuous symmetries for a closed system of particles are investigated. It is supposed
that the interactions are derivable from a velocity-dependent potential. Both the constraints on
the form of the potential and the conservation principles resulting from the continuous space-
time symmetries are derived. Darwin “s Lagrangian is used as an illustration for the case of electric
charges in slow motion in Maxwell-Lorentz "s formulation of classical electrodynamics and the gauge-

dependent linear momentum, angular momentum and energy are obtained.)

I Introducao

Os principios de simetria sdo ferramentas valiosas para
o desenvolvimento de novas teorias fisicas. Por outro
lado, para se obter a evolucdo temporal do estado de um
sistema torna-se necessario integrar as equagoes de mo-
vimento. Em certas ocasides, tal tarefa ndo pode ser re-
alizada completamente. Nessas situacoes os principios
de simetria tornam-se tteis na investigacdo da estru-
tura de tais teorias e na identificacdo das constantes
de movimento, as quais representam uma, valiosa fonte
de informacdo para a compreensdo, ainda que par-
cial, da evolucao temporal de um sistema fisico. Em
mecanica cldssica, por exemplo, as equacoes diferenciais
de movimento sao de segunda ordem no tempo e, con-
seqientemente, duas integracoes para cada equacgao di-
ferencial tém que ser executadas para se obter a solucao
completa do problema. Nesse processo duas constan-
tes arbitarias e independentes sao obtidas, duas delas
para cada equacao diferencial. Se todas essas constan-
tes de movimento puderem ser determinadas, se obter-
sed, entdo, a solugdo completa do problema. Ainda que
0 processo completo ndo ocorra, cada constante de mo-
vimento encontrada representa um passo em direcao a
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solucdo completa e, conseqlientemente, a uma melhor
informacao a respeito do movimento. Supondo-se que a
dindmica de particulas interagindo mutuamente possa
ser descrita por uma funcdo potencial que depende ex-
plicitamente das posicoes das particulas e do tempo, os
principios de simetria impdem certos vinculos sobre a
estrutura de tal funcdo potencial, e além disso os im-
portantes principios de conservagao do momento linear,
momento angular e energia podem ser obtidos em co-
nexao com as propriedades do espago e do tempo [1]-[4].

A importancia da consideragio de um potencial
dependente das velocidades das particulas é evidente
do familiar exemplo eletromagnético. A suposicdo de
que as particulas interagem mutuamente via um po-
tencial dependente da velocidade geralmente implica
que a terceira lei de Newton falha, e 0 momento li-
near e 0 momento angular ndo sdo mais constantes de
movimento, pelo menos em suas formas ordinarias. O
mesmo pode-se afirmar a respeito da energia do sis-
tema. Esse problema clama naturalmente por uma ge-
neraliza¢do. Além disso, uma nova simetria ndo rela-
cionada com o espago-tempo surge nesse cenario. Em
um trabalho anterior este problema foi abordado para
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o caso de invaridncia sob translacdo espacial [5]. O
propésito do presente trabalho é apresentar uma gene-
ralizacao deste tépico, usando como ilustracao um sis-
tema de particulas em movimento lento interagindo de
acordo com a eletrodinamica de Maxwell-Lorentz.

II Simetria espago-temporal

Vamos considerar um sistema de N particulas no espaco
tridimensional admitindo, ab initio, que as forgas sao
derivdveis de uma fungdo potencial U(r;,v;,t) pela
prescricao

oUu d oU .
Fi__aTiJ’Eavi’ i=1,...,N (1)

onde r; e v; sao a posicao e a velocidade da i-ésima
particula no tempo ¢. Uma notacao compacta equiva-
lente a essa encontrada na Ref. [1] é introduzida para
lidar com a pletora de V que aparecem por todo este
AU ., AU .z o o
trabalho. r; € Dy, 580 simplesmente abreviagoes para

oU 39U dU oU  B8U dU
Ox;? Oy; "’ Oz; Ovy, ? Ouy, vz,

Para um potencial dependente da velocidade que
é, no maximo, uma funcdo quadratica nas velocidades
das particulas, como esse usado para descrever o movi-
mento de particulas eletricamente carregadas, pode-se
escrever

) , respectivamente.

U=Us+U; +Uy (2)

onde

N N
Us =Y (avivj+by - vicg-v;)  (3)
i=1 j£i

N
i=1

Uo = o (5)

Os coeficientes a;j, by;, cij, d; e co sao funcgdes das
posicoes e do tempo e a;j, b;; e ¢;; sdo simétricos nos
indices 7 and j.

As equacgoes de Newton para o sistema que estamos
considerando sdo

dp;

F= 0 (6)
onde p; = m;Vv; é o momento linear da i-ésima particula
e m; é sua massa.

Alternativamente, o sistema pode ser descrito pela
lagrangiana L(r;, v;,t), que satisfaz as equagoes de La-
grange

d 0L oL
Bov,  on @
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com £ dado por sua forma padrdo £ =T — U. Aqui
T = YN, lmyv? é a energia cinética do sistema.
Definindo-se 0 momento linear generalizado, ou mo-
mento linear canonico, por

oL
P; = 8
= ®
as equacoes de Lagrange podem ser reescritas como
apP; 0L
= . 9
dt 61‘,’ ( )

Vamos, agora, considerar a seguinte transformacgao
infinitesimal

ri—>ri+6ri, Vi—>Vi+(SVi, t—t+ 0t (10)
Esta transformacao induz uma variacao na lagrangiana

dada, em primeira ordem em dr;, dv; e dt, por

N
oL oL oL
L=Y" <8_ri Ori+ 5 -5vi> + 5.0t (1)
i=1

Usando as equacgoes de Lagrange, obtemos

N
d oL
0L =— P;-r; + —6t 12
dt ; i0rit (12)
Escrevendo a derivada temporal parcial de £ em termos
de sua derivada temporal total, temos

d & d (&
6£:£;Pi-6ri—£(;Pi-vi—£>6t (13)

Agora postulamos que a transformacio dada por
(10) é uma transformacao de simetria do sistema, i.e.,
que as equagdes de Lagrange sdo invariantes sob tal
transformacao. Além disto, também postulamos que
L(r;,vi,t) é também invariante (0L = 0), de modo que

d & d (&
i=1 i=1

Eqgs. (11) e (14) sdo as expressoes desejadas para pres-
crever os vinculos sobre a forma da lagrangiana e ob-
ter as constantes de movimento relacionadas as trans-
formagbes de simetria continuas. Para ilustrar este
ponto, consideraremos as simetrias de translacdo espa-
cial, rotacdo espacial e translacdo temporal.

E cabivel lembrar que a simetria espaco-temporal
considerada aqui é simplesmente um caso especial. E
um caso particular de um caso mais geral abragado pelo
teorema de Noether, que afirma que a toda simetria
continua, geométrica ou nao, existe uma constante de
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movimento [6]. Uma tranformacio continua finita pode
ser obtida por meio de uma sucessdo de transformacoes
infinitesimais.

I1.1 Translacao espacial

A homogeneidade do espaco significa que to-
dos os pontos do espaco sdo indistinguiveis. Con-
seqlientemente, as propriedades de um sistema fechado
nao se modificam quando ele é rigidamente transladado
no espaco. Em outras palavras, uma translacao espacial
rigida é uma transformacao de simetria.

Vamos considerar a translacdo espacial rigida infi-
nitesimal

or;=40r, Ov;=0, 6t=0 (15)

onde dr é um deslocamento infinitesimal independente
do tempo comum a todos os vetores posi¢do r;. A in-
varidncia espaco-translacional requer que a lagrangiana,
sendo independente da escolha da origem dos vetores
posicao, satisfaca

E(I‘i +6I‘,Vi,t) = E(riaviat) (16)
ou equivalentemente
N
oL
. r = 1
; o 0T =0 (17)

Inserindo (15) na expressdo geral (14), e levando em
consideracao que dr é arbitrario, obtemos

d N
- > Pi=0 (18)
i=1

Isto, junto com (8), significa que

N
oU
P=p- Z v = const. (19)
i=1

onde p = Zi\il pPi ¢ o momento linear ordinario do sis-
tema e P = Zfil P; é o momento linear generalizado
do sistema.

O principio de simetria sob translacoes espaciais
impoe um certo vinculo sobre a forma da lagrangiana do
sistema dado por (16) ou (17), e como conseqliéncia o
momento linear generalizado é uma constante do movi-
mento. Além disso, substituindo (8) em (18), obtemos

Sp -ty U 20)
i=1 L dt i=1 aVi

que mostra uma violacdo da igualdade entre acgado
e reacdo (terceira lei de Newton na forma fraca:
SN F; = 0) no caso geral.

I1.2 Rotacgao espacial

A idéia da isotropia do espago pressupde que todas
as direcbes do espaco sdo equivalentes. Este fato acar-
reta que as propriedades de um sistema fechado sao in-
variantes sob uma rotacao rigida. Uma rotacao rigida é,
entdo, uma transformacao de simetria para um sistema
fechado.

Vamos considerar uma rotacio infinitesimal

or;=dpnxr;, oOv;=0pnxv; 6t=0 (21)
onde d¢ é um angulo de rotacio independente do tempo
e infinitesimal, e n é um vetor unitdrio cuja direcdo é
igual a essa do eixo de rotacdo. Neste caso, o postu-
lado de invariancia requer a seguinte condicdo sobre a

lagrangiana

L(rj+0¢n xr;,vi +0pn x vy, t) = L(r;,v;,t) (22)

ou equivalentemente

N
Z(aﬁ-éri+a—£-6vi> =0 (23)

im1 61‘,’ Bvi

A Eq. (21) junto com (14), levando-se em consideracio
que 0¢ é arbitrario, fornece

d N
EZPi-(nxri)zo (24)
i=1

Permutando os termos deste produto, e considerando
que n é também arbitrario, obtemos

d N
EZTiXPiZO (25)
i=1

Usando-se (8), isso reduz-se a

N
L:l—ZringU:const (26)

i=1 v

onde 1 = Zi\il r; X p; € o momento angular ordinario
do sistema e L = YN r; x P; é 0 momento angular
generalizado do sistema.

Vemos, por conseguinte, que a invariancia sob
rotagbes espaciais demanda que a lagrangiana tenha
a forma ditada por (22) ou (23), o que da surgi-
mento a conservacao do momento angular. Além disso,
substituindo-se (8) em (25) e usando-se o fato que
v; X p; = 0, resulta que

ZI‘Z’XFi:%ZI‘iX% (27)
: —1 i



A.S. de Castro, E.L. Marchesetti e A. Feldt

Como regra geral Eq. (27) mostra uma falha na terceira
lei de Newton na forma forte (Ei\il r; xF;, = 0).

I1.3 Translagao temporal

As propriedades de um sistema fechado nao se mo-
dificam sob uma translacao temporal. Esta simetria se-
gue da homogeneidade do tempo, que afirma que todos
os instantes sdo equivalentes.

A invariancia sob translagdo temporal, i.e.

5ri = 0,

Svi=0, 6t#0 (28)

significa que

E(riavi7t+6t) :‘C(riaviat) (29)

isso acontece se a lagrangiana nao tiver qualquer de-
pendéncia temporal explicita, i.e., se o tempo apare-
cer somente implicitamente na variacdo temporal das
posicoes e velocidades das particulas do sistema:

oL
5 =0 (30)

Usando Eqs. (28) e (14), e considerando que dt é ar-
bitrario, encontramos

d N
E(ZP’”V"_E):O (31)

Isto implica, usando-se (8), que

N
E:T+U—28U

2 v, - v; = const (32)

é a energia generalizada do sistema.
Para potenciais quadréticos nas velocidades temos

N

Za—U-vi:U+U2—U0 (33)
i—1 Ovi

de modo que a energia generalizada pode ser escrita na
forma

E=T+Uy—-U, (34)

onde Us e Uy sdo dados por (3) e (5), respectivamente.
Observe que isto é a geneneralizacdo de E = T + Uy
para potenciais ordinarios, e que o termo linear nas ve-
locidades nao contribui para a energia generalizada.

IIT Uma simetria interna

Agora, suponha que

U—-U+6 (35)

onde © = O(r;,t) é uma funcio arbitraria das posigoes
e do tempo. Isso acarreta que a lagrangiana transforma-
se de acordo com
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L—L—-0, (36)

e o principio de Hamilton (§ fttf Ldt = 0) assegura que

as equacgoes de movimento sdo inafetadas, i.e., a trans-
formacdo (35) é uma transformacdo de simetria. A
mesma conclusao pode também ser obtida por substi-
tuicdo direta de (36) nas equacoes de Lagrange. Neste
ponto pode-se observar que a demanda de que a lagran-
giana seja invariante é muito restritiva.

Agora é oportuno perguntar como essa trans-
formacgdo afeta as constantes de movimento generali-
zadas obtidas nas secOes precedentes. Sob a trans-
formacdo (35) obtemos

N .
00
P—->P-—
- ; B, (37)
N .
00
L—)L—;rixa—w (38)
N .
. 00
E—>E+@—;a—w-vi (39)
A derivada temporal total de © é
N
00 00
0= ; o Vit o (40)
portanto )
00 00
ov, — or, (41)
e podemos escrever (37)-(39) como
N
00
P—->P-— 42
N
00
L%L—;rixa—ri (43)
00
E—E+ o (44)

Devido ao fato de que £ e £ — © descrevem a mesma
fisica — a grandeza © ndo é uma grandeza fisica ob-
servavel e pode assim ser escolhida arbitrariamente —
exceto por que © deve ter a mesma estrutura ma-
temdtica que L para serem preservadas as simetrias
do sistema descritas por ambas lagrangianas. Se isso
ocorre, as constantes de movimento generalizadas ge-
ralmente dependerao da escolha de © e, portanto, nio
serdao quantidades fisicas mensuraveis. Apesar disso,
nao ha um total enfraquecimento da importancia de tais
constantes de movimento, tendo em vista que, mesmo
que elas nao sejam quantidades fisicas mensuraveis,
ainda serdo dteis como primeiras integrais de movi-
mento.
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IV A lagrangiana de Darwin

Na formulacdo de Maxwell-Lorentz da eletrodinamica
classica, as N particulas carregadas de um sistema fe-
chado estdo sujeitas a forcas de Lorentz

Fi = qiE + q;v; X B (45)

onde ¢; é a carga elétrica da i-ésima particula. Os
campos elétrico e magnético nas posicoes das particulas
no tempo t, E(r;,t) e B(r;, t), respectivamente, podem
ser expressos em termos dos potenciais escalar e vetor,
o(r;,t) e A(r;,t), respectivamente, por

o OA
“or o (46)
B=V,x A (47)

O campo eletromagnético e a forca de Lorentz sdo in-
variantes sob a chamada transformacao de calibre

A
60-20 (48)
A > A+ VA (49)

onde A é uma funcédo arbitraria dependente das posicoes
das particulas e do tempo.

Para cargas em movimento lento Darwin derivou
uma lagrangiana contendo somente as coordenadas e as
velocidades retendo termos somente até a ordem v;2/c?
[7]-[9]. E oportuno mencionar que, além da tradicional
aplicacdo de tal lagrangiana em fisica atémica [10]-[14],
h4 também aplicacdes em fisica de plasmas [15]-[22],
modelos de supercondutividade [19]-[20] e astrofisica
[19].

O modo de se obter a lagrangiana de Darwin é con-
siderado, com brevidade, como segue. A lagrangiana
geral para um sistema consistindo de N particulas car-
regadas é a simples extensdo da lagrangiana para uma
particula carregada em um campo eletromagnético ex-
terno:

N
£y =3 gmiv ——Zqz £ist) = Vi A (13, 1) (50)

onde os potenciais escalar e vetor na posicao da i-ésima
particula sdo devidos as outras N — 1 particulas do sis-
tema. Quando da eliminacido dos potenciais da lagran-
giana acima, temos que considerar que existirao, em
geral, correcdes relativisticas para ambos ¢ e A, como
pode ser deduzido dos potenciais de Liénard-Wiechert.
Contudo, o potencial coulombiano

N
51
; 471'607“,J (51)

1 1
e=Y gt -5 R

i=1 =1 j#i

e podemos identificar a funcdo potencial como

i=1 j#

serd dado corretamente para todas as ordens em v;/c se
o calibre de Coulomb (V - A =0) for utilizado. Aqui
r;; significa a posicdo relativa r;; = r; —rj e € € a
permissividade do vacuo. No calibre de Coulomb o po-
tencial vetorial, acurado até v;/c, é

Vi Tos
A= AT B B 592
Z 87reoc2r,J (V + r2. r”) (52)

v)

Substituindo (51) e (52) em (48
ana de Darwin

), obtemos a lagrangi-

1 A\ rijvj . rij
1 vy omem o

4iq; 1 Vi LijVj - L
S (I AL A ) 54
W o [ e | 5
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Neste ponto nds investigamos a estrutura ma-
temdatica da lagrangiana de Darwin para verificar se
ela satisfaz os requerimentos impostos pelas simetrias
espaco-temporais continuas. De relance, pode-se no-
tar que a lagrangiana de Darwin é invariante sob
translacoes temporais simplesmente porque ela ndo tem
qualquer dependéncia temporal explicita. Ela depende
dos vetores posicdo das particulas por r;; e, assim,
ela é inafetada por translacOes espaciais rigidas. A
verificacdo da invariancia rotacional nao é tao imedi-
ata. Nas seguintes transformacoes, somente os ter-
mos de primeira ordem em §¢ serdo mantidos. Sob
a rotagdo espacial (21) a posicao relativa transforma-se
como rj; — rj; + dpn x ry;; portanto, usando o fato
que r;; - (n x r;;) = 0, obtemos

Tij = Tij (55)

enquanto v;-r;; — v;rij+0@[v; - (0 X ry;) + 155 - (0 x v;)].

Devemos também considerar o termo v;-v; e neste caso
temos v;-v; — v;-v;+0¢[v; - (n X v;) +v; - (n X vy)].
Ambas as transformacoes, permutando os termos no
produto triplo, conduzem a

Vi Tjj — V; - rij (56)

Vi*Vj = V;-Vj (57)

Finalmente (55), (56) e (57), permite-nos concluir que
a lagrangiana de Darwin também é invariante sob
rotacoes.

Para se encontrar as constantes de movimento re-
lacionadas as invaridncias espacgo-temporais continuas,
nés consideramos o céalculo de %. Com a identidade

vetorial para V (a- b) podemos escrever

ov; ” 8meocri; \ 7 r2 Y

j#i ij
Entao, (52) pode ser utilizada para fornecer

ou
avi

O momento linear, o momento angular e a energia
generalizados podem agora ser escritos como

= —q;A(r;) (59)

N
P=p+ Z ¢ A(r;) (60)
N
L=1+) gr; x A(r;) (61)

N
E=T+ % Zq [p(r;) + vi - A(r;)] (62)
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Portanto, pode-se identificar o momento linear, o mo-
mento angular e a energia de origem eletromagnética
como

N
Pem = Z%A(rz) (63)
N
Lem = ZQiri X A(rz) (64)
1 N
Een = 5 Z% [¢(ri) + vi - A(ry)] (65)

Sob uma transformacio de calibre, a lagrangiana
de Darwin e a funcdo potencial transformam-se como
L - L -0 eU — U+ O, respectivamente, onde
0= —% Zf;l ¢;\. Portanto, estas ultimas quantidades
eletromagnéticas sdo dependentes de calibre e, assim,
sao também as quantidades conservadas generalizadas.

V Conclusao

Mostramos que um potencial dependente da veloci-
dade pode ser facilmente abordado no formalismo la-
grangiano. Baseados na invaridncia espago-temporal
continua, nés obtivemos ndo somente os vinculos so-
bre a forma da lagrangiana, mas também os impor-
tantes principios de conservacao do momento linear,
momento angular e energia. Essas constantes de mo-
vimento generalizadas ndo sdo geralmente quantida-
des mensuraveis mas isso nao representa nenhuma des-
vantagem na busca para uma melhor compreensao da
evolucao temporal de um sistema fisico.

A teoria eletromagnética classica de Maxwell-
Lorentz foi considerada neste trabalho como ilustracao,
e mostramos que o momento linear, o momento angular
e a energia sdo quantidades dependentes de calibre.

Poderiamos também ter abordado as simetrias
geométricas discretas, tais como a paridade e a reversao
temporal, para obter restri¢oes adicionais sobre a forma
da lagrangiana. Preferimos deixar este topico como um
exercicio para os leitores, incluindo, é claro, a verifi-
cacao da invariancia da lagrangiana de Darwin.
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