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O experimento proposto neste artigo permite ao professor de Fisica estabelecer uma metodologia
computacional para o estudo de movimentos e, particularmente, do coeficiente de restituicdio em
colisbes através do espectro sonoro emitido por impactos sucessivos de uma esfera em uma superficie
plana. O método de medida sugerido, além de requerer um equipamento de ficil acesso, propicia
adequada precisdo, como revelam os dados obtidos, ja que a aquisicio é realizada através de placas
de som de microcomputadores pessoais, com tempos de resolucao, hoje, da ordem de 23 us para
taxas de amostragem de até 44 Khz. Utilizamos um software de anélise do espectro sonoro que
apresenta o sinal na forma de grafico de freqiiéncia versus tempo, livremente disponivel na Internet
e com uma ampla disponibilidade de recursos.

This article presents an experience that allows determining the restitution coefficient in collisions
using spectrum of the sound emitted by successive impacts of a sphere in a plane surface. The data
are acquired through PC sound card, with times of resolution of order of 22 pus and sampling rates
of up to 44 KHz and that allows to obtain results with a good precision as it can be seen through
the results obtained in this work. The spectrum of the sound is analyzed with shareware software
that presents the sign in the graphic form of frequency versus time and that has many resources.
The equipment used in this experiment is found easily, as well as the software to analyze the sound

sign.

I Modelo

Quando uma, esfera é solta de uma determinada altura
e colide com uma superficie plana e lisa, possivelmente
voltard a subir até uma altura menor que a inicial e
novamente colidird com o piso. Este movimento pode
se repetir algumas vezes até o momento em que a es-
fera ndo mais deixara o solo e permanecerd em repouso
tendo perdido toda energia de movimento. Denomi-
namos de coeficiente de restituicdo, €, a relagido entre
os médulos das velocidades antes e apés um impacto.
Uma colisdo eldstica é caracterizada por ¢ = 1,

m2 .

my
diferentemente uma colisdo completamente ineldstica
possuird e =0. Um modelo simplificado[1], mas que efi-
cientemente pode ser usado para representar a colisao
entre dois corpos estd visto na Fig. 1. Usando
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Figura 1. Um modelo de colisao entre uma massa m; de
constante eldstica k1 e uma massa ms de constante eldstica
k2. As velocidades imediatamente antes, (v2) e apés (V2) a
colisdo estao mostradas acima.

esta figura para descrever nosso experimento, as massas
my e mso representam a superficie e a esfera respectiva-
mente. A velocidade da esfera imediatamente antes do
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impacto é dada por vs e, logo apds perder o contato com
a superficie, serd V5. Assumimos, no experimento que a
massa m; possui um valor muito grande se comparada
a massa da esfera, msy. Usando-se as leis de conservacao
do momentum linear, é possivel verificar que a massa
my permanece em repouso apds o choque com a massa
ma, 0 que estd de acordo com o senso comum. Neste
modelo de colisdo, a deformacio que a superficie e/ou
esfera sofre em virtude do impacto pode ser mais bem
entendida acoplando-se molas de constantes elasticas ki
e ks na superficie e na esfera, respectivamente.

Durante o impacto, exatamente no instante em que
a velocidade da esfera torna-se nula, se admitirmos que
nao ha perda de energia até este momento (uma boa
aproximacao), logo toda a energia cinética existente
antes da colisao sera convertida em energia potencial ar-
mazenada nas molas. Se a totalidade dessa energia fosse
novamente transformada em energia de movimento (e
= 1), verfamos a esfera retornar até a altura em que foi
solta (admitindo um movimento unidimensional). Na
realidade isto nao ocorre, pois parte ou a totalidade
(colisdo completamente ineldstica) desta energia é per-
dida. O coeficiente de restituicdo estd intimamente rela-
cionado com a energia consumida durante essa efémera
deformacao e depende da combinacao dos valores de
k1 e ko [2]. Explorando este modelo de colisdo com
mais atencao, observamos que, quando uma esfera col-
ide com uma superficie muito rigida (k; >> k2), ape-
nas a esfera sofrerd deformacdo durante o impacto. As
vezes esta deformacao pode ser irreversivel. Isso ocorre
quando uma esfera com grande energia cinética inicial,
E;, e k elevado, colide com uma superficie cujo coe-
ficiente de deformacdo, k, facilmente passa do regime
elastico para o plasticol, por exemplo, certos tipos de
madeira. Se observarmos com atencio, notaremos que
as colisoes nas condicoes descritas acima produzem pe-
quenas “marcas” na madeira e esta energia gasta na
deformacao provoca uma reducao do valor numérico do
coeficiente de restituicdo. As dimensoes da superficie
e da esfera também afetam o coeficiente de restituicao,
particularmente se a duracao do impulso for comparavel
com o periodo de vibracao dos objetos envolvidos no im-
pacto [3]. Outra complicacdo no estudo da dindmica da
colisao reside no fato de que k; e ks ndo sado constantes
durante o choque e, além disto, possuem comporta-
mento ndo-linear [1]-[2]. Por isso, é muito complexo
descrever os processos envolvidos na perda de energia
durante a colisdo [4]. Apesar disto - felizmente - pode-
mos extrair varias informagoes relevantes para o estudo
de colisoes entre a esfera e a superficie, apenas anal-
isando o sinal sonoro produzido durante os impactos.
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IT Introducao

Nossa proposta utiliza recursos computacionais para a
coleta de dados, que dispensa o uso de interfaces conver-
soras externas, recorrendo as especificas como a placa
de som que, normalmente, acompanha os microcom-
putadores atuais. Tal procedimento nos permite criar
novas perspectivas para a insercao da experimentacao
assistida por computador no ensino de Ciéncias, visto
que promove facilidades como:

e custo zero para a implementacao de sistemas de me-
dida;

e afasta a necessidade de conhecimentos em eletronica
para a construcdo de interfaces conversoras;

® n3o0 é necessario dominar nenhuma linguagem de pro-
gramacao para iniciar um trabalho nesta area.

Trabalhos nacionais recentes, Haag [5], Montarroyos
[6] e Aguiar [7], apontam grandes possibilidades de re-
novagao nas técnicas em medidas fisicas para um labo-
ratério didatico.

Dentre as inumeras possibilidades, optamos por uti-
lizar a placa de som de um PC para a coleta de dados,
por varias razoes:

a) simplicidade nos equipamentos necessarios para de-
senvolver o experimento;

b) alta precisdo nos resultados obtidos, ji que os tem-
pos de resolucdo na maioria das placas de som dos PCs
podem ser tdo pequenos quanto 23 useg (para taxas de
amostragem de 44 KHz).

Existem vérios softwares livres disponiveis na Inter-
net [8] que permitem usar as entradas e saidas de dudio
da placa de som para simular e, também, transformar
o microcomputador em instrumento de medida, com
um excelente desempenho. Neste trabalho utilizaremos,
para obtencdo e andlise de espectro sonoro, o Spectro-
gram [9], que apresenta o sinal na forma de grafico de
freqiiéncia versus tempo.

A proposta consiste em obter o registro em um ar-
quivo wav do som emitido, nos impactos sucessivos de
uma esfera solta de uma altura h em uma superficie
plana.

Durante o impacto da esfera com a superficie de
apoio, um som ¢ irradiado, cujo registro é efetuado
através de um microfone conectado & entrada da placa
de som do PC. A partir do sinal sonoro, faz-se uma re-
producao gréfica do tempo obtido entre colisdes suces-
sivas e com isso varias informacoes, tanto cinematicas
quanto dindmicas podem ser facilmente obtidas.

I Caracterizamos por regime eldstico um sistema que admite expansio/compressio reversivel, em que o valor da constante eldstica, k,
permanece constante em funcgio da forca que lhe é aplicada. Se a forga aplicada ultrapassar o limite admitido de expansdo/compressio,
o sistema passa para o regime plastico em que k£ ndo mais serd constante, e a deformagio provocada por esta forga serd irreversivel.
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IIT Determinacao do Coeficiente
de Restituicao

O trabalho recentemente publicado por I. Stensgaard
e E. Laegsggard [10] descreve a técnica de medida que
utilizaremos para obter informacoes sobre o coeficiente
de restituicido na interacdo entre uma esfera e uma su-
perficie horizontal.

@)
H
1 H,
@)

O principio deste método, que pode ser encontrado
em detalhes no artigo de Alan Bernstein [11] publi-
cado em 1977 e depois atualizado por P.A Smith, C.D
Spencer, e D. E. Jones [12] na década de 80, consiste
basicamente no registro, através de um microfone, do
som produzido pelos impactos sucessivos de uma esfera,
solta de uma altura H; contra uma superficie plana,
conforme indica o esquema abaixo.
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microfone

Hs
ﬁ W Iﬂ Ha %\\\ __,  Somenmitido noimpacto

Impacto 1 Impacto 2

Impacto 3

Impacto 4

Figura 2. Diagrama do experimento.
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Figura 3. Representagdo visual do sinal sonoro obtido através do software Spectrogram.

Os intervalos de tempo entre os impactos sucessivos
podem ser facilmente obtidos diretamente pelo obser-
vador, conforme indica a Fig. 3.

A cada impacto da esfera contra a superficie, ocorre
a perda de energia cinética, reduzindo-se a altura

méxima que ela pode atingir no seu retorno (H,y1 <
H,). A grandeza que determina esta fracdo de perda é
o coeficiente de restituicao e, que pode ser determinado
através da relacao entre as velocidades, depois e antes
da colisao.
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Torna-se muito util definirmos um fator de perda
de energia cinética, f, apds a colisdo entre a esfera e o

f = (B~ E7)/ B = (mand -

onde FEi indica a energia cinética inicial, antes da co-
lisdo, e Ef a energia cinética apds a colisdo. Lembrando-
se que € = V5 /v9, entdo, f, torna-se:

f=0-¢% 2)

Numa colisdo perfeitamente eldstica, temos € = 1,
assim f = 0, ou seja, nenhuma energia cinética serd per-
dida durante a colisdo. Nesta situagao tedrica, podemos
determinar facilmente o comportamento da esfera que
esta colidindo com o piso. Encontramos as equacoes que
descrevem o movimento da esfera com algumas poucas
manipulagoes algébricas, e os resultados mostram que
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piso.

1 1
FmVE) ) fgmand = o} =2 o3 )

a esfera, apds a colisdo, voltard até o ponto de onde
foi solta. Este resultado jamais serd visualizado, pois
sempre a colisao entre a esfera e a superficie serd acom-
panhada de uma perda de energia fazendo com que a
altura maxima alcancada pela esfera apds o impacto
seja sempre menor que a altura inicial. E f4cil notar
que quanto menor o coeficiente restituicdo na colisdo
esfera-superficie maior é a taxa de reducdo nos inter-
valos de tempo entre os impactos. Esta dependéncia
pode ser vista no grafico da Fig. 4 para duas interacoes
distintas, esfera de vidro colidindo com superficie de
madeira e uma superficie de pedra.

intervalo de tempo x impacto

06
At(s)

nar

4k

IR &

0.0 1 L 1 L 1

& pedralvidro
A madeirafvidro

& " i

2 4 [}

B 10 ' 72

impacto
Figura 4. O gréafico mostra a taxa com a qual o intervalo de tempo entre colisdes sucessivas diminui para dois tipos de
interacoes distintas, indicando que, para a interacao vidro x pedra, o coeficiente de restituicado apresenta um maior valor.

Para uma interacdo esfera — superficie, a relagao
entre o valor da componente vertical das velocidades
antes e depois do impacto fornece o valor do coeficiente
de restituicao.

Supondo que a fracdo de perda de energia cinética
é constante, independendo do valor da velocidade de
impacto da esfera de massa ms, teremos que:

Un+1
=— (3)
Un
onde n representa o indice associado ao impacto.
Para o impacto de ordem n, o valor da velocidade

pode ser obtido pela relacao:

Up = gA;", onde At, é o intervalo de tempo entre
impactos sucessivos.

Substituindo os valores das componentes verticais
de velocidade na equacao 2, teremos;

c = Atn—i—l ,
Aty,

onde n representa o indice associado ao impacto.
Propomos, neste artigo, que o coeficiente de resti-

tuicdo, diferentemente dos trabalhos anteriormente

publicados [10]-[12] seja obtido através da inclinacdo

(4)
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da reta no grafico At,+1 X At,. Com o objetivo de de- teragao.
terminar uma média, para o coeficiente de restituicdo, Os gréaficos abaixo mostram alguns resultados obti-
varios lancamentos foram efetuados de diferentes al- dos:

turas (h=100, 75, 50 e 25 cm) para cada tipo de in-
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Figura 6. Interacao vidro x madeira, coeficiente de restituicao e = 0, 67.
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Figura 7. Interacdo aco x madeira, coeficiente de restituicao e = 0, 58.
IV Determinacao das alturas de
Atp g Hinicial,1

langamento

Supondo que a fragdo de perda de energia cinética, f,
é constante, para uma dada interagdo, podemos deter-
minar a altura da qual uma esfera foi abandonada em
relacdo a superficie.

Para compreender de que maneira podemos deter-
minar a altura de lancamento da esfera, considere-se
Aty m como o intervalo de tempo para um dado im-
pacto n e lancamento m. A componente vertical de
velocidade de uma esfera que alcanca a altura H, da
Fig. 2 é dada pela relagao:

At
Vdepois = J 21’17 (5)

onde At; ; representa o do intervalo de tempo entre o
primeiro e segundo impacto para o lancamento 1. A
velocidade com a qual a esfera atinge o solo é

2ghinicial- (6)

Por outro lado, o coeficiente de restituicdo é dado
por:

Vantes =

Udepois c. (7)

Vantes

Generalizando, para qualquer lancamento m e im-
pacto n, a altura atingida comparada ao lancamento 1,
cuja altura inicial é conhecida, temos:

Aty Aty m
V/Hinicial,n  /Hinicial,m

=c (8)

- . 9)

Hivicial,m

Atpom

Assim, podemos obter facilmente a relacdo entre as
alturas iniciais de diferentes lancamentos.

Os gréficos abaixo mostram claramente a relacdo
linear, cujo valor de inclinacao fornece a raiz quadrada
da relacdo entre as alturas iniciais estabelecidas em
cada caso.

500 4
450
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400 - y=5

350 - y = 0,70x
300

250 | y = 0,54x
200
150 -
100 -
50

0 T T 1
0 200 400 600

Atp (ms)

Atn (Ms)

Figura 8. Fixamos um langamento de altura inicial conhe-
cida para o eixo x (H = 100cm) e para o eixo y inserimos
os valores dos intervalos de tempo dos impactos correspon-
dentes as alturas que consideramos desconhecidas.

A partir da inclinagdo das retas obtidas da eq. (9),
tomando-se Hinicial,1 = 100cm, obtém-se os resultados
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da tabela 1

Tabela 1

Inclinagao da reta 0,54 | 0,70 | 0,89
Altura obtida em cm | 29,2 | 49,0 | 79,2

Os valores fixados para estas alturas foram 30 cm,
50 cm e 80 cm aproximadamente, em boa concordancia
com os valores obtidos.

V Determinacao da aceleracao
da gravidade

Ao considerarmos constante a fracdo de perda de en-
ergia cinética da esfera nos impactos sucessivos de
uma esfera com uma dada superficie, estabelecemos
as condicoes de contorno necessarias para determinar
o valor da aceleracao da gravidade.

Para compreender de que maneira podemos deter-
minar o valor da aceleracdo da gravidade, considere-se
que o valor da velocidade vertical da esfera solta a al-
tura h, antes da colisdo com uma superficie plana, é
dada por:

Vantes = 2.gh (10)

Por outro lado, o valor da componente vertical da
velocidade depois da colisdo é dada por:

At
Vdepois = J 2 ! (]-]-)
Assim temos que:
5 _ gAH
= 12
< (12)

Substituindo-se o valor de € pela relacdo entre os
intervalos de tempo, indicado na equagao 3, temos;

_ 8hAt3
AN

(13)

Sendo h, a altura de que a esfera é solta, Aty o in-
tervalo de tempo obtido entre o impacto 3 e 2 da Fig.
2 e Aty, e intervalo de tempo obtido entre o impacto 2
e 1 (Fig. 2).

Se consideremos constante o valor do coeficiente de
restituicao, a relacao da Eq. 12 deve ser obedecida,
para qualquer interacao, o que permite obter o valor da
aceleracao da gravidade.

Virios lancamentos foram realizados para distintas
interacdes esfera_ superficie, obtendo-se o grafico repre-
sentado na Fig. 9.
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Figura 9. grafico mostra a relagao linear obtida para vérios
lancamentos com diferentes pares superficie x esfera. O
valor da inclinacdo da reta fornece a aceleracao da gravi-
dade.

O valor obtido para a aceleracio da gravidade,
considerando-se a propagacao de erros sisteméticos e
estatisticos [15], foi de (1038,7 £ 49,6) cm/s?, valor
este bastante satisfatério.

VI Conclusao

Neste artigo mostramos um modo experimental para
obter alguns parametros fisicos envolvidos numa colisao
entre esferas e superficies de diferentes materiais, us-
ando o espectro sonoro irradiado durante a colisdo. Os
resultados obtidos revelam que a precisdo do experi-
mento é adequada e que ele pode ser facilmente imple-
mentado, praticamente sem custos, em qualquer labo-
ratério didatico de fisica que possua um PC com placa
de som.

O valor obtido para a aceleracido da gravidade per-
mite assegurar, com um grau de seguranca consideravel,
a aplicabilidade deste método, ja que o valor esperado
estd contemplado no intervalo obtido.

A inviabilidade deste método estd associada a
garantia experimental de manter constante a fracdo de
perda de energia cinética nos impactos sucessivos. As-
sim, desaconselhamos que se proceda a interacoes em
que deformacoes no impacto sdo fortemente evidenci-
adas, por exemplo, colisoes com superficies de madeira.

Quanto maior o valor para o coeficiente de resti-
tuicdo melhor serd a convergéncia dos resultados e
menor devem ser os desvios experimentais obtidos.

O professor interessado pode ir além e sugerir aos
alunos comparar os dados obtidos no experimento com
os previstos através de processos de modelagdo com-
putacional [13] que facilmente sdo executados com o
auxilio de softwares especificos para esta tarefa, como;
Modellus, Matlab [14] entre outros.
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