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En esta nota se discuten problemas fisicos en que aparecen los variados conceptos de promedio, que surgen —casi
como serendipia- en muy diversos problemas fisicos. En este trabajo se describen estos promedios y de contextualiza
su aparicién en diversas situaciones cientificas. El énfasis esta en el uso didactico de estas observaciones.
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This note discusses physical questions described —almost as serendipity facts- with different types of mean
values. We describe these different types of means and its contextualization in the diverse appearing scenarios.

Emphasis is highlighted on its didactical use.
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1. Introduccién

Los promedios, basicamente medidas de tendencias cen-
tral en un andlisis estadistico, aparecen en variadas si-
tuaciones del desarrollo de los contenidos en la fisica
universitaria. Desde la cinemaética, con la diferencia entre
velocidad media e instantdnea, en subsecuentes temas
aparecen el promedio aritmético, el geométrico y el har-
ménico (y algunos otros). El propdsito de esta nota
es mostrar la aparicién repentina de los promedios en
diversas situaciones fisicas. Basicamente, se trata de ejem-
plificar cémo en diversos escenarios hay que elegir un
valor representativo de un conjunto de datos. La opinién
comin es que ese valor representativo es el promedio.
Incluso la evaluaciéon del desempefio de nuestros estu-
diantes es normalmente senalado por alguna clase de
promedio.

Por otra parte, el aprendizaje significativo, requiere de
un anclaje desde el cual construir con sentido el nuevo
conocimiento. Este anclaje no significa necesariamente
que sea un antecedente légico de la situaciéon de aprendi-
zaje. Alguna de los asuntos tratados en esta nota pueden
utilizados para ser elegidos como los pre-supuestos que
Ausubel llama “advance organizers” [1].

2. Promedios aritmético y geométrico

Abordaremos primero un caso térmico. Consideremos el
caso del contacto térmico entre dos cuerpos de igual masa
y calor especifico, m y ¢, respectivamente. Inicialmente
los cuerpos estan a temperaturas 17 y Ts.Puestos en
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contacto térmico su temperatura de equilibrio es
y el cambio de entropfa es [2]:

T1+T>
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Claramente, < T >= D142 e el promedio (aritmético)

entre ambas temperaturas y /117> es el correspondien-
te medio geométrico. Este cambio de entropia de facil
calculo, puede usarse didacticamente para mostrar en un
caso concreto la segunda ley de la termodindmica, esto es
que en los procesos naturales, la entropia aumenta (o es
cero) . Esto significa que hay que demostrar la expresién
anterior es positiva (o cero).

De las multiples maneras en que esto puede realizarse
hay una que engarza con la geometria griega (Fig. 1).
Se debe demostrar que (11 + 13) /2 > /1115, o sea, el
promedio aritmético es mayor (o igual, sélo si Th = T3)
a la media geométrica. Para demostrarlo, consideremos
una circunferencia de didmetro T + T5. La altura en el
punto de unién es la media geométrica entre las trazas
de la hipotenusa. De la simple observacion de la figura,
esta altura es menor (o lo sumo igual) que el radio de la
circunferencia.

Observemos que de este modo han aparecido dos “pro-
medios”. Uno, el més conocido, el promedio aritmético y
el otro el promedio geométrico.

El concepto de centro de masa (en el lenguaje griego,
centro de gravedad), fue desarrollado ya por los griegos
[3, 4] como parte de su concepcién geométrica de la
estatica y formaba parte de la descripcion de los cuerpos
como su volumen y forma. Puede decirse que el centro
de masa es el punto donde (a efectos de una fuerza
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Figura 1: Representacién geométrica del medio geométrico en
un tridngulo rectangulo con didmetro (11 + 1%).

externa) se concentra la masa del cuerpo. Se trata de un
promedio ponderado, donde cada masa aporta un factor
de peso (en el sentido estadistico). Para un sistema de
N masas puntuales {mq, ma, ..., my}, con posiciones
T1,T2,...TN, se define como:

1 N
>my
1

Por otra parte, este concepto esté relacionado con el con-
cepto de dipolo eléctrico [5]. Para toda distribucién finita
de carga eléctrica el término predominante en desarrollo
multipolar es el asociado a una carga puntual que concen-
tra (para puntos externos), la accién eléctrica. Pero atin
hay efectos si dicha carga es nula y hay una distribucién
de cargas fuente en el sistema. El tratamiento clasico nos
ensena que aunque la carga neta sea cero, hay efectos
eléctricos en el espacio (asi funcionan las antenas). En
este caso el “promedio” de la carga es cero, pero hay
momentos dipolares que producen un campo eléctrico no
nulo en el espacio.

El promedio aritmético aparece también naturalmente
al considerar el modelo del gas ideal. En el caso més
simple del gas ideal monoatémico, se utiliza para definir
la temperatura absoluta a través de la conocida relacién,

3

donde <K>=1/2 m<v?>, es la energia cinética prome-
dio por molécula y kg es la constante de Boltzmann [6].
Aqui, ademas se establece una relacién entre propieda-
des térmicas y mecéanicas. Este modelo dinamico es el
primero que aparece en la ensenanza de la fisica bésica
y permite una discusién pedagédgica sobre los modelos,
su utilidad y también sus debilidades. La ensefianza de
la fisica utilizando modelos ha sido resaltada por los
trabajos de Hestenes [7,8].

Por otra parte y aunque no forma parte del curricu-
lum habitual (sf en los cursos de fisica moderna), en el
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tratamiento de procesos estocasticos como el movimiento
browniano aparecen los desplazamiento cuadraticos me-
dios (también la Ec. 2 se puede escribir en términos de
cuadratica media: v,,s = V< v2 >). La formulacién de
Einstein de este fenémeno es uno de los trabajos funda-
mentales en su “ano dorado” de 1905 y a la vez un reco-
nocimiento empirico sobre la existencia de los “atomos”
[9] Este tratamiento modélico de Einstein del movimien-
to browniano, reafirma la relacién modelo-experimento,
propio de la fisica contemporanea. Notable parece que
Einstein use un modelo (gas ideal) para construir su
propio modelo browniano.

3. Promedio armoénico

No son los tinicos promedios que aparecen en la ensenanza
de la fisica elemental. También esta el menos conocido
“promedio arménico”, M, definido para dos elementos x1

y T3 COMO:

2 1 1

M o X + X2 (4)
Salvo por el nimero dos, esta expresién nos aparece in-
mediatamente asociada al calculo de la resistencia equiva-
lente de dos elementos 6hmicos en paralelo (o la conexién
en serie de dos capacitores). De la misma manera, su
forma es similar a la de la masa reducida de un sistema
de dos masa puntuales, un conocido artificio para reducir
el problema mecanico de dos cuerpos a su equivalente de
una particula [10]

Por otra parte es 1til utilizar, en cinematica, un ejem-
plo de movimiento rectilineo que permite distinguir entre
promedios simples y velocidad media. Supongamos que
tenemos un mévil que recorre una distancia 2L. La mitad
de esta distancia la recorre a velocidad v

y la otra mitad a velocidad wvs . La pregunta es, ;cudl
es la velocidad promedio del mévil? (ver Fig. 2) De
acuerdo la definiciéon de velocidad media y usando el
diagrama (x,t) correspondiente, la velocidad media es

< v >= 2L donde nuevamente aparece el medio

L
o Tog

harmonico:
2 1 1

<’U>_’U1 V2

Nétese que el resultado no es (vi + v2)/2, el simple pro-
medio aritmético

4. Otras medidas de tendencia central

El problema estadistico basico es como representar un
conjunto de mediciones, por un tinico guarismo. Los ca-
sos tratados anteriormente muestran diversas maneras
de hacerlo con los promedios aritméticos, geométricos y
armonicos. Asi, se han discutido estas medidas de tenden-
cia central, ya que aparecen relacionados en fenémenos
fisicos que pueden tratarse elementalmente. La teoria
estadistica distingue otras medidas de tendencia central;
la mediana y la moda
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Figura 2: a) diagrama (x,t) y b) diagrama (v,t) para el problema
de la velocidad media descrito en el texto. El drea bajo la linea
roja del diagrama (v, t) es L. lgual que le drea bajo la recta azul.

Se define la mediana como el valor que divide el conjun-
to de mediciones en dos subconjuntos con igual niimero
de elementos. Es decir el 50 % de los valores es menor que
la mediana y el resto, el 50 % superior. Ademés se usa
otro indicador, la moda, que se define como el valor mas
frecuente en la distribucién de datos. En un diagrama de
frecuencias, representa el valor que corresponde al maxi-
mo observado En la Fig. 3. se representa la distribucién
de frecuencia de rapideces de acuerdo al modelo del gas
ideal [11] y se indican los respectivos valores de tendencia
central utilizados.

Quiza el valor cuadréatico medio aparece en la ensefian-
za de la fisica elemental porque esta ligado a la energia
cinética promedio, la que a su vez esta relacionada con
la temperatura (absoluta) como indica la Ec. 2. (No
es asombroso que se pueda medir una rapidez con un
termémetro?

Por otra parte este valor representa la varianza de la
muestra con la conocida relacién: 62 =< 22 > —< z >2,
donde o es la desviacién estdndar y o2 es la varianza.
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Figura 3: Distribucién de frecuencias de rapideces en el modelo
del gas ideal (estadistica de Maxwell-Boltzmann) [11].
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La desviacion estandar representa una aproximacion a
la amplitud de la dispersién de la muestra (usualmente
del promedio).

No es la tinica vez que se usa el valor cuadratico medio
para describir un fendémeno fisico. La teoria elemental de
los circuitos de corriente alterna, indica el uso de este
valor para describir —por ejemplo- el voltaje entre dos
terminales. Puede ser el comtun conector domiciliario,
que como indica la Fig. 4, estd disenado para un voltaje
(rms) de 250V. Recordemos que el voltaje es una funcién
periédica usualmente sinusoidal. Es ademéas un ejemplo
de como una variable cuyo promedio es cero, puede tener
efectos importantes (a veces, devastadores). Lo dicho vale
también para los voltimetros y amperimetros de corriente

alterna (CA).

5. Comentarios finales

Con lo anterior se debe enfatizar la importancia de los
conceptos estadisticos en la ensenanza experimental. El
concepto de promedio y desviacién (como medida del
error) forman parte de lo esencia del proceso de medicién.
En ese sentido, se puede decir que la fisica no es una
ciencia exacta, ya que su verosimilitud depende de resul-
tados experimentales. Esta realidad ya fue senalada por
Galileo cuando habla de los “accidentes” (accidenti, en el
original italiano). Como lo seniala Koerge [12] refiriéndose
al pensamiento de Galileo:

Because of physical, observational, and mat-
hematical accidents, we do not find nor expect
to find an exact match between ideal, simple
scientific laws and what we actually observcﬂ

En resumen, hemos mostrado diversas aplicaciones
(o reconocimiento) de la aparicién de estas medidas de
tendencia central (o valores tipicos) en el desarrollo de la
fisica universitaria. Estos pueden ser usados con provecho
en las distintas propuestas didacticas que cada profesor
elabore.

En los cursos introductorios de Mecanica Cuantica
también aparecen estos conceptos, sobretodo al consi-
derar la interpretacion probabilistica de la funcién de

Figura 4: Enchufe (o clavija) eléctrica comiin que muestra sus
indicaciones de uso: CA; 250 V (rms).

1 Debido a accidentes observacionales, fisicos y mateméticos no

esperamos ni podemos esperar una coincidencia perfecta entre las
leyes fisicas ideales y simples., con lo que realmente observamos.
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onda sugerida por la escuela de Copenhagen [13]. Un
tipico ejemplo es el calculo del error intrinseco de una
medicion para introducir el principio de incertidumbre
de Heisenberg.

Para terminar, surge la pregunta: ;cuél de estos diver-
sos indicadores de tendencia central -los descritos y/u
otros- hay que usar? No hay una respuesta tnica a esta
pregunta y el presente ejercicio debiera a ayudar para que
profesores y estudiantes disciernan la propia respuesta.

Aqui sélo queda usar el sentido comin. Y el instructor
ilustrado dira: hay que tener presente el contexto de lo
que se estd discutiendo.
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