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Introduç ão à Mecânica dos “Quanta”
Parte II ∗

Theodoro Ramos
Escola Polit́ecnica de S̃ao Paulo

Neste segundo artigo da série discute-se detalhadamente a equação de Schr̈odinger e a interpretação da funç̃ao
de onda de acordo com Born.

In the second paper of the series, the Schrödinger equation and the interpretation of the wave function according
to Born are discussed in details.

1 Equaç̃ao da Meĉanica Ondulatória
no Campo Permanente

Na confer̂encia anterior consideramos as soluções da
equaç̃ao de propagação de ondas do tipo

ψ(r, t) = W (r)e2πiνt. (1)

W (r) satisfaz a equação j́a indicada

∆W +
4πν2n2

c2
W = 0. (2)

Schr̈odinger substituiu nesta equação o ı́ndice de
refraç̃ao n(r) pela express̃ao (69) da conferência passada
quando examinamos a analogia entre as leis da Mecânica
clássica e as dáOptica e obteve assim

∆W +
8π2m

h2
(E − U)W = 0. (3)

Estaé a equaç̃ao fundamental da Mecânica ondulat́oria
no campo permanente. Veremos que a constanteh deve
ser identificada com a constante de Planck cujo valoré
6, 55× 10−27 unidades C. G. S.

Consideremos o caso de uma partı́cula livre (U = 0); a
equaç̃ao de Schr̈odinger toma a forma

∆W +
8π2mν2

i

E
W = 0, (E = hνi), (4)

e admite soluç̃oes do tipo

W = a exp
[
2πiνi

(
t− (r− r0) · e

u

)]
(5)

nas quais a amplitudée constante;|e| = 1 , e u = c/n =√
hνi/2m..
Procuremos, na Mecânica ondulat́oria, o equivalente da

velocidade constantev da part́ıcula. Consideremos, para

isso, um grupo de ondas que se propaga na direção do vetor
e, isto é um conjunto de ondas de freqüências muito viz-
inhas deνi (compreendidas no intervaloνi − ε, νi + ε),
propagando-se na direção dee. Uma onda elementar do
grupo seŕa representada por

a(ν) exp [2πi (νt− k(r− r0) · e)] dν, (6)

pondo

k(ν) =
1
λ

=

√
2mν

h
. (7)

A superposiç̃ao das ondas do grupo conduzà onda

Ψ =
∫ νi+ε

νi−ε

a(ν) exp [2πi (νt− k(r− r0) · e)] dν. (8)

No pequeno intervalo (νi − ε, νi + ε) podemos aproxi-
madamente escrever

ν = νi + δν; k = ki +
(

dk

dν

)

i

δν, |δν| ≤ ε;

e
Ψ = A exp [2πi (νit− ki(r− r0) · e)] (9)

sendo

A =
∫ νi+ε

νi−ε

a(ν) exp
{

2πiδν

[
t−

(
dk

dν

)

i

(r− r0) · e
]}

dν.

(10)
Obtemos assim uma onda de freqüênciaνi cuja ampli-

tudeA, lentamente variável, se propaga com a velocidade
(dν/dk)i ou [dν/d(1/λ)]i. Esta velocidadée denominada
“velocidade de grupo”.

Temos, no caso em apreço,(dν/dk)i = 2
√

E/2m = v;
a velocidade de grupóe igualà velocidadev da part́ıcula.

Ao movimento de uma partı́cula livre de massam e de
velocidadev podemos associar, na Mecânica ondulat́oria,

∗Este artigo refere-sèa segunda conferência do autor na Escola Politécnica do Rio de Janeiro, publicado no número de Fevereiro de 1932 do Boletim do
Instituto de Engenharia, pp. 76-87. Ver Rev. Bras. Ens. Fis. 25 (3), 326 (2003).
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um grupo de ondas cuja velocidade (de grupo)é v, e cujo
comprimento de ondáeλ = h/mv.

Consideremos o caso de um elétron que parte do repouso
e é submetido a uma diferença de potencialV . Seja−e a
carga do eĺetron; tem-se

E =
mv2

2
= V e (11)

λ =
h√

2mV e
. (12)

Identificando-se h com a constante de Planck
encontram-se, no caso de tensões moderadas, para os com-
primentos de ondaλ das ondas associadas ao elétron, val-
ores da mesma ordem de grandeza que os dos raios X.

Davidson e Germer verificaram experimentalmente que
enviando, no v́acuo, um feixe de raios catódicos de en-
controà superf́ıcie bastante polida de um cristal de nı́quel,
produzem-se fen̂omenos de difraç̃ao ańalogos aos que, em
circunst̂ancias semelhantes, foram observados com os raios
X por Laue e Bragg.

Tomando-se um̂angulo de incid̂encia determinadoθ, e
fazendo-se variar a tensão V e portanto o comprimento de
ondaλ, constatou-se uma série de ḿaximos sucessivos para
valores de1/λ crescendo aproximadamente em progressão
aritmética de acordo com a fórmula de Bragg

1
λ

= n

(
1

d cos θ

)
, (13)

na qualn é um numero inteiro ed representa a distância
entre os planos reticulares contada na direção perpendicular
ao plano da face receptora do cristal. Obteve-se, em ex-
perîencias precisas, concordância satisfat́oria entre os val-
ores deθ assim calculados e os que são dados pela fórmula
de Broglie da Meĉanica ondulat́oria.

É indiscut́ıvel a analogia entre o fenômeno meĉanico e o
fenômeno ondulat́orio. Por outro lado constata-se a necessi-
dade de identificar a constanteh, que figura na equação de
Schr̈odinger, com a ćelebre constante de Planck.

Se a constanteh de Plancḱe muito pequena em face das
outras grandezas que intervêm na equaç̃ao de Schr̈odinger,
e se os termos que a contêm em fator podem ser despreza-
dos, recai-se na equação de Hamilton-Jacobi da Mecânica
clássica, quando se consideram soluções do tipo

W = a exp [−2πiS(r)/h] , (a = const.). (14)

Com efeito, calculando∆W e substituindo na equação
de Schr̈odinger, vem

|gradS|2 +
h

2π
∆S = 2m(E − U); (15)

desprezando o termo emh, esta equaç̃ao torna-se a de
Hamilton-Jacobi.

Como mostra a f́ormula de Broglie,λ é proporcional a
h. Nos fen̂omenos at̂omicos, os termos contendo em fatorh
ouλ não podem em geral ser desprezados.

Consideremos, por exemplo, o caso do modelo de
Rutherford para óatomo de hidroĝenio: um eĺetron cuja
cargaé −e, em movimento circular e uniforme em torno
de um ńucleo positivo cuja cargáe+e.

Temos:

mv2

r
=

e2

r2
ou v =

e√
mr

, (16)

igualando a força centrı́fugaà força de atraç̃ao do ńucleo.
Ao movimento do eĺetron corresponde a propagação de

uma onda cujo comprimento de ondaλ é

λ =
h

mv
=

h

e

√
r

m
; (17)

portanto,
λ

r
=

h

e
√

mr
. (18)

Se o raior é da ordem de10−7 cm, comoh = 6, 55 ×
10−27 erg.s,e = 4, 8 × 10−10 (erg.cm.)1/2, m = 9, 02 ×
10−28 g, vem

λ

r
∼ 1, 4. (19)

Não se pode, pois, neste caso, desprezar os termos con-
tendoλ em fator; a Meĉanica cĺassica ñao deve ser aplicada
ao estudo do fen̂omeno.

A equaç̃ao de Schr̈odinger reduz o estudo de um prob-
lema de Meĉanica at̂omica à investigaç̃ao das integrais de
uma equaç̃ao de derivadas parciais de 2a. ordem de tipo há
muito tempo estudado.1

Schr̈odinger admite que as integrais da equação da
Mecânica ondulat́oria devem ser funç̃oes de ponto uni-
valentes, finitas e contı́nuas, e satisfazer a determinadas
condiç̃oes limites. A teoria das equações de derivadas
parciais do tipo considerado mostra que tais integrais
(não nulas) śo existem para certos valores da constante
E formando conjuntos numeráveis ou mesmo conjuntos
cont́ınuos. Esses valores são denominados “fundamentais”
ou “caracteŕısticos”, e correspondem aos nı́veis enerǵeticos
do sistema; a eles correspondem as soluções “fundamentais”
ou “caracteŕısticas” da equaç̃ao.

Mostremos, em um exemplo simples, como podem
aparecer os nı́veis enerǵeticos de um sistema atômico. Con-
sideremos o caso dóatomo de hidroĝenio: em torno de um
núcleo positivo cuja cargáe +e, move-se um elétron de
massam e de carga−e.

A energia potencial do sistemaé

U = −e2

r
+ const. (20)

Tomando a const. nula, a equação da Meĉanica ondu-
latória torna-se

∆W +
8π2m

h2

(
E +

e2

r

)
W = 0. (21)

1Consulte-se, por ex., o curso de Análise de Goursat e a obra de Courant-Hilbert, “Methoden der Mathematischcn Physik”.
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Vamos aqui considerar apenas o caso simples em que a
órbita do eĺetroné circular (r = const.) e a funç̃ao W (r)
não depende der .

Sejaθ o ângulo do raio vetor do elétron com o eixo polar,
vem,

1
r2

d2W

dθ2
+

8π2m

h2

(
E +

e2

r

)
W = 0. (22)

Pondo
8π2mr2

h2

(
E +

e2

r

)
= n2, (23)

tem-se a integral geral,

W = C1 cos nθ + C2senθ. (24)

Aos valores deθ : θ + 2kπ, (k = 0, 1, 2...), corresponde
uma posiç̃ao determinadar do eĺetron e uma infinidade de
valores paraW . Para queW seja uma funç̃ao univalente da
posiç̃aor do eĺetron,é necesśario e suficiente que

W (θ + 2π) = W (θ), (25)

e que, portanton seja um numero inteiro.
Calculemos os ńıveis enerǵeticos do sistema.
Aplicando em 1a. aproximação a Meĉanica cĺassica,

temos, como no caso do modelo de Rutherford,

mv2

r
=

e2

r2
, ou 2T = mω2r2 =

e2

r
,

ω designando a velocidade angular do elétron.
Resulta

2T = −U =
e2

r
= −2E, (26)

e, portanto,

−8π2mr2

h2
En = n2. (27)

Obtemos, assim

En = −2π2me4

h2

1
n2

(28)

rn =
h2

4π2me4
n2 = rin

2. (29)

Estas duas fórmulas haviam sido achadas por Bohr em
sua teoria dóatomo de hidroĝenio. O ćalculo nuḿerico d́a
r1 = 0, 53 × 10−8 cm; paran = 4 teŕıamos umáorbita
com r4 ∼ 0, 85 × 10−7 cm; ri seria ent̃ao da ordem de
grandeza do comprimento de ondaλ = h/mv da onda
associada ao elétron, sendo de prever que a aplicação da
Mecânica cĺassica ao problema conduza a resultados pouco
satisfat́orios. O estudo rigoroso das soluções da equação
de Schr̈odinger no caso dóatomo de hidroĝenio mostra que
a fórmula acima obtida para os nı́veis enerǵeticos pode ser
conservada; a fórmula que d́a rn, poŕem, ñao deve ser man-
tida, desde que não mais se admita serW função indepen-
dente der.

Vamos supor que, no caso do campo permanente, os val-
ores fundamentais deE formem um conjunto numerável

E1, E2...En....; sejamW1,W2...Wn... as soluç̃oes funda-
mentais correspondentes, admitindo-se que a cadaEi cor-
responda umáunica funç̃aoWi (abstraç̃ao feita de um fator
constante de proporcionalidade).

Uma combinaç̃ao linear, com coeficientes constantes, de
soluç̃oes fundamentais tambémé soluç̃ao da equaç̃ao.

É sempre possı́vel determinar um fator de proporcional-
idade a englobar emWn(r) de modo que

∫
W 2

ndτ = 1, (30)

a integral sendo estendida ao domı́nio de variaç̃ao der.
As funç̃oes fundamentais que satisfazem a esta condição se
dizem “normalizadas”.

SejamWj eWk, duas funç̃oes fundamentais correspon-
dentes aEj eEk; pela f́ormula de Green

∫

τ

(Wj∆Wk −Wk∆Wj)dτ

=
∫

σ

[
Wj

(
δWk

δn

)

P

−Wk

(
δWj

δn

)

P

]
dσ; (31)

se, como sup̃oe Schr̈odinger,Wj e Wk se anulam sobre a
superf́ıcie limite σ (a ordem infinitesimal sendo suficiente-
mente forte), vem

(Ej − Ek)
∫

τ

WjWkdτ = 0. (32)

Resulta ∫

τ

WjWkdτ = δij ,

sendo

δij =
{

1 parai = j
0 parai 6= j.

(33)

Significam estas relações queWn formam um sistema
ortogonal e normal.

Eis uma propriedade muito importante das funções or-
togonais: uma funç̃ao W (r) univalente finita e contı́nua é
desenvolv́ıvel em serie de funç̃oes ortogonais do tipo

W (r) =
∞∑

n=1

cnWn(r); (34)

a determinaç̃ao das constantescn se faz como segue

∫

τ

WWkdτ =
∞∑

n=1

cn

∫

τ

WnWkdτ =
∞∑

n=1

cnδnk = ck.

(35)
O desenvolvimento em série de Fourieŕe um caso par-

ticular do desenvolvimento em funções ortogonais. No ex-
emplo simples que examinamos foram obtidas as funções
fundamentais seno e coseno as quais conduzem ao desen-
volvimento de Fourier.



Theodoro Ramos 421

2 Equaç̃ao da Meĉanica ondulatória
no campo ñao permanente

A equaç̃ao de Schr̈odinger relativa ao campo permanente
cont́em a constanteE da energia. Se a função potencial de-
pende explicitamente do tempo.U(r, t), não se pode mais
escreverT + U = E.

Se tomarmos

ψ = W (r)e2πiνt, (36)

podemos eliminar a constanteE da equaç̃ao de Schr̈odinger.
Com efeito

∂ψ

∂t
= 2πi

E

h
ψ. (37)

e resulta

∆ψ − 4πmi

h

∂ψ

∂t
− 8π2m

h2
Uψ = 0. (38)

Schr̈odinger admite que estáe a equaç̃ao da Meĉanica
ondulat́oria no caso de um campo não permanente.

A presença do fatori em um dos termos da equação ex-
ige que as suas soluçõesψ sejam essencialmente complexas.
Seψ∗ é a funç̃ao complexa conjugada deψ, ela satisfaz,́e
claro,à equaç̃ao

∆ψ∗ +
4πmi

h

∂ψ∗

∂t
− 8π2m

h2
Uψ∗ = 0. (39)

É fácil verificar que, se na equação emψ (ou emψ∗)
no campo ñao permanente, supusermosh infinitamente pe-
queno (as outras grandezas permanecendo contı́nuas e fini-
tas) recáımos na equaç̃ao de Hamilton-Jacobi da Mecânica
clássica.

Ponhamos

ψ = a(r, t) exp
[
−2πi

V (r, t)
h

]
; (40)

calculando∆ψ e (∂ψ/∂t) e substituindo na equação da
Mecânica ondulat́oria, obtemos

c

h2∆a− 4πmih

[
∂a

∂t
− 1

2m
(a∆V + 2grada · gradV )

]
− 4π2a |gradV |2 − 8π2mUa− 8π2ma

∂V

∂t
= 0. (41)

d

Desprezando os termos que contemh em fator, vem:

1
2m

|gradV |2 +
∂V

∂t
+ U(r, t) = 0, (42)

equaç̃ao de Hamilton-Jacobi a que satisfaz a integral de
Hamilton

V =
∫ t

t0

∣∣∣
∑

pi
·
xi −H

∣∣∣ dt. (43)

O processo indicado para a obtenção da equaç̃ao da
Mecânica ondulat́oria no campo ñao permanentée pouco
satisfat́orio pois se baseia na consideração de uma soluç̃ao
particular da equação. Pode-se, porém, mostrar que a
equaç̃ao da Meĉanica ondulat́oria decorre de uḿunico prin-
cipio, quer no caso de um campo permanente, quer no de
um campo ñao permanente.

Com efeito, tomemos a função

L =
h2

8π2m
gradψ · gradψ∗

+
h

4πi

(
∂ψ∗

∂t
ψ − ∂ψ

∂t
ψ∗

)
+ Uψψ∗, (44)

a definiç̃ao formal de gradψ (ou gradψ∗) no caso deψ
complexo sendo a mesma que no caso deψ real.

Em um sistema de coordenadas curvilı́neasxi no qual
ds2 =

∑
ij aijdxidxj , temos

gradψ · gradψ∗ =
∑

ij

aij ∂ψ

∂xi

∂ψ∗

∂xj
. (45)

Seja|a| o determinante dosaij .
Procurando a derivada variacional de

√
|a|L relativa-

mente aψ∗ e, anulando-a, temos,

c

δ
(√

|a|L
)

δψ∗
−

∑

i

δ

δxi


δ

(√
|a|L

)

∂ψ∗
∂xi


− δ

δt


δ

(√
|a|L

)

∂ψ∗
∂t


 = 0. (46)

d

Desenvolvendo os cálculos chegamos̀a equaç̃ao da
Mecânica ondulat́oria no caso de um campo não perma-
nente.

A anulaç̃ao da derivada variacional de
√
|a|L relativa-

mente aψ nos daria a equação conjugada.
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Se o campóe permanente, pondo

ψ = W (r)e2πi E
h t (W real), (47)

obtemos

∆ψ +
8π2m

h2
(E − U)ψ = 0. (48)

A escolha da funç̃ao L pode ser sugerida pelas
consideraç̃oes que seguem.

Se o campóe permanente a “ação” S =
∫ t

t0
2Tdt di sat-

isfazà equaç̃ao de Hamilton-Jacobi

|gradS|2 − 2(E − U) = 0. (49)

Considerando-se a função de ondas

ψ = Ae2πi(νt−S
h ) (A = const.), (50)

vem

|gradS|2 =
h2

4π2

gradψ · gradψ∗

ψψ∗
, (51)

e o 1.◦ membroL da equaç̃ao de Hamilton-Jacobi toma-se

L =
h2

4π2m
gradψ · gradψ∗ − (E − U)ψψ∗. (52)

A derivada variacional de
√
|a|L relativamente aψ∗ (ou

aψ) nos daria a equação de equaç̃ao de Schr̈odinger.
Se o campo ñao é permanente, a integral de Hamilton

V satisfaz̀a equaç̃ao de Hamilton-Jacobi mais geral que in-
dicamos.

Considerando-se a função de ondas

ψ = Ae2πi V
h (A = const.), (53)

vem, para|gradV |2 , uma express̃ao ańalogaà que acima
mencionamos para|gradS|2; tem-se, tamb́em

ψψ∗
∂V

∂t
= − h

4πi

(
∂ψ

∂t
ψ∗ − ∂ψ∗

∂t
ψ

)
. (54)

O 1.◦ membroL da equaç̃ao de Hamilton-Jacobi toma
ent̃ao a forma indicada no inı́cio desta conferência, e a
equaç̃ao da Meĉanica ondulat́oria se obt́em anulando-se a
derivada variacional de

√
|a|L relativamente a|a|ψ (ou

|a|ψ∗).
Se a equaç̃ao de Schr̈odinger no campo permanente ad-

mite as soluç̃oes fundamentaisW1,W2...Wn.... correspon-
dentes aos nı́veis enerǵeticosE1, E2...En...., a equaç̃ao da
Mecânica ondulat́oria no campo ñao permanentée satisfeita
pelas funç̃oesψk:

W1e
2πi

E1
h t, W2e

2πi
E2
h t, ...Wne2πi En

h t... (55)

e portanto por uma combinação linear destas, com coefi-
cientes constantes (que podem ser complexos)

ψ =
∑

ckψk =
∑

ckWke2πi
Ek
h t. (56)

A consideraç̃ao deste tipo de funções de ondaψ(r, t)
apresenta grande importância na teoria dos fenômenos
atômicos elaborada de acordo com a concepção de
Schr̈odinger.

3 Interpretação da funç̃ao de
Schrödinger. Idéias de Born

Schr̈odinger prop̂os para a funç̃aoψ(r, t) uma interpretaç̃ao
que, durante algum tempo, obteve grande sucesso.

Schr̈odinger sup̂os que em cada ponto da região em
que ψ é definida. a densidade elétrica ρ fosse propor-
cional ao quadrado da amplitude da vibração deψ, isto é
ρ = kψψ∗ = k |ψ|2, ψ∗designando a função complexa con-
jugada deψ. Tal suposiç̃ao correspondèa hiṕotese de que
o eĺetron ñao deve ser considerado como uma carga pon-
tual mais sim como uma pequena região do espaço na qual
a funç̃aoψ vibra com forte amplitude.

Sejae a carga do elétron (em valor absoluto), devemos
tere =

∫
ρdτ = k |ψ|2 dτ.

Como

ψψ∗ =
∑

jk

cjc
∗
kWjWke2πi

Ej−Ek
h t (57)

e por hiṕotese as funç̃oesWk são ortogonais, resulta, inte-
grando na região considerada,

∫
ψψ∗dτ =

∑

k

ckc∗k. (58)

Podemos englobar emψ um fator de proporcionalidade
constante tal que

∑
k |ck|2 = 1 ou

∫ |ψ|2 dτ = 1; resulta
ρ = eψψ∗.

A densidade elétricaρ é uma funç̃ao contendo uma soma
de funç̃oes períodicase2πiνjkt do tempo, com as freqüências

νjk =
Ej − Ek

h
. (59)

A este tipo de variaç̃ao da densidade elétrica corre-
sponde, de acordo com a teoria eletromagnética cĺassica, a
emiss̃ao de radiaç̃oes eletromagńeticas cujas freq̈uências s̃ao
νjk. Admitindo tal proposiç̃ao como hiṕotese complemen-
tar na nova teoria, somos conduzidosàs condiç̃oes denom-
inadas de Bohr, para as freqüências das radiações emitidas
por umátomo:hνjk = Ej − Ek.

Observe-se que se todos osck são nulos, exceto um de-
les,ci por exemplo, vem

ψψ∗ = |ci|2 |Wi|2 ; (60)

a densidade elétrica é neste caso constante em relação ao
tempo; oátomo ñao irradia e permanece no nı́vel enerǵetico
Ei.

A intensidadeIjk de uma radiaç̃ao de freq̈uênciaνjk

emitida, pode ser calculada, como na teoria clássica, por in-
termédio do momento elétricoM,

M =
∫

(r− r0)ρdτ ; (61)
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obt́em-se

Ijk = |cj |2 |ck|2 16π4

c3
ν4

jk |Pjk|2 , (62)

sendo

Pjk = e

∫
(r− r0)WjWkdτ. (63)

As fórmulas obtidas aplicadas a fenômenos tais como
o do átomo de hidroĝenio submetido a um campo elétrico
(efeito Stark) deraḿotimo resultado. A interpretação pro-
posta por Schr̈odinger para a funç̃ao ψ est́a sujeita, entre-
tanto, a śerias objeç̃oes, e j́a foi abandonada pelos fı́sicos
mais eminentes entre os quais o próprio Schr̈odinger.

Citemos duas objeções.
1) Nas f́ormulas estabelecidas por Schrödinger que rep-

resentam o estado vibratório do átomo figuram os coefi-
cientesci eck e os ńıveis enerǵeticosEj eEk referentes aos
estados inicial e final cuja combinação d́a lugarà emiss̃ao.
da radiaç̃ao de freq̈uênciaνjk. É natural que nessas fórmulas
apareçam as quantidadescj e Ej relativas ao estado inicial
do átomo, maśe inadmisśıvel que tamb́em nelas figuremck

eEk referentes ao estado final que evidentemente não pode-
ria estar predeterminado antes da emissão.

2) Schr̈odinger admite a disseminação da carga do
elétron no espaço de acordo com a lei de distribuição ρ =
eψψ∗, e ao mesmo tempo quando aplica a sua equação a
problemas como o dóatomo de hidroĝenio faz intervir a en-
ergia potencialU = −e2/r referentèa hiṕotese das cargas
pontuais. H́a portanto uma contradição interna na teoria.

Max Born prop̂os uma interpretação estat́ıstica da
funçãoψ, hoje quase unanimemente aceita.

Para Bornψψ∗ representa uma densidade de probabil-
idade. Assimeψψ∗dτ , mψψ∗dτ , Eψψ∗dτ representam a
carga prov́avel, a massa provável, a energia provável, que,
em virtude do movimento do elétron, se acham no elemento
de volumedτ . para o qual se calculouψ. O produtoψψ∗dτ
mede a probabilidade de presença do elétron no elemento de
volumedτ . A probabilidade de presença na região em que
ψ foi definida (e que pode ser todo o espaço) deve ser igual
á unidade vimos aliás, que

∫
ψψ∗dτ = 1. (64)

Na interpretaç̃ao de Born o eĺetron continua a ser con-
siderado como uma carga elétrica pontual mas ñao se pode
mais determinar com precisão a sua posiç̃ao no espaço em
um certo momento. Pode-se apenas, avaliar a probabilidade
para que ele seja encontrado em um determinado elemento
de volume; esta probabilidadeé |ψk|2 dτ se soubermos pre-
viamente que óatomo est́a no ńıvel enerǵeticoEk, ou ent̃ao
|ψ|2 dτ se nenhuma indicação tivermos sobre o estado en-
erǵetico doátomo.

Born sup̃oe ainda que, seck é um dos coeficientes da
soluç̃ao geralψ, |ck|2 mede a probabilidade para que o
átomo esteja no estado energético correspondente aEk. Se o
átomo est́a de fato no estado energéticoEk, ψ se reduz a um
único termockψk, e deve-se ter|ck|2 = 1, pois neste caso há

certeza. Seψ =
∑

k ckψk, há a possibilidade de existência
de v́arios estados energéticos cada um dos quais possui uma
probabilidade determinada; a fórmula

∑
k |ck|2 = 1 afirma

que a soma de todas essas probabilidades equivaleà certeza,
o queé evidente pois óatomo h́a de se achar em algum dos
estados.

Um argumento forte que milita a favor da suposição de
que a funç̃ao de ondaψ não corresponde a uma realidade
fı́sica, e pode constituir apenas a representação simb́olica de
uma probabilidade,́e o que decorre da equação da Meĉanica
ondulat́oria dos sistemas de partı́culas.

Com efeito, neste caso, não se pode, em geral, con-
siderar individualmente no espaço de três dimens̃oes o
movimento de cada partı́cula do sistema e a propagação
da onda a ela associada. Somente foram obtidos resul-
tados satisfatórios considerando-se, associada ao sistema,
uma única onda propagando-se no espaço denominado de
“configuraç̃ao”, den dimens̃oes, constitúıdo com o auxilio
dosn par̂ametrosxi, de que depende o movimento do sis-
tema.

Seja

ds2 =
∑

ij

aijdxidxj , (i, j = 1, 2...n), (65)

o quadrado do elemento de arcods do espaço de
configuraç̃ao;ds2 é escolhido de modo que

T =
1
2

ds2

dt2
=

1
2

∑

ij

aij
·
xi
·
xj . (66)

A equaç̃ao de Schr̈odinger no caso do campo não per-
manente escreve-se

∆ψ − 4πi

h

∂ψ

∂t
− 4π2

h2
U(xi, t)ψ = 0 , (67)

∆ designando o operador “laplaciano” no espaço de
configuraç̃ao.

Pode-se verificar que esta equação satisfaz̀as seguintes
condiç̃oes:

1) Seh pode ser considerada como infinitamente pe-
quena em face das outras grandezas que intervêm na
equaç̃ao, tomando-se

ψ(xi, t) = a(xi, t) exp
(
−2πi

V (xi, t)
h

)
, (68)

obt́em-se a equação de Hamilton- Jacobi da Mecânica
clássica

|gradV |2 + U(xi, t) +
∂V

∂t
= 0. (69)

2) Se o sistemáe composto de umáunica part́ıcula
de massam, a equaç̃ao se reduz̀a equaç̃ao cĺassica de
Schr̈odinger.

3) Se o sistemáe constitúıdo pork part́ıculas de massam
que ñao atuam umas sobre as outras, a equação da Meĉanica
ondulat́oria se pode decompor emk equaç̃oes distintas, uma
para cada partı́cula.



424 Revista Brasileira de Ensino de Fı́sica, Vol. 25, no. 4, Dezembro, 2003

Observe-se que, de acordo com as idéias de Born,
a equaç̃ao da Meĉanica ondulat́oria determina apenas a
evoluç̃ao de uma probabilidade. Não mais se pode acom-
panhar individualmente a evolução detalhada de um sistema
atômico; conhecem-se somente leis estatı́sticas que regem
os fen̂omenos microsćopicos. Esta concepção contradiz o
determinismo que decorre do “principio de causalidade” da
Fı́sica cĺassica.

Fermi2 e Langevin3 admitem que “se possa salvaguardar
o prinćıpio de causalidade supondo que o estado do sis-
tema seja exatamente previsı́vel, mas depende de fatores
que ainda ignoramos; pode-se sempre pensar queé a nossa
ignor̂ancia relativamente a estes fatores que deixa subsistir
uma indeterminaç̃ao”.

Antes de terminar esta conferência faremos algumas
observaç̃oes sobre a escolha das soluções da equação geral
de Schr̈odinger.

Seψ(r, t) é uma soluç̃ao complexa da equação, calcu-
lamos a funç̃ao real|ψ|2 que, de acordo com Born, repre-
senta uma densidade de probabilidade.|ψ|2 dτ é a probabili-
dade para que a partı́cula se encontre no elemento de volume
dτ ; |ψ|2 deve, pois, satisfazerà condiç̃ao

∫ |ψ|2 dτ = 1.
Admitindo-se somente as soluções tais que a integral de

|ψ|2 dτ não dependa do tempo, tal condição pode ser satis-
feita dispondo-se convenientemente da constante arbitrária
que multiplicaψ.

Verificada a condiç̃ao acima indicada, a escolha da
forma das soluç̃oes (univalentes, finitas e contı́nuas)
da equaç̃ao de Schr̈odinger dependerá unicamente das
restriç̃oes que forem impostas pela necessidade de satisfazer
convenientemente as observações experimentais.

Examinemos um caso dos mais simples: o do movi-
mento uniforme de uma partı́cula de massam ao longo de
um eixoOx.

A equaç̃ao de Schr̈odinger se reduz a

∆ψ − 4πim

h

∂ψ

∂t
= 0; (70)

a soluç̃ao mais simples, já anteriormente sugerida, aliás,é

ψ = exp
[
−2πi

h

(
px− p2

2m
t

)]
, (71)

qualquer que sejap (finito).
Verifica-se que|ψ|2 = 1; existe, pois, em qual-

quer tempo, a mesma probabilidade elementar para que a
part́ıcula se encontre em qualquer posição.

Interpretando-sep como quantidade de movimento, vê-
se que esta solução corresponde ao caso em que se conhece
com precis̃ao a velocidade da partı́cula, as varíaveisx e t
permanecendo indeterminadas.

Consideremos agora uma outra solução. Seja a integral
do tipo de Fourier

ψ(x, t) =
∫ +∞

−∞
ϕ(p) exp

[
2πi

h

(
px− p2

2m
t

)]
dp. (72)

Se a funç̃aoϕ(p) é cont́ınua e satisfaz a certas condições
de regularidade, tem-se

ψ(x, 0) =
∫ +∞

−∞
ϕ(p) exp

(
2πi

h
px

)
dp; (73)

a fórmula de invers̃ao de Fourier d́a, ent̃ao,

ϕ(p) =
1
h

∫ +∞

−∞
ψ(x, 0) exp

(
−2πi

h
px

)
dx. (74)

Conhecidaψ(x, 0), pode-se pois determinarϕ(p) e por-
tantoψ(x, t).

Tomemos

ψ(x, 0) =
1

σ1/2π1/4
exp

(
− x2

2σ2
+

2πi

h
mvx

)
. (75)

logo

|ψ(x, 0)|2 =
1

σ
√

π
e−

x2

σ2 , (76)

∫ +∞

−∞
|ψ(x, 0)|2 dx = 1. (77)

|ψ(x, 0)|2 tem a forma de funç̃ao dos erros de Gauss;
de acordo com a interpretação de Born podemos dizer
que |ψ(x, 0)|2 representa a probabilidade para que na
determinaç̃ao dex, no tempot = 0, se cometa o erroσ.

Por integraç̃ao, obtemos

c

ϕ(p) =

(√
2π

)1/4

h
σ1/2 exp

[
− (p−mv)2

2µ2

]
, sendo µ =

h

2πσ
. (78)

Temos ∫ +∞

−∞
h |ϕ(p)|2 dp =

2σ
√

π

h

∫ +∞

−∞
exp

[
− (p−mv)2

µ2

]
dp = 1; (79)

podemos considerarh |ϕ(p)|2 como a probabilidade para que na determinação dep, no tempot = 0, se cometa o erroµ. Entre
os errosσ eµ existe a relaç̃aoµσ = h/2π.

2“La théorie du rayonnement”, 1930.
3Confer̂encia no Coĺegio de França que assisti em Dezembro de 1930.
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Por integraç̃ao, calculamos ainda

ψ(x, t) =
1√

1 + 2πiµ2t/mh
exp

[−x2 + ihmv(x− vt/2)/πµ2

2σ2[1 + (2πiµ2t/mh)2]

]
. (80)

e

|ψ(x, t)|2 =
1√

1 + (2πµ2t/mh)2
exp

[
− (x− vt)2

σ2[1 + (2πµ2t/mh)2]

]
. (81)

d

Pode-se verificar que

∫ +∞

−∞
|ψ(x, t)|2 dx = h

∫ +∞

−∞
|ϕ(p)|2 dp = 1. (82)

Vê-se que|ψ(x, 0)|2 se torna muito pequena para val-
ores de|x| superiores a pequenos múltiplos deσ; pode-se
dizer que inicialmente (parat = 0) a part́ıcula se acha local-
izada num intervalo de ordem de grandeza deσ..

A express̃ao deh |ϕ(p)|2 mostra que se pode considerar
p−mv como localizada num intervalo de ordem de grandeza
deµ.

Examinando-se|ψ(x, t)|2 vê-se que, no tempot, a
part́ıcula estaŕa praticamente localizada no intervalovt ±
σ
√

1 + (2πµ2t/mh)2, cujo ponto ḿedio (x = vt) corre-
spondèa posiç̃ao que teria a partı́cula no tempot, de acordo
com a Meĉanica cĺassica. À medida que o tempo cresce,
esse intervalo vai aumentando indefinidamente. A função
de ondaψ dissemina-se, pois, no espaço (na direção do eixo
Ox), quando o tempo cresce.

Vamos explicar este resultado, interpretandop como
quantidade de movimento da partı́cula.

No tempot = 0, o erro na determinação dex é σ, e o
erro na determinação inicial da velocidadep/m é µ/m, ou
h/2πσm; no tempot o erro na posiç̃ao do ḿovel, prove-
niente do erro inicial sobre a velocidadeé ht/2πσm. A
probabilidade referente ao erro total na posição do ḿovel no
tempot, se obt́em acrescentando (ht/2πσm)2 a σ2 no de-
nominador do expoente da lei de Gauss, visto que os erros
são independentes e se ajuntam segundo a lei dos quadrados.

A f órmulaµσ = h/2π mostra que quanto maior for a
precis̃ao emσ, menor a precis̃ao emµ. Se fosse conhecida
exatamente a posição inicial do ḿovel, a velocidade ficaria
indeterminada e o ḿovel poderia ocupar. no tempot, uma
posiç̃ao qualquer sobreOx.

A soluç̃ao da equaç̃ao de Schr̈odinger, agora examinada,
contradiz abertamente a hipótese formulada por Schrödinger
de que o eĺetron deve ser considerado como uma pequena
regĩao do espaço na qual a função ψ vibra com amplitude
consideŕavel. Tal soluç̃ao corresponde, porém, ao enunciado
do “principio de indeterminaç̃ao” que Heisenberg formulou
baseando-se na crı́tica das observações experimentais dos
fenômenos microsćopicos.

(Continua no pŕoximo ńumero.)


