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Introduc 8o a Mecanica dos “Quanta
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Neste segundo artigo darge discute-se detalhadamente a e§oate Schidinger e a interpretap da funéo

de onda de acordo com Born.

In the second paper of the series, the 8dirger equation and the interpretation of the wave function according

to Born are discussed in details.

1 Equagdo da Mednica Ondulatbria
no Campo Permanente

Na confeéncia anterior consideramos as soes da
equa@o de propaga@p de ondas do tipo

W(r,t) = W(r)e*™". (1)
W (r) satisfaz a equép ja indicada
2,2
AW + 47”0’2” W = 0. @)

Schibdinger substituiu nesta equa; o indice de
refra@io n(r) pela expres® (69) da conf@ncia passada
quando examinamos a analogia entre as leis daaMea
classica e as daptica e obteve assim

8m3m

AW + =

®)

Estaé a equago fundamental da Mé@nica onduldiria
no campo permanente. Veremos que a constardeve
ser identificada com a constante de Planck cujo vélor
6,55 x 10727 unidades C. G. S.

Consideremos o caso de uma fara livre U = 0); a
equa@o de Schidinger toma a forma

(E— U)W =0.

2 2
AW + Sﬂgl’i W=0 (E=hy), (4
e admite soluges do tipo
W = aexp [Qm'yi (t—(r—ro)e)} (5)
u

nas quais a amplitude constanteje| = 1, eu = ¢/n =
Vhvi/2m..

Procuremos, na Mé@mica onduldiria, o equivalente da
velocidade constante da partcula. Consideremos, para

isso, um grupo de ondas que se propaga nadtrdg vetor
e, isto & um conjunto de ondas de fi@ncias muito viz-
inhas dey; (compreendidas no intervalg — ¢, v; + ¢),
propagando-se na difég dee. Uma onda elementar do
grupo sea representada por

a(v)exp [2mi (vt — k(r — ) - €)] dv, (6)
pondo
1 2my

A superposigo das ondas do grupo condupnda

v;+e
U= / a(v)exp [2mi (vt — k(r —rp) - €)]dv.  (8)

i —&

No pequeno intervalaf — ¢, v; + €) podemos aproxi-
madamente escrever

v =v;+ov; k=k + <dk) ov, |ov| < g
dv /,
e
U = Aexp 27 (vit — ki(r — 1) - €)] 9)
sendo

A= /UH_E a(v) exp {2m’(5u [t — <§1]j) . (r—rp)- e} } dv.
o l (10)

Obtemos assim uma onda de fisl@gciay; cuja ampli-
tude A, lentamente vaaivel, se propaga com a velocidade
(dv/dk),; ou [dv/d(1/X)],. Esta velocidadé denominada
“velocidade de grupo”.

Temos, no caso em apreg¢dy/dk);, = 2,/ E/2m = v;

a velocidade de grupdiguala velocidade da paricula.

Ao movimento de uma pddula livre de massa: e de

velocidadev podemos associar, na Metdca onduldiria,

*Este artigo refere-s& segunda conféncia do autor na Escola Pélinica do Rio de Janeiro, publicado rimmero de Fevereiro de 1932 do Boletim do
Instituto de Engenharia, pp. 76-87. Ver Rev. Bras. Ens. Fis. 25 (3), 326 (2003).
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um grupo de ondas cuja velocidade (de grupe) e cujo
comprimento de onda\ = h/mu.

Consideremos o caso de urétbn que parte do repouso

e & submetido a uma diferenca de potendial Seja—e a
carga do dtron; tem-se

(11)

(12)

Identificando-se h com a constante de Planc

encontram-se, no caso de téas moderadas, para 0s com-

primentos de onda das ondas associadas aétein, val-
ores da mesma ordem de grandeza que os dos raios X.
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Consideremos, por exemplo, o caso do modelo de
Rutherford para catomo de hidrognio: um eétron cuja
cargaé —e, em movimento circular e uniforme em torno
de um ricleo positivo cuja carga+e.

Temos:

ou (16)

igualando a forca cerfugaa forga de atreggo do riicleo.
Ao movimento do étron corresponde a propagacde
k Umaonda cujo comprimento de onii&

_h
76

A= —
muv

(17)

Davidson e Germer verificaram experimentalmente que

enviando, no &cuo, um feixe de raios d@aicos de en-
controa superictie bastante polida de um cristal dejuel,

produzem-se faimenos de difrégo aralogos aos que, em
circunséincias semelhantes, foram observados com os raios

X por Laue e Bragg.
Tomando-se undngulo de inci@ncia determinadé, e

/.
m’
portanto,
A h
rey/mr’

Se o raior & da ordem dé0~7 cm, comoh = 6,55 x
10727 erg.s,e = 4,8 x 10710 (erg.cm.}/2, m = 9,02 x

(18)

—28
fazendo-se variar a tedg V' e portanto o comprimento de 107*"g, vem

onda)\, constatou-se umage de n@dximos sucessivos para
valores del /) crescendo aproximadamente em progiess

A
21,4,
T

(19)

aritmética de acordo com @fmula de Bragg

()

na qualn & um numero inteiro @ representa a dighcia
entre os planos reticulares contada na @ioggerpendicular
ao plano da face receptora do cristal. Obteve-se, em
periéncias precisas, conc@utcia satisfdiria entre os val-
ores dgj assim calculados e os qu&osdados pelabfmula
de Broglie da Me&nica onduldiria.

E indiscutvel a analogia entre o fémeno me&énico e o

1
—=n

A

1
dcosf

(13)

fendbmeno ondulddrio. Por outro lado constata-se a necessi-

dade de identificar a constariteque figura na equég de
Schibdinger, com a&lebre constante de Planck.

Se a constantk de Plancké muito pequena em face das

outras grandezas que inténa na equado de Schidinger,

e se os termos que a cém em fator podem ser despreza-

dos, recai-se na equag de Hamilton-Jacobi da Maoica
classica, quando se consideram soks;do tipo
W = aexp[—2miS(r)/h], (a = const.).  (14)
Com efeito, calculandd\ W e substituindo na equag
de Schédinger, vem

gradS|* + QEAS =2m(E -U); (15)
7r

desprezando o termo ern, esta equéip torna-se a de

Hamilton-Jacobi.

Como mostra aérmula de Broglie A & proporcional a
h. Nos ferbmenos d@micos, os termos contendo em fator
ou \ nao podem em geral ser desprezados.

Nao se pode, pois, neste caso, desprezar os termos con-
tendo) em fator; a Meénica chssica ao deve ser aplicada
ao estudo do fédmeno.

A equa@o de Schidinger reduz o estudo de um prob-
lema de Meanica abmicaa investigago das integrais de
uma equag@o de derivadas parciais de 2a. ordem de ti@o h
muito tempo estudadb.

" Schidinger admite que as integrais da eduaga
Mecanica onduldiria devem ser furiigs de ponto uni-
valentes, finitas e comuas, e satisfazer a determinadas
condigoes limites. A teoria das equaes de derivadas
parciais do tipo considerado mostra que tais integrais
(ndo nulas) & existem para certos valores da constante
E formando conjuntos numa&veis ou mesmo conjuntos
confnuos. Esses valoref® denominados “fundamentais”
ou “caracteisticos”, e correspondem aos/eis energticos

do sistema; a eles correspondem as sa¢fundamentais”

ou “caracteisticas” da equap.

Mostremos, em um exemplo simples, como podem
aparecer osimeis ener@ticos de um sistemadhico. Con-
sideremos o caso ditomo de hidrognio: em torno de um
nlicleo positivo cuja cargé +e, move-se um éftron de
massan e de carga-e.

A energia potencial do sistenga

ex

2

U= —67 + const. (20)

Tomando a const. nula, a eqéacda Meénica ondu-

latoria torna-se
2
( ) W= 0.

(&

8m2m o
r

AW + —

= (21)

LConsulte-se, por ex., o curso de#ise de Goursat e a obra de Courant-Hilbert, “Methoden der Mathematischcn Physik”.
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Vamos aqui considerar apenas o caso simples em que &4, Es...E,...

oOrbita do eétroné circular ¢ = const.) e a fun@o W (r)
nao depende de
Sejaf 0 angulo do raio vetor do etron com o eixo polar,

vem,
1 d?W  8n’m e?
Pondo . )
8w mr e 9
h2 (E + T‘) =n-, (23)
tem-se a integral geral,
W = (' cosnf + Caysend. (24)

Aos valores d® : 6 + 2kn, (k = 0,1,2...), corresponde
uma posi@o determinada do eEtron e uma infinidade de
valores pardV. Para quéV seja uma fungo univalente da
posi@or do ektron,é necesario e suficiente que

W(0 + 2m) = W(6), (25)
e que, portanta seja um numero inteiro.

Calculemos osiweis energticos do sistema.

Aplicando em la. aproximag a Me@nica chssica,
temos, como no caso do modelo de Rutherford,

2 2 2
my_ < ou 2T = mw?r? = e—,
r

w designando a velocidade angular detein.

Resulta
62
2T = —U = — = —2F, (26)
T
e, portanto,
8 2 2
T hZ“" E, = n? 27)
Obtemos, assim
2m2me* 1
En - h2 n2 (28)
h2
2 =2 (29)

T'n = n
4m2med

Estas duastrmulas haviam sido achadas por Bohr em

sua teoria d@tomo de hidrognio. O @lculo nunérico ca
r1 = 0,53 x 1078 cm; paran = 4 tefiamos umadrbita
comry ~ 0,85 x 10~7 cm; r; seria erdio da ordem de
grandeza do comprimento de onda= h/mv da onda
associada ao @&lron, sendo de prever que a apl@aga

Mecanica chssica ao problema conduza a resultados pouco

satisfabrios. O estudo rigoroso das sobes da equap
de Schodinger no caso datomo de hidrognio mostra que
a formula acima obtida para o$weis energticos pode ser
conservada; abfmula que dr,,, porem, rao deve ser man-
tida, desde quedo mais se admita sé&v funcio indepen-
dente de-.
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., sejamWy, Ws...W,,... as soluges funda-
mentais correspondentes, admitindo-se que a éadzor-
responda umanica fun@o W; (abstrago feita de um fator
constante de proporcionalidade).

Uma combinago linear, com coeficientes constantes, de
solu@es fundamentais taremé solu@o da equéaip.

E sempre possel determinar um fator de proporcional-
idade a englobar e, () de modo que

/Wsdr =1,

a integral sendo estendida ao dai de variago der.
As fungdes fundamentais que satisfazem a esta candie
dizem “normalizadas”.

SejamWW; e W, duas funges fundamentais correspon-
dentes &’; e Ey; pela brmula de Green

(30)

/(VVJAVV]c - WkAWj)dT

:/U {Wi (fisVZk)P_Wk (5;4:)1)} do 31)

se, como sujle Schodinger,W; e W, se anulam sobre a
superfcie limite o (a ordem infinitesimal sendo suficiente-
mente forte), vem

(Ej - Ek)/WjWde =0. (32)
Resulta
/WjWde :5”’,
sendo
~_J lparai=j
0ij = { 0 para: # j. (33)

Significam estas relégs quelV/,, formam um sistema
ortogonal e normal.

Eis uma propriedade muito importante das fies; or-
togonais: uma furéip W (r) univalente finita e cofmuaé
desenvolivel em serie de furfies ortogonais do tipo

W(r)=> caWal(r); (34)

a determinago das constanteg se faz como segue

o0 o0
/WWde = Z Cn / W, Widr = Z CnOnk = Ck.
T n=1 T

n=1
(35)
O desenvolvimento enmésie de Fourieé um caso par-
ticular do desenvolvimento em fudes ortogonais. No ex-
emplo simples que examinamos foram obtidas asdesc

Vamos supor que, no caso do campo permanente, os valfundamentais seno e coseno as quais conduzem ao desel

ores fundamentais d& formem um conjunto numaéavel

volvimento de Fourier.
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2 Equacao da Med@nica ondulatoria
no campo reo permanente

A equa@o de Schidinger relativa ao campo permanente
coném a constant®& da energia. Se a fuig potencial de-
pende explicitamente do temp®/(r,t), ndo se pode mais

escrevefl' + U = FE.
Se tomarmos

b =W(r)e’™", (36)
podemos eliminar a constanteda equago de Schivdinger.
Com efeito o0 g
e resulta

drmi Oy  8mPm
Ay — W ot e Uy = 0. (38)

Schibdinger admite que estaa equago da Meénica

ondulabria no caso de um camp@a permanente.

]
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A presenca do fatarem um dos termos da equaxex-

ige que as suas solbgsy sejam essencialmente complexas.

Sey* & a fun@o complexa conjugada dg ela satisfazg

claro,a equago

4mmi % 8m2m
h Ot h?

Ay + Uy* =0.  (39)

E facil verificar gue, se na equig emey (ou emap*)
no campo Ao permanente, supusermomfinitamente pe-
queno (as outras grandezas permanecendonc@s e fini-
tas) recamos na equatp de Hamilton-Jacobi da Magica
classica.

Ponhamos

P = a(r,t)exp [—QM‘V(;;’ t)] : (40)

calculandoAy e (0¢/0t) e substituindo na equag da
Mecanica onduldiria, obtemos

1
h%Aa — 4wmih % - Q—(QAV + 2grada - gradV) | — 4n%a |gradV|* — 87*mUa — 87r2maaa—‘t/ =0. (41)
m

Desprezando os termos que conteem fator, vem:

1 1%
[ - = 42
5 |gradV |~ + 5 +U(r,t) =0, (42)

equa@o de Hamilton-Jacobi a que satisfaz a integral de

Hamilton

t
V:/
to

> pia — H] d. (43)

O processo indicado para a obténcda equaio da
Mecanica onduldiria no campo &o permanent& pouco
satisfabrio pois se baseia na considetagdle uma sol&p
Pode-se, pém, mostrar que a
equa@o da Meanica onduldiria decorre de uranico prin-
cipio, quer no caso de um campo permanente, quer no de

particular da equép.

um campo &o permanente.
Com efeito, tomemos a fuag

6 (VIalc)
5"

Desenvolvendo os aiculos chegamos equago da
Mecanica onduldiria no caso de um campdo perma-

nente.

2
grady - grady™®

~ 8m2m
h (Oyp* o, X
e (G- G ) e @)

a defini@o formal de grad) (ou grady*) no caso dep
complexo sendo a mesma que no casg deal.

Em um sistema de coordenadas cimahsz; no qual
ds® = Zij aijda:ida:j, temos

3 90 0¥

g = Yt SO
i O

ij

(45)

Sejala| o determinante dos;;.
Procurando a derivada variacional ¢éa|L relativa-
mente a)* e, anulando-a, temos,

e

ot &

—Z;(W) —5<5(¢m)) =0. (46)

A anulago da derivada variacional dg|a|L relativa-
mente a) nos daria a equagp conjugada.
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Se 0 camp@ permanente, pondo

Y= W(r)ezm%"’ (Wreal), 47)
obtemos )
Ay + &;le(E — U =0. (48)

A escolha da furfpo £ pode ser sugerida pelas
considerages que seguem.

Se 0 camp@ permanente a “ap” S = ftto 27'dt di sat-
isfaza equago de Hamilton-Jacobi

gradS|* — 2(E — U) = 0. (49)
Considerando-se a fuag de ondas
¥ = Ae2™(=%) (A = const.), (50)
vem )
lgrads|? — 1 gradv - srady” (51)

- 42 (T
e 0 1° membroL da equago de Hamilton-Jacobi toma-se
2

grady - grady™ — (E — U)yy™. (52)

C 4m2m
A derivada variacional d¢/|a|£ relativamente &* (ou
a1) nos daria a equap de equaip de Schidinger.
Se 0 campo &0 é permanente, a integral de Hamilton
V satisfaza equa@o de Hamilton-Jacobi mais geral que in-
dicamos.
Considerando-se a fuag de ondas

¥ =A™ (A= const.), (53)

vem, paralgradV|*, uma expresio aralogaa que acima
mencionamos pargradsS|’; tem-se, tamém

h (oy . Oy
4mi (atw ot d))'

O 1° membroL da equago de Hamilton-Jacobi toma
enfio a forma indicada no ico desta conféncia, e a
equa@o da Meénica onduldiria se obdm anulando-se a
derivada variacional dg/Ja|L relativamente gdal (ou
Jal %),

Se a equép de Schidinger no campo permanente ad-
mite as soluges fundamentai®/;, Ws...W,,.... correspon-
dentes aosimeis energticosE., Fs...E,...., a equago da
Mecanica onduldria no campo @ao permanente satisfeita
pelas fundesyy:

LOV
o = (54)

W™ mt Woe? ™t W, e

(55)

e portanto por uma combinag linear destas, com coefi-
cientes constantes (que podem ser complexos)

. E
Y= ch’l/fk = Z cr Wie™

A considerago deste tipo de fuidgs de onda)(r,t)
apresenta grande imparicia na teoria dos fémenos
atbmicos elaborada de acordo com a conéepgle
Schibdinger.

(56)
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3 Interpretacdo da funggo de

Schrodinger. Idéias de Born

Schibdinger props para a furo ) (r, t) uma interprets&o
que, durante algum tempo, obteve grande sucesso.

Schibdinger sups que em cada ponto da ragiem
gue ¢ € definida. a densidadeédlica p fosse propor-
cional ao quadrado da amplitude da vilagle), isto &
p=ky* =k \1/}\2, *designando a furdp complexa con-
jugada dey. Tal suposi@o corresponda hipotese de que
o eletron rao deve ser considerado como uma carga pon-
tual mais sim como uma pequena gmdo espaco na qual
a funéo vibra com forte amplitude.

Sejae a carga do @tron (em valor absoluto), devemos
tere = [ pdr = k|¢|* dr.

Como

* * 274 Ej_Ekf
PY* = g cjepWiWye ot
ik

(57)

e por hiptese as furiies W}, sao ortogonais, resulta, inte-
grando na reg@io considerada,

/¢¢*d7 = chcz.

k

(58)

Podemos englobar egh um fator de proporcionalidade
constante tal qu&", |cx|> = 1 ou [ |¢*dr = 1; resulta
p=epyr.

A densidade étricap & uma fung@o contendo uma soma
de fun@es peddicase?™**i+* do tempo, com as fré@gncias

vy = P (59)

A este tipo de varidgo da densidade &ttica corre-
sponde, de acordo com a teoria eletroné&iga chssica, a
emis$io de radia@ies eletromagtticas cujas freiggncias 8o
vj,. Admitindo tal proposigo como hiptese complemen-
tar na nova teoria, somos conduzidmsscondifes denom-
inadas de Bohr, para as fig@ncias das radi@es emitidas
por umatomo:hvj, = E; — E,.

Observe-se que se todos@ssao nulos, exceto um de-
les,c; por exemplo, vem

Wyt = e Wil (60)

a densidade étrica & neste caso constante em réag@o
tempo; oatomo 1o irradia e permanece novel energtico
E;.

A intensidadel;, de uma radiggo de fredenciav;;
emitida, pode ser calculada, como na teoréssica, por in-
termédio do momento étricoM,

M = /(r — ro)pdr; (61)
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obtem-se
1674
L = lej | [ex]? =3 Vi Pkl (62)
sendo
ij = 6/(1‘ — ro)WjWde. (63)

As férmulas obtidas aplicadas a fanenos tais como
o do atomo de hidrognio submetido a um campoésdico
(efeito Stark) deran®timo resultado. A interpretag pro-
posta por Sclirdinger para a furép ¢ est sujeita, entre-
tanto, a &rias objedes, e & foi abandonada pelossicos
mais eminentes entre os quais ofmio Schbdinger.

Citemos duas objégs.

1) Nas Brmulas estabelecidas por Satinger que rep-
resentam o estado vibtato do atomo figuram os coefi-
cientesc; ecy, € 0s fiveis energticosE; e Ej, referentes aos
estados inicial e final cuja combiriag ca lugara emisgo.
da radiago de frediénciav,y,. E natural gue nessadrmulas
aparecam as quantidadese E; relativas ao estado inicial
do atomo, ma£ inadmisssel que tambm nelas figurem;,

e I, referentes ao estado final que evidentemeatepode-
ria estar predeterminado antes da efuss

2) Schibdinger admite a dissemirag da carga do
elétron no espaco de acordo com a lei de distrioijg =
eyp*, € a0 mesmo tempo quando aplica a sua euac
problemas como o datomo de hidrognio faz intervir a en-
ergia potenciall = —e? /r referentea hipdtese das cargas
pontuais. H portanto uma contradig interna na teoria.

Max Born profs uma interpret@p estdstica da
funcdo, hoje quase unanimemente aceita.

Para Bormy* representa uma densidade de probabil-
idade. Assimey*dr, myyp*dr, Eyp*dr representam a
carga proavel, a massa prével, a energia prawel, que,
em virtude do movimento do&iron, se acham no elemento
de volumedr. para o qual se calculai. O produtoyy*dr
mede a probabilidade de presenca @dreh no elemento de
volumedr. A probabilidade de presenca na @giem que

1 foi definida (e que pode ser todo o espaco) deve ser igual

a unidade vimos ais, que

/7/11/)*d7' =1 (64)
Na interpretago de Born o d@tron continua a ser con-

siderado como uma cargeética pontual masao se pode

mais determinar com pre@e a sua pos#p No espaco em
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certeza. Se = ), ¢k, ha a possibilidade de exéicia

de \arios estados enerticos cada um dos quais possui uma
probabilidade determinada; arfula ", lce|® = 1 afirma
gue a soma de todas essas probabilidades eqaicaldeza,

0 queé evidente pois atomo fa de se achar em algum dos
estados.

Um argumento forte que milita a favor da supésige
que a fun@o de onda) ndao corresponde a uma realidade
fisica, e pode constituir apenas a represé@utaimidlica de
uma probabilidades o que decorre da equagda Meéanica
ondulabria dos sistemas de pamtlas.

Com efeito, neste casoaa se pode, em geral, con-
siderar individualmente no espaco déstrdimen8es o
movimento de cada pacula do sistema e a propagac
da onda a ela associada. Somente foram obtidos resul-
tados satisfdirios considerando-se, associada ao sistema,
umalnica onda propagando-se no espac¢o denominado de
“configura@o”, den dimen®es, constitido com o auxilio
dosn pa@metrosr;, de que depende 0 movimento do sis-
tema.

Seja

d82 = Zaijd.ﬂidm]‘,
ij

(i,j =1,2..n),  (65)

0 quadrado do elemento de arets do espaco de
configurago;ds? & escolhido de modo que

IR

= = Qi T;T5.

2 - J J
v

A equa@o de Schidinger no caso do camp@a per-
manente escreve-se

_ 1ds?

= 3ae (66)

Awi O Am?
AT/J—TE—WU(%JW—W (67)
A designando o operador “laplaciano” no espaco de
configuraéo.

Pode-se verificar que esta eqaagatisfazas seguintes
condiges:

1) Seh pode ser considerada como infinitamente pe-
quena em face das outras grandezas que Brnervna
equag@o, tomando-se

V(l’z,t)
h

W@ t) = alws,t) exp <27ri ) ., (68)

um certo momento. Pode-se apenas, avaliar a probabilidadebttm-se a equ@p de Hamilton- Jacobi da Manaica
para que ele seja encontrado em um determinado elementolassica

de volume; esta probabilida@ds);|* dr se soubermos pre-
viamente que @&tomo esi no rivel ener@tico £, ou enfio
l4b|* dr se nenhuma indicép tivermos sobre o estado en-
ergetico doatomo.

Born supe ainda que, se, & um dos coeficientes da
solugo geraly, |ck|2 mede a probabilidade para que o
atomo esteja no estado engtigo correspondentefs,. Se o
atomo esi de fato no estado enétiLo Fy, ¢ se reduz a um
(nico termac, 1)y, € deve-se teey, |° = 1, pois neste cascsh

ov
E—O.

2) Se o sistema& composto de umadnica paricula
de massan, a equago se reduz equago chssica de
Schidinger.

3) Se o sistema constitido pork parfculas de massa
gue rdo atuam umas sobre as outras, a egoaga Meénica
ondulabria se pode decompor efrequades distintas, uma
para cada paidula.

|gr8udV|2 + Uz, t) + (69)
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Observe-se que, de acordo com aséiad de Born, qualquer que seja(finito).
a equago da Meénica onduldria determina apenas a Verifica-se que|z/J|2 = 1; existe, pois, em qual-
evolu@o de uma probabilidade. & mais se pode acom- quer tempo, a mesma probabilidade elementar para que «
panhar individualmente a evolég detalhada de um sistema parficula se encontre em qualquer p@si¢
atbmico; conhecem-se somente leis éstaas que regem Interpretando-s@ como quantidade de moviment@&-v
os ferbmenos microgpicos. Esta concepg contradiz 0 se que esta solé@ corresponde ao caso em gue se conhece
determinismo que decorre do “principio de causalidade” dacom precifio a velocidade da pactla, as vadveisz e ¢
Fisica chssica. permanecendo indeterminadas.

Ferm? e Langevifd admitem que “se possa salvaguardar Consideremos agora uma outra s@log Seja a integral
o prindpio de causalidade supondo que o estado do sis-do tipo de Fourier
tema seja exatamente prévil, mas depende de fatores . _ ,
que ainda ignoramos; pode-se sempre pensaéqueossa o) :/ o(p) exp [27” (pz 3 ptﬂ . (72)
ignorancia relativamente a estes fatores que deixa subsistir h 2m
uma indetermingio”.

— 00

Antes de terminar esta congercia faremos algumas Se afungoy(p) & contnua e satisfaz a certas coriiis
observades sobre a escolha das sdles da equép geral ~ de regularidade, tem-se
de Schoédinger. ,
, o - +oo 2mi
Se(r,t) € uma sglugo complexa da equag, calcu- Y(x,0) = / o(p) exp (hm) dp; (73)
lamos a fungo real|y)|” que, de acordo com Born, repre- —o0

senta uma densidade de probabiliddgé’ dr & a probabili-

° a formula de inver&o de Fourier d, enfio,
dade para que a patila se encontre no elemento de volume

dr; [¢|? deve, pois, satisfaz@rcondi@o [ [ dr = 1. 1 [t o

Admitindo-se somente as sobgs tais que a integral de p(p) = n ¥(z,0) exp <_hpx> dz.  (74)
|¢|2 dr nao dependa do tempo, tal corflicpode ser satis- o
feita dispondo-se convenientemente da constante auibitr Conhecida)(z, 0), pode-se pois determinaip) e por-
que multiplica. tantoy(x, t).

Verificada a condi@o acima indicada, a escolha da Tomemos
forma das soluges (univalentes, finitas e cambas) ) )
da equago de Schidinger dependér unicamente das W(x,0) = 1 exp <_x + 27”mm;> . (75)
restrides que forem impostas pela necessidade de satisfazer ol/2ml/4 202 R
convenientemente as obseryag experimentais.

Examinemos um caso dos mais simples: o do movi- logo ) 1 2
mento uniforme de uma pactla de massa: ao longo de [Y(z,0)]" = 76772, (76)
um eixoOz. A%
A equa@o de Schidinger se reduz a Foo
s ? / o, 0)[* da = 1. @)
47 e
Ag - ATm O, (70)

4(z,0))* tem a forma de furiip dos erros de Gauss;
de acordo com a interpretag de Born podemos dizer
que |1/)(x,0)|2 representa a probabilidade para que na
omi 2 determinago dex, no tempot = 0, se cometa o erro.
g e

Y=exp|——— | pr— —t Por integrago, obtemos
h 2m

h oot

a solu@o mais simplesajanteriormente sugerida, adié

/4
(vam)”* | (p —mv) h
©(p) ; o'/?exp o2 , sendo p 5 (78)
Temos
+oo 20+/m +oo — mo 2
/ hle(p)|* dp = }\Lf/ exp —(pug) dp =1; (79)

podemos considerair\go(p)\2 como a probabilidade para que na determigedep, no tempa = 0, se cometa o errp. Entre
0S errosr e i existe a relagopuo = h/2w.

24|_a théorie du rayonnement”, 1930.
3Confe@ncia no Cdégio de Franca que assisti em Dezembro de 1930.
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Por integrago, calculamos ainda

_ 1
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V) = S+ 2mi2tmh Y [

1
= e
V1 + (27 p2t/mh)?

W (z, b))

Pode-se verificar que

Feo 2 teo 2
/ (e, O dz = h / e)Pdp=1. (82)

— 00 — 00

Vé-se qqu(%o)\2 se torna muito pequena para val-
ores de|z| superiores a pequenodiftiplos dec; pode-se
dizer que inicialmente (parta= 0) a parfcula se acha local-
izada num intervalo de ordem de grandezade

A expres#o deh |o(p)|> mostra que se pode considerar

—22 + ihmov(x — vt)2) /7 p?

2021 + (2mwip?t/mh)?] } (80)
o |- (v — vt)?

P { 21 + (%Uﬂt/mh)QJ ’ (81)

No tempot = 0, o erro na determin@p dex €0, € 0
erro na determin&p inicial da velocidadg/m & u/m, ou
h/2mom; no tempot o erro na posigo do nodvel, prove-
niente do erro inicial sobre a velocidaéeit/2rom. A
probabilidade referente ao erro total na pasigo ndovel no
tempot, se obém acrescentandé/27om)? ao? no de-
nominador do expoente da lei de Gauss, visto que 0s erros
sao independentes e se ajuntam segundo a lei dos quadrados.

A formulapo = h/27 mostra que quanto maior for a
preciftio emo, menor a precé&o emyu. Se fosse conhecida

p—muv como localizada num intervalo de ordem de grandeza€xatamente a posig inicial do novel, a velocidade ficaria

dep.

Examinando-sev)(z, t)|* vé-se que, no tempe, a
parfcula estaa praticamente localizada no intervalo +
o\/1+ (2rp2t/mh)2, cujo ponto nédio (r = vt) corre-
spondea posi@o que teria a padula no tempa, de acordo
com a Mednica chssica. A medida que o tempo cresce,
esse intervalo vai aumentando indefinidamente. Adong
de onday) dissemina-se, pois, no espac¢o (ha diedo eixo
Ox), quando o tempo cresce.

Vamos explicar este resultado, interpretandeomo
guantidade de movimento da dartla.

indeterminada e o avel poderia ocupar. no temgpuma
posigo qualquer sobr@z.

A solucdo da equaip de Schisdinger, agora examinada,
contradiz abertamente a lbifgse formulada por Sabalinger
de que o dtron deve ser considerado como uma pequena
regiao do espaco na qual a fiileyy vibra com amplitude
consideavel. Tal solu@o corresponde, pem, ao enunciado
do “principio de indetermind@p” que Heisenberg formulou
baseando-se naitica das observéigs experimentais dos
fendmenos microgpicos.

(Continua no pbximo nimero.)



