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A tnica solugdo exata das equagoes da Teoria da Relatividade Geral de reconhecida aplicabilidade préatica foi
obtida por Karl Schwarzschild em 1916. No limite de campo fraco ela se reduz a lei de gravitacdo de Newton.
Apresento alguns aspectos da gravitagio de Schwarzschild e mostro a sua reducdo a lei de gravitagao classica.
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The only exact solution of the equations of General Relativity Theory of recognized practical applicability was
obtained by Karl Schwarzschild in 1916. In the limit of weak field it reduces to Newton’s gravitational law. I
present some aspects of Schwarzschild’s gravitation and show its reduction to the classical law of gravitation.
Keywords: General Relativity Theory, Schwarzschild’s solution, Newton’s gravitation

1. Introducao

Albert Einstein (1879-1955) terminou a formulacao de
sua teoria de gravitacdo, a Teoria da Relatividade Ge-
ral (TRG), em novembro de 1915. O astrofisico aleméao
Karl Schwarzschild (1873-1916) leu o artigo de Einstein,
publicado numa revista cientifica prussiana, em circuns-
tancias dramaticas: ele servia o exército alemao durante a
I Guerra Mundial, na frente russa. Imediatamente pos-se
a calcular as consequéncias da teoria para a gravitacao
causada por uma estrela isolada. Obteve entdo a primeira
solucao exata das equacoes de campo de Einstein para
o espago exterior a uma distribuicdo esférica e estatica
de massa M. Enviou os seus resultados a Einstein que se
admirou do feito de Schwarzschild: ele mesmo nao acredi-
tava ser possivel chegar a uma solugdo analitica e exata
de suas equacoes dadas as enormes complexidades mate-
maticas envolvidas. Schwarzschild teve a engenhosidade
de escolher um sistema simples, de alta simetria, para
empreender a primeira e mais notavel solucao particular
da TRG [1, p. 124].

Em janeiro de 1916 o trabalho de Schwarzschild era pu-
blicado. Poucas semanas depois, ele encontrou a solugao
para o interior da massa M. Em maio do mesmo ano, em
consequéncia de doenga adquirida na guerra, a brilhante
carreira cientifica de Schwarzschild foi interrompida pela
sua morte prematura.

Segundo Rindler [2, p. 228], a solugdo externa de
Schwarzschild permanece, até hoje, como a mais impor-
tante solugao exata das equagoes de campo de Einstein,
dada a sua vasta aplicabilidade em sistemas reais. As
aplica¢des mais conhecidas sdo o calculo de érbitas plane-
tarias em campos gravitacionais fortes, sendo a previsao
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correta do avanco anual do periélio de Merctrio o exemplo
mais conhecido, o calculo do encurvamento da trajetoria
da luz ao passar nas proximidades de corpos de grande
massa, o calculo do desvio para o vermelho gravitacional,
etc. Nao se pode deixar de mencionar ainda um grande e
novo campo de pesquisa aberto, com a consideracao dos
objetos denominados buracos negros. Estes surgem como
estruturas limites da métrica de Schwarzschild. O bu-
raco negro permanece, no entanto, como uma “hipétese
de trabalho”, que aguarda, para sua completa e precisa
discussao, a criacao de uma teoria de gravitacao quantica.

A solugéo de Schwarzschild das equagoes gerais da gra-
vitacao de Einstein para o espago exterior a um massa M
esférica e estética serd daqui para frente denominada gra-
vitacdo de Schwarzschild em contraposicao & gravitacao
de Newton, a qual é o limite da gravitacao de Schwarzs-
child para grandes distdncias da massa M (a chamada
regido de campo fraco).

O grande prestigio de que goza a TRG provém fun-
damentalmente da gravitagdo de Schwarzschild, que as
vezes, de forma equivocada, é confundida com a prépria
TRG, ou seja, a parte é tomada pelo todo.

Na préxima secdo apresento a métrica de Schwarzs-
child e mostro que ela torna-se a métrica de Minkowski,
i.e., a métrica do espago-tempo plano, da Teoria da Re-
latividade Restrita (TRR) de Einstein, para distdncias
infinitamente grandes da massa M. Na terceira se¢do,
mostro como a gravitagdo de Schwarzschild se reduz a
gravitacao classica de Newton quando as distancias da
massa M sdo grandes, mas nao infinitamente grandes.
Apresento na se¢do 4 algumas consideragoes finais.
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2. Métrica de Schwarzschild

O campo da métrica, ou simplesmente, a métrica de um
espago qualquer de N dimensoées nos diz quantitativa-
mente como medir distancias neste espaco. O espago da
TRG e da TRR possui N=4 dimensées. Em coordenadas
cartesianas elas sdo t, X, y e z, uma coordenada temporal
e 3 espaciais. Este espago tetradimensional é denominado
espago-tempo.

O espago-tempo da TRR ¢ plano (também chamado
euclidiano) e a sua métrica é denominada métrica de
Minkowski (ver [3]). A métrica de Minkowski, em coor-
denadas cartesianas, caracterizando-o como um espago
plano, é dada pela distancia infinitesimal ds entre dois
eventos localizados em (t,z,y,2) e (t+dt,x+dz,y+dy,z+dz)

(ds)? = —(cdt)? + (dz)* + (dy)* + (d2)*, (1)

onde ¢ é a velocidade da luz no viacuo. Em coordenadas
esféricas r, 6 e ¢ ela é escrita como:

(ds)? = —(cdt)? + (dr)* 4 (rdf)? + (rsenfdg)?.  (2)

As métricas mostradas nas eqgs. [I] e 2] também podem ser
escritas em forma matricial e, neste caso, temos os cha-
mados tensores da métrica g. Eles sao, respectivamente:

goo 9gor Ygo2 9o3 -1 0 0 0
Guw = gio 911 912 913 _ 0 1 00
m g20 921 G222 923 0 0 1 0
g30 931 9g32 g33 0 0 0 1
(3)
e
-1 0 0 0
0 1 O 0
Guv = 0 0 7“2 0 . (4)
0 0 0 (rsenf)?

Os indices p e v tomam os valores 0,1,2 e 3 corres-
pondendo & coordenada temporal e as trés coordenadas
espaciais. Como pode ser visto nas eqs. [3|e E|, o tensor da
métrica de Minkowski s6 possui os termos da diagonal, o
que significa que o tempo e o espago sdo isotropicos (0s
eixos coordenados sdo idénticos em qualquer diregio) e
homogéneos (os eixos siao idénticos em qualquer ponto do
espago-tempo). Isto também é verdade para a métrica
de Schwarzschild, como mostro a seguir.

A TRR é uma teoria geométrica do espago-tempo plano
(métrica de Minkowski). As métricas da TRG caracteri-
zam espagos-tempos curvos. A métrica de Schwarzschild
é a métrica correspondente ao espago exterior a uma dis-
tribuicao esférica de massa, sem rotacao. O Sol, e muitas
outras estrelas e planetas, podem ser aproximados por
uma distribuicdo como esta. A seguir mostrarei como a
sua expressdo matemética é obtida através da TRG.

As equagoes de Einstein da TRG podem ser expressas
de forma qualitativa |4, p. 229] como:

curvatura do espago-tempo = constante

X matéria-energia.(5)
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A curvatura do espaco-tempo é dada, matematica-
mente, pelo tensor de Finstein G,,:

= R;w - %g,uuRa (6)
com os indices p e v, aqui também, tomando os valores
de 0,1,2 e 3. O tensor R, é chamado tensor de Ricci,
formado a partir do tensor de curvatura de Riemann,
o qual é um tensor de ordem 4, sendo a maneira mais
geral de se descrever a curvatura de um espaco de n
dimensoes qualquer. No caso da TRG, o espago-tempo
de 4 dimensdes implica na existéncia de 4* = 256 compo-
nentes. O tensor de Ricci, de ordem 2, é a forma reduzida
do tensor de Riemann para ser usada nas equagoes de
Einstein. A forma reduzida é obtida através da aplicagdo
de relagoes de simetria que eliminam os termos redun-
dantes no tensor de Riemann. O tensor g, € o tensor da
métrica do espago-tempo e faz, nas equacoes de Einstein,
o papel do campo [2, p. 179]. E é por isto que dizemos
“equacoes de campo de Einstein”. Nao falamos, na TRG,
em “acao a distancia”; um corpo de prova nao “sente”
diretamente as fontes de matéria e energia, mas sim o
campo, i.e., a métrica — a geometria — que estas fontes
geram em sua vizinhanga. O campo de métrica transmite
as perturbagoes na geometria (ondas gravitacionais) na
velocidade da luz, uma situagao andloga ao que ocorre
no eletromagnetismo |2 p. 179]. O campo da métrica é
o analogo ao campo gravitacional na teoria newtoniana.
Finalmente, o termo R, na eq. [0} é a curvatura escalar,
um escalar associado ao tensor de Ricci e ao tensor da
métrica. Em termos tensoriais, a curvatura escalar é igual
ao traco do tensor de Ricci com relagao ao tensor da mé-
trica. A curvatura escalar é também chamada de escalar
de Ricci [2}, p. 219].

A parte de matéria e energia das equacoes de Einstein
¢ dada pelo tensor de energia-momento T),,. As equagoes
de campo de Einstein completas tém, entao, a forma
compacta seguinte:

G

Gy = —KT (7)

onde k = 87G/c* é a constante gravitacional de Einstein,
G ¢é a constante de gravitagao universal e c é a velocidade
da luz no vicuo. A eq. |7] € uma equagao tensorial que
envolve tensores 4x4. As equagoes de campo de Einstein
completas totalizam, portanto, 16 (=4x4) equagdes, que
sdo obtidas substituindo a eq. [6]em[7] [5} eq. 4]:

1 871G
R;u/ - iguuR = _CTT“V’ (8)
onde R, ¢ o tensor de Ricci, g,,,, ¢ tensor da métrica, R é
a curvatura escalar e T,,,, é o tensor de energia-momento;
todas estas grandezas sao relacionadas ao sistema a que
a equagao sera aplicada.

No caso da solucao de Schwarzschild T, = 0, pois
estamos interessados na regido externa a distribuicao de
massa. A equagdo de Einstein reduz-se as equagoes de
campo para o vacuo R, = 0 [0} se¢. 3.2]. Rindler [2, pp.
228-229] calcula os termos da diagonal de g, para o
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exterior da distribuicdo esférica estatica, submetida a R,
= 0. O resultado é a métrica de Schwarzschild. A métrica
e o tensor da métrica estdo dados abaixo em coordenadas
esféricas, as quais sdo as mais recomendadas devido a
simetria do sistema fisico correspondente, a saber, uma
distribuicao esférica de massa. A métrica é:

(ds)? = —(1 — 2GM /rc?)(cdt)?

+ (1—26;\4/7@) (dT)Q + (Td9)2 + (rsen&dqs)? 9)

e o tensor da métrica é:

—(1 - 2GM/rc?) 0 0 0
— 0 172G}V1/rc2 0 0
nr = 0 0 20
0 0 0 (rsend)?
(10)

As egs. |§| e representam a métrica de um espago-tempo
curvo, que para distancias tendendo para o infinito (r — o)
reduz-se ao espago-tempo plano de Minkowski da TRR, cuja
métrica é dada pelas egs. 2] e [ como pode ser facilmente
verificado.

3. Gravitagao de Schwarzschild e
gravitacao de Newton

O fisico e cosmdélogo austriaco Wolfgang Rindler fala sobre
a relagdo entre a gravitagdo de Einstein e a gravitagio de
Newton (cf. |6} p. 4-9]). Reproduzo abaixo as suas palavras,
originalmente publicadas em artigo na revista cientifica esta-
dunidense American Journal of Physics.

“Desde Francis Bacon (1561-1626) acreditava-se
que as leis da Natureza estavam ai para serem
‘descobertas’, bastando apenas fazer os experi-
mentos adequados. Einstein nos ensinou uma
visdo diferente. Ele enfatizou o papel vital da cri-
atividade humana no processo. Newton ‘inventou’
a forca da gravidade para explicar o movimento
dos planetas. Finstein ‘inventou’ o espago-tempo
curvo e a lei das geodésicas; em sua teoria ndo
hd for¢a da gravidade. Se estes dois modelos ma-
temdticos totalmente diferentes podem (quase)
descrever as mesmas observagdes, com certeza
deve-se admitir que as teorias fisicas ndo nos
dizem o que a natureza é, mas apenas com o que
ela se parece. O maravilhoso € que a natureza
parece concordar com alguns dos modelos ‘mais
simples’ que se podem construir ..”

A gravitagdo de Schwarzschild, que é uma solucao particular
das equagoes da TRG de Einstein, aperfeicoa a gravitagdo
de Newton e em muitas situagdes fisicas elas fornecem quase
as mesmas previsdes tedricas para os mesmos fenémenos.
Mostrarei neste se¢do o porqué da palavra “quase”que aparece
entre paréntesis no texto de Rindler. Em outras palavras,
mostrarei como a gravitacdo de Schwarzschild — gravitacdo
de espago-tempo curvo — se reduz a gravitagdo de Newton
— teoria de forga da gravidade.

Na secdo anterior mencionei que para r — oo (ou seja,
muito longe da massa M) a métrica de Schwarzschild (eq.
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se reduz & métrica do espago-tempo plano (eq. , a qual
também representa uma regido onde ndo existem massas, ou
onde elas sdo despreziveis, de tal forma que a gravitagdo é
nula. Para Einstein, esta é uma situacdo em que o espaco-
tempo é plano e para Newton, em que néo existe a forca da
gravidade. Neste caso as duas interpretacoes sdo equivalentes.
Agora, antes de r “tender para infinito”tem-se a situa-
¢do em que r “é grande”mas ndo “tdo grande”’como r — oo.
Pergunta-se: como se expressa a métrica de Schwarzschild
neste caso? Mostrarei a seguir que existe uma situacdo em
que o espago-tempo é apenas ligeiramente curvo, que corres-
ponde exatamente & gravitagdo newtoniana. Para mostrar
isto pedirei novamente auxilio ao cosmélogo Wolfgang Rindler
(uma demonstracdo alternativa estd em |7, Lecture 14]).
Rindler |2, p. 188] mostra que a métrica de Schwarzschild
pode ser expressa em termos do potencial gravitacional ®, a
linguagem de Newton. A métrica dada pela eq. [J] torna-se:

(ds)? = —e>*/<" (cdt)? + (dl)?, (11)

em que dl representa toda a parte espacial da métrica (note
que para & = constante = 0 recupera-se a métrica de Min-
kowski, egs 1 e 2). O potencial gravitacional relativista ® é
obtido pela comparacdo entre as egs. |§| e Obtém-se [2| p.

230]:
¢ 2 GM
<I>7?1n<1—c—2 E ) (12)
A eq. representa a expressio exata do potencial gra-
vitacional relativista equivalente ao espago-tempo curvo de
Schwarzschild. Para distancias grandes da massa M, o termo
2GM/rc? é muito pequeno e a fungio logaritmo pode ser
expandida numa série de poténcias. A expansio logaritmica
é dada por:

1 1
In(1+z)=2— -2+ =2°

3 3% —..., para lz| < 1.  (13)

Fazendo & = —2G M /rc?, a expansio de ® é obtida:

b =

3ct

GM 1 (GM)2 41 (GM)i”_m (14)

T c? T r

Tomando-se apenas o primeiro termo da expansao tem-se o
potencial gravitacional newtoniano ® = —GM/r. Em outras
palavras, a gravitagdo newtoniana corresponde a um espaco-
tempo ligeiramente curvo, como afirmado anteriormente, pois
com esta aproximacdo o potencial & que aparece na métrica
mostrada na eq. ndo é o potencial total. E importante
salientar que a expansdo logaritmica dada pela eq. [14]s6 vale
para o campo gravitacional fraco; nas vizinhancas da massa
M, onde o campo é forte, a equagio exata para P (eq.
deve ser usada.

A métrica de Schwarzschild (eq. pode também ser re-
duzida a uma forma correspondente a gravitacio newtoniana.
Para isto é necessario fazer uma nova expansio em série de
poténcias, agora utilizando-se a expansdo binomial:

n nn—1) ,
FTR TR

O termo (1 — 2GM/rc?)~! da eq. [10| pode ser expandido
utilizando-se a série de poténcias acima. Mantendo apenas os
dois primeiros termos da expansio temos (1 —2GM /rc?)~! =
1+ 2GM/rc* e a métrica de Schwarzschild torna-se

(I4+2)"=1+ +... (15)
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—1+42GM/rc? 0 0 0
B 0 1+2GM/rc* 0 0
Guv = 0 0 r? 0 ’
0 0 0 (rsend)?

(16)
que é a métrica ligeiramente curva mencionada, correspon-
dente a gravitagdo newtoniana. Note que ela é a métrica de
Minkowski (eq. com uma perturbagio 2G M /rc?. E interes-
sante notar também que se for considerado mais um termo
da expansao (eq. , a métrica serd “quase”’newtoniana, o
“quase”de que fala Rindler na citagdo do inicio desta segéo.
A medida que mais termos sdo considerados, a métrica se
aproxima cada vez mais da métrica de Schwarzschild. E mais
préximo se estd da massa M responsével pelo encurvamento do
espago-tempo (e do espago, cf. |3| se¢. 3.1]). A diferenca maior
entre a gravitagdo de Newton e a gravitacdo de Schwarzs-
child é vista nas regides de campo gravitacional forte, ou seja,
nas proximidades imediatas da massa M. “Campo gravita-
cional”aqui tem dois significados: para Newton representa a
forca gravitacional e para Schwarzschild representa a métrica
do espago-tempo.

4. Consideracoes adicionais

Como visto na se¢do anterior, a gravitagdo newtoniana tam-
bém pode ser expressa em termos do espago-tempo curvo.
Isto pode ser feito de duas maneiras: (1) ela corresponde ao
espaco-tempo de Minkowski ligeiramente modificado para
deixar de ser plano, e (2) ela corresponde ao espago-tempo de
Schwarzschild modificado para ser apenas ligeiramente curvo,
o que ocorre longe da fonte gravitacional (a massa M). Ambas
as visdes sdo perfeitamente descritas pela eq. que para
(1) é a eq. |4 ligeiramente modificada, e para (2) é a eq. |10 no
limite de r muito grande, como mostrado no final da segdo 3.

A solugdo de Schwarzschild — a gravitacdo de Schwarzs-
child — é a tnica solugdo da TRG que foi inteiramente
comprovada experimentalmente. O seu estrondoso sucesso €
muita vezes tomado como sendo o sucesso presumido de todas
as possiveis solugées da TRG. Toma-se o sucesso da parte
pelo sucesso do todo. E isto ndo é verdade. Por exemplo, as
solucbes cosmoldgicas da TRG, aplicadas ao fluido césmico
(ver [8,)9]), inclusive o modelo atual da cosmologia, sdo, sem
excegao, solugées ndo comprovadas experimentalmente até o
momento. O modelo da cosmologia moderna sb sobrevive as
custas de hipoteses importantes ainda nao verificadas, quais
sejam, as hipdteses das existéncias da matéria escura nao
barionica, da matéria escura barionica e da energia escura
(mais detalhes em [10]).

A TRG é de fato uma teoria ainda incompleta e portanto
com aplicagdo limitada. Uma teoria de gravitagdo mais com-
pleta precisa implementar os preceitos da mecanica quantica
em sua estrutura, em outras palavras, ela deve ser uma teoria
de gravitag¢do qudntica. Ela podera ter algo da TRG em sua
formulag@o ou podera ser uma teoria completamente diferente
da TRG, assim como a TRG é uma teoria completamente
diferente da teoria da gravitacdo newtoniana.

Este tipo de avanco na ciéncia ndo é de forma alguma
novo. Ele ocorreu, por exemplo, com a teoria eletromagnética
do fisico e mateméatico escocés James Clerk Maxwell (1831-
1879). O sucesso do eletromagnetismo de Maxwell é também
estrondoso, tem vérias aplicacbes de sucesso, entre elas, a
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previsdo e comprovacao experimental de que a luz é uma onda
eletromagnética. Mas o eletromagnetismo também encontrou
os seus limites, que s6 foram superados com o advento da
mecanica quantica, como foram os casos do efeito fotoelétrico
e da radiacdo do corpo negro.

Em 1948, o fisico americano Richard Phillips Feynman
(1918-1988) e outros formularam a teoria quantica da eletrici-
dade e do magnetismo, a eletrodinamica qudntica que, com
grande sucesso, incorporou a mecéanica quantica ao eletromag-
netismo cléssico. Os interessados encontram uma descrigdo
extraordindria da eletrodindmica quantica feita pelo préprio
Feynman no livreto QED, the strange theory of light and mat-
ter (QED ¢ a sigla para “Quantum ElectroDynamics” [11]).

O préprio Einstein reconhecia as limitagdes da TRG, quando
aplicada em sistemas fisicos que apresentam solug¢des com
singularidades. Os exemplos 6bvios estdo nos modelos re-
lativistas mais populares da cosmologia moderna, os quais
apresentam uma singularidade. Os efeitos quanticos sdo mais
evidentes em situagoes extremas deste tipo. Singularidades
s8o inconsisténcias tedricas, as quais desaparecem quando
uma teoria mais completa é considerada. Neste sentido, as
singularidades podem ser consideradas como sinalizacoes de
outros tipos de compreenséo fisica dos fenémenos da natureza.
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