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Neste artigo, faremos uma revisão completa sobre os teoremas de Nöther: O que diz respeito às simetrias globais,
o que se refere às locais e os correspondentes teoremas recíprocos. Exemplificamos estes teoremas aplicando-os a
diversas situações. Particularmente, mostramos, usando o exemplo do problema de Kepler, que o primeiro teorema
recíproco de Nöther encontra sua máxima aplicabilidade somente no formalismo hamiltoniano em que as simetrias
dinâmicas são realizáveis. Finalmente, expomos a relação que o tensor de energia-momento de Nöther mantém
com o métrico. Complementamos a informação expondo, em apêndice, a formulação de Lévy-Leblond–Jackiw que
visa unificar os dois teoremas.
Palavras-chave: Teoremas de Nöther, teoria clássica de campos, simetrias, teorias de calibre.

In this paper, we make a complete revision about Nöther’s theorems: The one which refers to the global
symmetries, the theorem referring to the local ones, and the corresponding reciprocal theorems. We exemplify
these theorems by applying them to a variety of situations. Particularly, we show, through the example of Kepler’s
problem, that the first reciprocal Nöther’s theorem finds its maximal applicability only in the Hamiltonian
formalism in which the dynamical symmetries are realizable. Finally, we expose the relation between Nöther’s
energy-momentum tensor and the metric one. We complement the information by treating, in appendix, Lévy-
Leblond–Jackiw’s formulation that intends to unify the two theorems.
Keywords: Nöther’s theorems, classical field theory, symmetries, gauge theories.

1. Introdução

No último século, a física tem experimentado um cres-
cente protagonismo do estudo das simetrias e quanti-
dades conservadas, utilizadas tanto no território teórico
quanto no fenomenológico para explicar uma série de
fenômenos e tentar dar-lhes uma significação profunda.
Semelhante estudo tem sido possível graças aos teoremas
publicados em 1918 pela matemática alemã Amalie
Emmy Nöther [1, 2] – cuja vida e contexto histórico
têm sido recentemente revisadas na Ref. [3] – e que
relacionam os dois conceitos mencionados tornando-os,
em um certo sentido, equivalentes, trazendo à física
as poderosas ferramentas da teoria matemática dos
grupos de Lie, a qual era, na época, ainda alheia à
literatura da física. Os logros alcançados com a utilização
destes são inúmeros e de variada natureza; por exemplo,
estabeleceu-se a relação existente entre a homogeneidade
e isotropia do espaço e do tempo (ou do espaço-tempo)
com as leis de conservação da energia e do momento
(ou do tensor de energia-momento); encontrou-se uma
«explicação» à lei de conservação da carga elétrica
como devida à simetria de calibre1 pelo grupo U(1).

*Endereço de correspondência: oacevedos@uni.edu.pe
1 Usamos a consumada tradução ao português do termo inglês
gauge.

Resultados tão importantes apontaram então para uma
generalização de método, que levou à ideia de que todas
as interações fundamentais descrevem-se por meio de
campos de calibre, ideia essa que perdura, por seu grande
sucesso, até os dias atuais. Via a disciplina conhecida
como álgebra de correntes, assentada completamente nos
próprios teoremas de Nöther, estabeleceu-se o grupo
de simetrias a ser usado como grupo de calibre na
cromodinâmica quântica (QCD) para a descrição das
interações sub-hadrônicas. Igualmente, a teoria de gra-
vitação de Einstein – que, por outro lado, motivou
o trabalho de Nöther, especialmente para formular o
segundo teorema [1] – pode ser incorporada a esse
esquema geral, permitindo, além do mais, generaliza-
ções naturais e novas possíveis direções de pesquisa,
incrementando notavelmente a compreensão que temos
desses fenômenos2. Outrossim, conceitos importantes da
física atual de partículas, como os de quebra espontânea
de simetria, modos de Goldstone, efeito Brout-Englert-
Higgs e outros, baseiam-se em aplicações dos referidos
teoremas. Assim, como eles se encontram em grande

2 Salientamos, por exemplo, as críticas (construtivas) de Logunov
e colaboradores e suas tentativas por basear a teoria da gra-
vidade no estudo das quantidades conservadas, levando a uma
teoria (denominada «teoria relativística da gravitação») que, no
momento presente, pelas limitações na precisão das observações
astronômicas, é indistinguível da teoria einsteniana [4–6].

Copyright by Sociedade Brasileira de Física. Printed in Brazil.

www.scielo.br/rbef
https://orcid.org/0000-0002-3339-1234
mailto:oacevedos@uni.edu.pe


e20230091-2 Teoremas de Nöther: um estudo

parte dos desenvolvimentos atuais da física teórica, não
é exagerado dizer, com Lederman e Hill [7], que (em
tradução livre) «o teorema de Nöther é tão importante
para a compreensão das leis dinâmicas da natureza como
o teorema de Pitágoras o é para o entendimento da
geometria».

Este artigo está devotado a uma minuciosa exposição
dos dois teoremas de Nöther, tanto os diretos como os
(frequentemente esquecidos) recíprocos, e a um exame
de suas consequências, as quais são explicitamente
mostradas por via de exemplos. Acreditamos ser essa
tarefa de importância devido ao pouco detalhe com
que geralmente são abordados os mencionados teoremas,
escondendo sua riqueza e abrangência.

Começamos expondo o formalismo variacional da
teoria do campo clássico na seção 2, não restringindo
a atenção ao método lagrangiano, mas, como Nöther
o fez, de forma geral, incluindo, além disso, a possi-
bilidade de tratar com teorias da segunda ordem nas
derivadas dos campos. O primeiro teorema de Nöther
e seu recíproco são o foco de atenção da seção 3, e as
primeiras aplicações do mesmo mostram-se na seção 4.
Um exemplo importante, que revela fatos fundamentais
a respeito de tal teorema, é o do problema de Kepler,
tratado na seção 5. Na seção 6, abordamos o segundo
teorema de Nöther e seu recíproco, e sua estreita relação
com as teorias de calibre é logo introduzida na seção 7,
em que se utiliza o modelo mecânico de Christ-Lee.
Tal ideia é aplicada à eletrodinâmica de Maxwell na
seção 8 em acoplamento com o campo fermiônico de
Dirac. Precisando da simetrização do tensor canônico
de energia-momento, dedicamos a seção 9 ao desen-
volvimento do método de Belinfante-Rosenfeld. Uma
generalização possível da eletrodinâmica de Maxwell à
segunda ordem é a de Podolsky, que estudamos na
seção 10. Uma vez que para teorias de ordem superior,
como a de Podolsky, o procedimento de Belinfante-
Rosenfeld se torna computacionalmente pouco atraente,
estudamos na seção 11 a relação existente entre o tensor
canônico de energia-momento e o métrico, cujo cálculo
é significativamente mais simples. Como se verá, todos
esses desenvolvimentos, embora diversos, podem ser en-
tendidos de forma unificada pela presença constante dos
teoremas de Nöther: É tal generalidade, precisamente, o
que os torna essenciais na física. A seção 12, finalmente,
contém uma breve discussão a respeito das dificuldades
e tópicos não abordados no presente artigo.

2. Formalismo variacional da teoria do
campo clássico

Abordaremos o estudo dos teoremas de Nöther a partir
da perspectiva da teoria do campo clássico. Isto não é
perda de generalidade, pois o caso da mecânica pode ser
considerado, em primeira instância, suprimindo apenas
os argumentos espaciais dos campos, e considerando as

coordenadas generalizadas como sendo, elas mesmas,
campos da coordenada temporal.

Considere o sistema de campos, conjuntamente carac-
terizados pela letra «u», cuja dinâmica é determinada
pela função P(x;u; ∂u; · · · ; ∂nu) com n ∈ N através da
funcional de ação

A (u) =
∫

Ω
P(x;u; ∂u; · · · ; ∂nu)dx, (1)

na qual a integração se estende à região Ω do espaço-
tempo. A função P pode ser a densidade lagrangiana
(caso em que os campos u = φ têm o rôle de coordenadas
generalizadas), sua transformada de Legendre (caso em
que u ∈ {φ;π} são os campos anteriores e seus momentos
conjugados), et cetera. A teoria do campo clássico – o
mesmo que a maior parte da física clássica (o motivo, ar-
gumentam alguns, é a inclinação teleológica dos homens
que a estabeleceram, ou a influência filosófica que sobre
eles pesou) – está regida por princípios variacionais. Daí
que a formulação geral das propriedades do sistema de
campos clássicos passa pelo estudo da variação da ação
perante transformações das coordenadas e campos envol-
vidos. Considere, então, as seguintes transformações3:

x→ y = x+ ∆x, u(x)→ v(x) = u(x) + ∆u(x), (2)

com ∆x uma mudança infinitesimal das coordenadas e
∆u uma mudança infinitesimal do campo segundo sua
forma funcional. A variação total do campo, é claro, deve
incluir também à variação das coordenadas; ela é, em
primeira ordem,

δu(x) := v(y)− u(x) ≈ ∆u(x) + ∂u(x)∆x. (3)

A variação da ação é, por outro lado,

δA =
∫

Ω′
P(y; v; ∂v; · · · ; ∂nv)dy

−
∫

Ω
P(x;u; ∂u; · · · ; ∂nu)dx. (4)

A equação recém escrita torna evidente que a função
P não muda, senão que são seus argumentos os que o
fazem. Por isso, quando escrevermos

δP := P(y; v; ∂v; · · · ; ∂nv)−P(x;u; ∂u; · · · ; ∂nu)

= ∆P + ∂P∆x, (5)

é claro que a variação de P é consequência da variação
na forma funcional dos campos (∆P) e nas coordenadas
(∂P∆x). Se, além disso, fazemos na primeira integral
do lado direito da Eq. (4) a mudança de variáveis de
integração y → x, obteremos:

δA =
∫

Ω

{
(P + δP)

∣∣∣∣∂y∂x
∣∣∣∣−P

}
dx. (6)

3 Na notação que usaremos, a variação «∆» é a que comumente
se denota «δ», e que representa a variação das coordenadas e da
forma funcional do campo.
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Mas a Eq. (2) implica que∣∣∣∣∂y∂x
∣∣∣∣ = 1

4!εαβγδε
µνστ ∂y

α

∂xµ
∂yβ

∂xν
∂yγ

∂xσ
∂yδ

∂xτ
≈ 1 + ∂∆x, (7)

de maneira que, substituindo na Eq. (6),

δA =
∫

Ω
(δP + P∂∆x) dx =

∫
Ω
{∆P + ∂(P∆x)} dx.

(8)
Esta equação é válida qualquer que seja a ordem da
função P, isto é, qualquer que seja a maior ordem da
derivada do campo u que lhe sirva como argumento.
A exigência da invariância da ação sob as transformações
consideradas, em qualquer região do espaço-tempo, leva
à «equação diferencial de Lie»:

∆P + ∂(P∆x) = 0. (9)

Esta equação já contém a informação completa neces-
sária para o estabelecimento dos teoremas de Nöther.
Contudo, sua aplicação aos diversos problemas se sim-
plifica ao escrevê-la de forma que a dependência com
os campos seja explícita. Assumiremos, para tal, que
P é uma função da segunda ordem – isto é suficiente
para exemplificar o procedimento geral; as equações e
correntes para as teorias de maior ordem são obtidas
por procedimentos análogos. Por definição,

∆P = ∂P

∂u
∆u+ ∂P

∂(∂u)∆(∂u) + ∂P

∂(∂∂u)∆(∂∂u). (10)

Usando que ∆(∂u) = ∂∆u e que ∆(∂∂u) = ∂∂∆u, o uso
da regra de multiplicação do produto de duas funções
permite separar uma divergência na variação ∆P:

∆P + ∂(P∆x) = δA

δu
∆u− ∂J, (11)

com a derivada funcional da ação em relação ao campo

δA

δu
:= ∂P

∂u
− ∂µ

∂P

∂(∂µu) + ∂µ∂ν
∂P

∂(∂µ∂νu) , (12)

e a corrente infinitesimal

Jµ :=
(
∂ν

∂P

∂(∂µ∂νu) −
∂P

∂(∂µu)

)
∆u

− ∂P

∂(∂µ∂νu)∂ν∆u−P∆xµ. (13)

Será útil escrever essas quantidades em função da varia-
ção total do campo. Da Eq. (3), tem-se que

∂ν(∆u) = ∆(∂νu) = δ(∂νu)− ∂ρ∂νu∆xρ. (14)

Desse modo, a quantidade J pode ser escrita na forma:

Jµ =
(
∂ν

∂P

∂(∂µ∂νu) −
∂P

∂(∂µu)

)
δu

− ∂P

∂(∂µ∂νu)δ(∂νu) + Θµ
ρ∆xρ, (15)

com

Θµ
ρ :=

(
∂P

∂(∂µu) − ∂ν
∂P

∂(∂µ∂νu)

)
∂ρu

+ ∂P

∂(∂µ∂νu)∂ρ∂νu−Pδµρ . (16)

Substituindo as Eqs. (11) e (15) na Eq. (8), chega-se a
que a variação da ação é

δA =
∫

Ω

{
δA

δu
(δu− ∂ρu∆xρ)

− ∂µ
[
Θµ

ρ∆xρ −
(

∂P

∂(∂µu) − ∂ν
∂P

∂(∂µ∂νu)

)
δu

− ∂P

∂(∂µ∂νu)δ(∂νu)
]}

dx. (17)

Nessa forma, a aplicação de princípios variacionais à
ação leva a resultados imediatos.

Princípio da ação estacionária de Ostrogradskii-
Hamilton. Este princípio define a forma funcional do
campo u como aquela que extremiza a ação A , sob
as condições de fronteira fixa, isto é, dados os valores
do campo e de suas derivadas até a ordem n − 1 (no
caso particular em estudo, até a primeira derivada) na
fronteira ∂Ω da região de integração. Em linguagem
formal:

u é campo físico
:⇔ ∀∆u ∈ C2(R4) com ∆u|∂Ω = 0 = ∆(∂u)|∂Ω :
δA = 0 sob ∆x = 0.

Como a segunda linha da Eq. (17) se iguala – segundo o
teorema de Ostrogradskii-Gauss – à integral de J sobre
a superfície ∂Ω, e J depende das quantidades ∆x, δu e
δ(∂u) que se anulam na mencionada superfície, o princí-
pio da ação estacionária se equivale ao cumprimento das
equações de Euler-Lagrange:

δA

δu
= 0 ⇔ ∂P

∂u
− ∂µ

∂P

∂(∂µu) + ∂µ∂ν
∂P

∂(∂µ∂νu) = 0.

(18)
Quando a função P é a densidade lagrangiana, as

equações de Euler-Lagrange são exatamente as recém
escritas:

δA

δφ
= 0 ⇔ ∂L

∂φ
− ∂µ

∂L

∂(∂µφ) + ∂µ∂ν
∂L

∂(∂µ∂νφ) = 0.

(19)
Quando, por outro lado, se trata da função P =
π∂0φ − H , com H a densidade hamiltoniana, as
equações anteriores se reduzem às equações canônicas de
Hamilton. Com efeito, consideremos a teoria da primeira
ordem em que a velocidade ∂0φ é eliminada em favor do
momento π, de forma que a densidade hamiltoniana é
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H (x;φ;∇φ;π;∇π). Como u ∈ {φ;π}, as Eqs. (18) se
dividem em dois conjuntos:

δA

δφ
= 0 ⇔ ∂0π = −∂H

∂φ
+∇ ∂H

∂(∇φ) , (20)

δA

δπ
= 0 ⇔ ∂0φ = ∂H

∂π
+∇ ∂H

∂(∇π) , (21)

que são, já o esperávamos, as equações canônicas de
Hamilton. Se a teoria lagrangiana é da segunda or-
dem, os momentos conjugados devem ser corretamente
definidos – e não há uma só, senão diversas formas
de fazê-lo [10, 11]. Particularmente, seguindo a Ostro-
gradskii, definindo a densidade hamiltoniana canônica
como a componente Θ0

0 do tensor canônico de energia-
momento, tem-se que

H =
(

∂L

∂(∂0φ) − ∂0
∂L

∂(∂2
0φ) − 2∇ ∂L

∂(∇∂0φ)

)
∂0φ

+ ∂L

∂(∂2
0φ)∂

2
0φ−L +∇ ·

(
∂L

∂(∇∂0φ)∂0φ

)
. (22)

Como o último termo é uma divergência espacial, as con-
dições assintóticas usuais indicam que ele é irrelevante
para a ação. Considerando os campos independentes φ
e ∂0φ, seus correspondentes momentos conjugados, π e
π0, se definem como:

π := ∂L

∂(∂0φ)−∂0
∂L

∂(∂2
0φ)−2∇ ∂L

∂(∇∂0φ) , π
0 := ∂L

∂(∂2
0φ) ,

(23)
pois então a hamiltoniana adota a forma

H =
∫
V

(
π∂0φ+ π0∂2

0φ−L
)
d3x. (24)

O procedimento então segue como no caso habitual,
obtendo-se as equações canônicas de Hamilton:

∂0φ = δH

δπ
, ∂2

0φ = δH

δπ0 ,

∂0π = −δH
δφ

, ∂0π
0 = − δH

δ(∂0φ) .
(25)

Vemos desta forma que os dois formalismos – a saber,
o lagrangiano e o hamiltoniano –, podem ser simultane-
amente tratados, como o fez Nöther originalmente [2].

3. Primeiro Teorema de Nöther e seu
Recíproco

Teorema 1 (Primeiro teorema de Nöther). Se a fun-
cional da ação de um sistema de campos clássicos é
invariante, para toda região Ω ⊆ R4, sob as transfor-
mações de um grupo de Lie Gr de r parâmetros, então
r combinações linearmente independentes de derivadas
funcionais da ação se reduzem a divergências.

Demonstração. Sejam {εa}a∈Ir
– denotamos Ir := {n ∈

N|n ≤ r} – os parâmetros do grupo de Lie Gr, e
sejam {Ua}a∈Ir e {Xa}a∈Ir os correspondentes geradores
nas representações que agem sobre os campos u e as
coordenadas x, respectivamente. Em uma palavra,

δu = εa(Uau), ∆x = εa(Xax). (26)

Como é hipótese do teorema a invariância da ação em
qualquer região Ω do espaço-tempo, deve-se considerar
a equação diferencial de Lie, Eq. (9), ou, equivalente-
mente, a anulação do integrando da Eq. (17). Nela, será
necessário conhecer que

δ(∂νu) = ∆(∂νu) + ∂ρ∂νu∆xρ

= ∂ν(∆u) + ∂ρ∂νu∆xρ

= ∂ν(δu− ∂ρu∆xρ) + ∂ρ∂νu∆xρ

= εa [∂ν(Uau)− ∂ρu∂ν(Xax)ρ] . (27)

Com as Eqs. (26) e (27) no integrando da Eq. (17), as
hipóteses do teorema implicam que

εa
δA

δu
[(Uau)− ∂ρu(Xax)ρ]

= εa∂µ

{
Θµ

ρ(Xax)ρ −
(

∂P

∂(∂µu) − ∂ν
∂P

∂(∂µ∂νu)

)
(Uau)

− ∂P

∂(∂µ∂νu) [∂ν(Uau)− ∂ρu∂ν(Xax)ρ]
}
. (28)

Como, finalmente, os parâmetros εa são linearmente
independentes, pode-se tomar cada um deles diferente
de zero por vez, com todos os outros nulos, o que leva a
estabelecer que, ∀a ∈ Ir,

δA

δu
[(Uau)− ∂ρu(Xax)ρ]

= ∂µ

{
Θµ

ρ(Xax)ρ −
(

∂P

∂(∂µu) − ∂ν
∂P

∂(∂µ∂νu)

)
(Uau)

− ∂P

∂(∂µ∂νu) [∂ν(Uau)− ∂ρu∂ν(Xax)ρ]
}
. (29)

Esta é a tese que desejávamos provar. ■

Em particular, se os campos são campos físicos, no
sentido da definição pelo princípio da ação estacionária,
então o lado esquerdo da Eq. (29) é nulo, e o primeiro
teorema de Nöther implica a existência de r correntes ja,
denominadas «correntes de Nöther» e definidas segundo:

j µ
a := Θµ

ρ(Xax)ρ −
(

∂P

∂(∂µu) − ∂ν
∂P

∂(∂µ∂νu)

)
(Uau)

− ∂P

∂(∂µ∂νu) [∂ν(Uau)− ∂ρu∂ν(Xax)ρ] , (30)

satisfazendo às equações de continuidade:

∀a ∈ Ir : ∂µj
µ
a = 0. (31)
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Separando a componente temporal das espaciais e inte-
grando num volume tridimensional (espacial) V ,∫

V

∂0j
0
a d

3x =
∫
V

∇ · jad3x =
∫
∂V

ja · dσ, (32)

em que temos usado o teorema de Ostrogradskii-Gauss
para obter a última igualdade. Da primeira integral pode
ser extraída a derivada temporal com o uso da regra
integral de Leibniz, segundo a qual:
Regra integral de Leibniz: Se f : R2 → R é uma
função contínua com derivada parcial ∂1f contínua em
uma região [t1; t2]× [a; b], então, para t ∈ [t1; t2],

d

dt

b∫
a

f(t;x)dx =
b∫
a

∂1f(t;x)dx. (33)

Para ver a prova deste teorema, consequência do
teorema fundamental do cálculo, e uma generalização
em que os limites de integração a e b são substituídos
por funções contínuas a(t) e b(t), vide, por exemplo, a
seção 4.9 da Ref. [9].

Em virtude da regra de Leibniz, a Eq. (32) adota a
forma de uma lei de conservação:

dQa
dt

=
∫
∂V

ja · dσ, (34)

com

Qa :=
∫
V

j 0
a d

3x (35)

a a-ésima «carga de Nöther» contida no volume V . Em
particular, se o volume V se estende ao espaço R3, a
carga de Nöther se mantém constante sob a suposição de
desvanecimento dos campos clássicos e de suas primeiras
derivadas no infinito (condições assintóticas).
Teorema 2 (Primeiro teorema recíproco de Nöther).
Se, em um sistema de campos clássicos, r combinações
linearmente independentes de derivadas funcionais da
ação se reduzem a divergências, então a funcional da
ação que lhes corresponde é invariante sob as transfor-
mações de um grupo de Lie Gr de r parâmetros para toda
região Ω ⊆ R4.
Demonstração. Suponhamos, por hipótese do teorema,
que são satisfeitas as identidades

∂µj
µ
a = φa(x;u; ∂u)δA

δu
(a ∈ Ir), (36)

com φa(x;u; ∂u) funções diferenciáveis em relação a x
ao menos duas vezes. Introduzimos um conjunto de r
parâmetros numéricos {εa}a∈Ir e as notações

∆u = εaφa(x;u; ∂u), (37)

∆xµ = − εa

P

{
j µ
a +

(
∂P

∂(∂µu) + ∂ν
∂P

∂(∂µ∂νu)

)
φa

− ∂P

∂(∂µ∂νu)∂νφa
}
. (38)

Por cálculo direto pode-se então provar que, colocando
as Eqs. (37) e (38) na expressão

∆P + ∂ρ(P∆xρ)

= ∂P

∂u
∆u+ ∂P

∂(∂µu)∂µ∆u+ ∂P

∂(∂µ∂νu)∂µ∂ν∆u

+ ∂ρP∆xρ + P∂ρ∆xρ, (39)

obtém-se a identidade

∆P + ∂ρ(P∆xρ)

= εa
{(

∂P

∂u
− ∂ρ

∂P

∂(∂µu) + ∂µ∂ν
∂P

∂(∂µ∂νu)

)
φa

− ∂ρj ρ
a

}
, (40)

cujo lado direito é nulo por hipótese do teorema, uma
vez que a expressão interparentética se identifica com a
derivada funcional da ação – vide as Eqs. (12) e (36).
Por isto, qualquer que seja a região Ω ⊆ R4, a integral
do lado esquerdo da Eq. (40) estendida a ela será nula:∫

Ω
{∆P + ∂ρ(P∆xρ)} dx = 0. (41)

Ora, essa é precisamente a variação da funcional da
ação do sistema quando os campos e as coordenadas
são submetidos às transformações das Eqs. (37) e (38),
respectivamente – vide a Eq. (8). Do qual infere-se que
a funcional da ação é invariante sob as transformações
assim definidas.

As transformações são, até esse ponto, conhecidas só
infinitesimalmente. Porém, as Eqs. (37) e (38) estabe-
lecem um sistema de equações diferenciais a partir do
qual podem ser encontradas as transformações finitas,
isto é, a evolução das coordenadas e campos com os
parâmetros εa. Daqui se vê que tais transformações são
contínuas por construção. Que elas formam um grupo
se deriva, finalmente, do fato de haver r combinações
linearmente independentes de derivadas funcionais da
ação que se reduzem a divergências. Com efeito, se as
tais transformações não formassem um grupo, então a
aplicação de duas delas poderia levar a uma nova trans-
formação, linearmente independente das outras, sob a
qual a funcional da ação seria novamente invariante, e
haveria então r + 1 combinações linearmente indepen-
dentes de derivadas funcionais da ação que se reduzem
a divergências, e assim por diante, contradizendo a
hipótese do teorema. ■

4. Exemplos de Aplicação do Primeiro
Teorema de Nöther e de seu
Recíproco

4.1. Tensor canônico de energia-momento

Consideremos a translação espaço-temporal por um
vetor constante; as transformações das coordenadas e
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campos que lhe correspondem são

y = x+ ε, v(y) = u(x), (42)

que se condizem com

(Xσx)ρ = δρσ, (Uσu) = 0. (43)

Substituindo estas relações na Eq. (30), obtém-se que a
corrente de Nöther associada às translações é o «tensor
de energia-momento canônico»:

j µ
σ = Θµ

σ. (44)

As correspondentes cargas de Nöther são as componen-
tes do «vetor de energia-momento»:

Pσ =
∫
V

Θ0
σd

3x,
dPσ
dt

= −
∫
∂V

Θi
σdσi. (45)

Invariância sob translações. De forma semelhante,
pode-se ilustrar o primeiro teorema recíproco de Nöther
com o exemplo inverso. Consideremos o campo escalar
real u(x), descrito pela densidade lagrangiana

L = 1
2∂u∂u−

1
2m

2u2. (46)

Suponhamos que se sabe que o tensor canônico de
energia-momento,

Θµ
ρ = ∂µu∂ρu−

1
2δ

µ
ρ

(
∂u∂u−m2u2)

, (47)

é conservado. Em virtude do primeiro teorema recíproco
de Nöther, existirá uma simetria tal que o tensor canô-
nico de energia-momento é a corrente de Nöther que lhe
corresponde, sempre que a divergência deste possa ser
escrita como combinação linear das derivadas funcionais
da ação. Ora, neste exemplo há apenas um campo, e por
isso a única derivada funcional da ação é

δA

δu
= −(□ +m2)u. (48)

Por outro lado, tomando a divergência da Eq. (47),
obtém-se

∂µΘµ
ρ = (□ +m2)u∂ρu = −∂ρu

δA

δu
. (49)

A comparação com a Eq. (36) permite identificar que
φρ = −∂ρu. Com o uso das Eqs. (37), (38) e (3),
finalmente, descobrimos que são as transformações

δu = 0, ∆x = ε (50)

as que constituem a simetria da ação que deriva na
conservação do tensor canônico da energia-momento.
A transformação mostrada, reconhece-se, é a translação
pelo vetor constante ε.

4.2. Campo de Schrödinger

Consideremos como exemplo o campo de Schrödinger
(função de onda), ψ, e seu complexo conjugado, ψ∗,
sujeitos a satisfazer às equações de Schrödinger:

− ℏ2

2m∇
2ψ(x) + V (x)ψ(x) = iℏ

∂ψ(x)
∂t

,

− ℏ2

2m∇
2ψ∗(x) + V (x)ψ∗(x) = −iℏ∂ψ

∗(x)
∂t

.

(51)

Como é bem conhecido, uma das razões sobre as quais
assenta-se a interpretação de Copenhagen da função
de onda como amplitude de probabilidade é o fato de
que, multiplicando a primeira das Eqs. (51) por ψ∗ e a
segunda por ψ, então subtraindo os resultados, obtém-
se, após algumas aplicações da regra da derivação de um
produto, a equação de continuidade:

∂t(ψ∗ψ)−∇ ·
{
iℏ
2m (ψ∗∇ψ −∇ψ∗ψ)

}
= 0, (52)

a qual permite escrever a seguinte «lei de conservação
da probabilidade»:

d

dt

∫
V

ψ∗ψd3x =
∫
∂V

iℏ
2m (ψ∗∇ψ −∇ψ∗ψ) · dσ. (53)

Em particular, se a função de onda – e por conse-
guinte também seu complexo conjugado – se anula no
infinito espacial, então a integral do lado direito se
anula, e a Eq. (53) identifica-se com a conservação no
tempo da probabilidade total do evento descrito por
ψ – comumente4 expresso como: «a probabilidade de
encontrar a partícula em algum ponto do Universo deve
ser sempre igual à unidade». Além disso, sob as condições
assintóticas recém enunciadas, a equação acima indica
que a normalização da função de onda se mantém
invariante no tempo.

Ora, toda a estrutura anterior se assemelha muito à do
primeiro teorema de Nöther. Queremos ver, pois, se al-
guma simetria encontra-se no intus do desenvolvimento
exposto. Para tal, nota-se que o campo não-relativístico
de Schrödinger pode ser obtido a partir da densidade
lagrangiana (simétrica)

L = ℏ2

2m∇ψ
∗∇ψ + V ψ∗ψ − iℏ

2 ψ
∗ ∂ψ

∂t
+ iℏ

2 ψ
∂ψ∗

∂t
. (54)

Com efeito, as derivadas funcionais da ação correspon-
dente são

δA

δψ
= − ℏ2

2m∇
2ψ∗ + V ψ∗ + iℏ∂tψ∗, (55)

δA

δψ∗ = − ℏ2

2m∇
2ψ + V ψ − iℏ∂tψ, (56)

4 Embora seja a mais comum, essa interpretação é discutível,
como demonstram as diversas interpretações que historicamente
têm sido dadas à mecânica quântica. Uma recente exposição e
classificação delas pode ser lida na Ref. [16].
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cuja igualação a zero leva imediatamente às Eqs. (51).
Logo vemos que as manipulações antes feitas às equações
do movimento da função de onda e de seu conjugado
podem, equivalentemente, ser efetuadas com as deriva-
das funcionais da ação. Assim, repetindo o procedimento
anterior, encontra-se que

∂t(ψ∗ψ)− iℏ
2m∇· (ψ

∗∇ψ−∇ψ∗ψ) = i

ℏ
ψ∗ δA

δψ∗ −
i

ℏ
ψ
δA

δψ
.

(57)
Por meio do primeiro teorema recíproco de Nöther, de-
vemos admitir que a lei de conservação da probabilidade
da mecânica ondulatória de Schrödinger é consequência
da invariância da ação que lhe corresponde perante as
transformações dos campos

∆ψ = εφψ, ∆ψ∗ = εφψ∗ ; φψ = − i
ℏ
ψ, φψ∗ = i

ℏ
ψ∗,

(58)
e das coordenadas

∆t = − ε

L

{
ψ∗ψ + ∂L

∂(∂tψ)φψ + ∂L

∂(∂tψ∗)φψ
∗

}
= 0,

(59)

∆x = − ε

L

{
(ψ∗∇ψ −∇ψ∗ψ) + ∂L

∂(∇ψ)φψ

+ ∂L

∂(∇ψ∗)φψ
∗

}
= 0. (60)

Como as variações das coordenadas – de tempo e de
espaço – são nulas, as transformações são «internas». A
variação total dos campos é então igual à variação de
sua forma funcional:

δψ = − i
ℏ
εψ, δψ∗ = i

ℏ
εψ∗, (61)

cuja forma finita é a transformação de fase

ψ → e−iε/ℏψ, ψ∗ → eiε/ℏψ∗. (62)

Destarte, a conservação da probabilidade é consequência
da invariância da ação frente a transformações de fase
da função de onda.

Este exemplo mostra que, de forma geral, as leis
de conservação que são obtidas a partir de combina-
ções lineares das equações do movimento se encaixam
nas hipóteses dos teoremas de Nöther, pois efetuar as
mencionadas manipulações nas equações do movimento
equivale a fazê-las sobre as derivadas funcionais da ação.

5. Simetrias Dinâmicas. O Problema de
Kepler

Passaremos a considerar um exemplo da mecânica dos
pontos: o problema de Kepler, em que dois pontos
materiais se movem, um ao redor do outro, por causa
de sua força de gravidade mútua [12]. Como é bem
sabido, este problema pode ser reduzido ao de um único

corpo introduzindo, em substituição das coordenadas r1
e r2 dos dois corpos, as R e r, denotando a posição
do centro das massas deles e a posição relativa r2 − r1,
respectivamente. Com efeito, a lagrangiana original,

L = 1
2m1v

2
1 + 1

2m2v
2
2 +G

m1m2

|r2 − r1|
, (63)

em que m1 e m2 são as massas dos pontos materiais que
compõem o sistema, v1 e v2 suas respectivas velocidades,
e G a constante newtoniana da gravitação universal,
pode ser equivalentemente escrita como

L = 1
2(m1 +m2)V 2 + 1

2mv2 + k

|r|
, (64)

com V e v as velocidades correspondentes às coordena-
das R e r, respectivamente, k ≡ Gm1m2, e m a massa
reduzida do sistema:

m := m1m2

m1 +m2
. (65)

Como se evidencia na Eq. (64), as coordenadas R do
centro das massas são coordenadas cíclicas, de forma
que as equações de Euler-Lagrange que lhes corres-
pondem levam ao resultado de que dV /dt = 0, e o
centro das massas se move com velocidade constante
(ou, particularmente, se encontra em repouso). Como,
ademais, nem as coordenadas R nem suas derivadas
temporais formam parte das equações de Euler-Lagrange
correspondentes às coordenadas relativas r, é suficiente
utilizar a lagrangiana

L = 1
2mv2 + k

|r|
, (66)

de forma que o problema tem sido reduzido, efeti-
vamente, ao de um só corpo submetido ao potencial
central. É evidente que essa lagrangiana possui ao menos
as duas simetrias seguintes:
(1) Simetria por translações temporais: Como a

lagrangiana é explicitamente independente do
tempo, será conservada a «energia» – vide as
Eqs. (16) e (44), lembrando que os únicos índices
do espaço-tempo são os temporais: µ, ρ, σ = t –

E ≡ Θ = ∂L

∂v
· v − L = 1

2mv2 − k

|r|
. (67)

(2) Simetria por rotações espaciais: Transformações
essas que compõem o grupo de Lie SO(3) de três
parâmetros. A variação das coordenadas por uma
transformação descrita pelo vetor ∆φ – definida
como tendo o módulo ∆φ e a direção do eixo
segundo o qual a rotação é operada, de acordo com
a regra da mão direita – é5

∆r = ∆φ× r ⇔ ∆ri = ∆φjεijkrk

⇔ (Uir)j = εijkr
k.

(68)

5 Ao mesmo resultado pode-se chegar escrevendo ∆ri =
∆φj(Uj)i

krk e lembrando que, como o grupo SO(3) possui três
parâmetros, sobre o espaço tridimensional age sua representação
adjunta, em que os geradores são (Uj)i

k = εijk.
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Substituindo na Eq. (30), encontra-se que

ji = −∂L
∂v
· (Uir) = εikjr

k ∂L

∂vj
, (69)

ou seja, a corrente de Nöther correspondente ao
grupo SO(3) é o vetor de momento angular:

j = r × ∂L

∂v
= r × (mv) ≡ L. (70)

em que temos feito uso da forma explícita da
lagrangiana para obter a última igualdade. Logo,
da própria definição de L decorre que

r ·L = 0 = v ·L, (71)

e o movimento da partícula (reduzida) está restrito
ao plano ortogonal ao vetor constante L.

Apesar de não haver, aparentemente, mais simetrias
na lagrangiana, sabe-se que um sistema mecânico fe-
chado com s graus de liberdade possui 2s − 1 integrais
do movimento [13]. Ora, o sistema (reduzido) sob estudo
possui s = 3 graus de liberdade, e assim possui 2s −
1 = 5 constantes do movimento, das quais conhecemos
quatro, a saber: {E;L1;L2;L3}. Do qual se segue que
as trajetórias do sistema só poderão ser completamente
determinadas uma vez que seja conhecida a quinta quan-
tidade conservada. Para tentar encontrá-la, calculemos
em primeiro lugar a derivada funcional da ação:

δA

δr
= − k

r3 r −m
dv

dt
. (72)

A equação do movimento é portanto
dv

dt
= − k

m

r

r3 . (73)

Ademais, como o vetor L = mr × v é constante, o
uso da equação do movimento recém encontrada permite
escrever
d

dt
(v ×L) = dv

dt
×L = − k

r3 r × (r × v)

= − k

r3

[
r(r · v)− v(r2)

]
. (74)

Porém, r ·v = 2rvr, com vr = dr/dt a componente radial
da velocidade. Assim, a Eq. (74) é igual a

d

dt
(v ×L) = −k

[
r

(vr
r2

)
− v

(
1
r

)]
= d

dt

(
k
r

r

)
. (75)

Em uma palavra, sob o cumprimento das equações do
movimento, o «vetor de Laplace-Runge-Lenz», A, é
conservado

A := v ×L− k

r
r; dA

dt
= 0. (76)

Embora ele seja um vetor, certamente não adiciona três
novas constantes do movimento ao problema – pois tal
coisa seria impossível. Com efeito, há duas relações de
vínculo entre o vetor de Laplace-Runge-Lenz e as outras
quantidades conservadas, E e L:

(1) Como tanto v×L como r são perpendiculares a L:

A ·L = 0. (77)

(2) Elevando o vetor de Laplace-Runge-Lenz ao qua-
drado:

A2 = (v ×L)2 + k2 − 2k
r
r · (v ×L). (78)

Usando as identidades vetoriais a · (b × c) =
c · (a× b) e a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b), assim
como a expressão da energia dada na Eq. (67) e a
relação da Eq. (71), pode-se escrever

A2 = k2 + 2EL2

m
. (79)

Uma forma de ver que não há mais relações envolvendo
as constantes do movimento encontradas é verificar
que elas determinam completamente as trajetórias do
sistema. Como o vetor A é constante e, para mais,
perpendicular a L, de forma que se localiza no plano
constante em que ocorre o movimento, o ângulo θ que a
posição r faz com ele pode ser usado para caracterizar
o movimento. Assim,

Ar cos(θ) = A · r = r · (v ×L)− kr

= L · (r × v)− kr = L2

m
− kr, (80)

do que decorre a equação das órbitas:

r = L2/km

1 + (A/k) cos(θ) . (81)

De sorte que a constante do movimento adicional, que
permite fixar por completo as trajetórias físicas, é a
direção do vetor de Laplace-Runge-Lenz, que aponta
para o periastro, como se pode ver da equação recém
escrita, em que a variável r adota seu menor valor
quando θ = 0, ou seja, quando r é paralelo ao vetor A.
Sua conservação indica que a órbita não manifesta
precessão.

Desejamos, naturalmente, relacionar esta nova
quantidade conservada a alguma simetria. Tal coisa,
entretanto, não pode ser feita no formalismo lagrangi-
ano. Isto não viola ao primeiro teorema recíproco de
Nöther, pois esse tem por hipótese que (no âmbito da
mecânica dos pontos) a derivada temporal da quantidade
conservada seja escrita como combinação linear das
derivadas funcionais da ação, sendo que é evidente que
a derivada temporal do vetor de Laplace-Runge-Lenz,
Eq. (76), não pode ser escrita como combinação linear
das componentes da Eq. (72). Este exemplo mostra
assim, de forma explícita, que nem todas as simetrias de
um dado sistema físico estão contidas na lagrangiana.

Já indicamos, não obstante, que o formalismo la-
grangiano não esgota as possibilidades de aplicação dos
teoremas de Nöther. Por isso, ainda é possível que o
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vetor de Laplace-Runge-Lenz corresponda, sim, a uma
simetria no formalismo hamiltoniano. Ao problema de
Kepler corresponde a hamiltoniana [vide a Eq. (67)]

H = p2

2m −
k

r
. (82)

O vetor de momento angular e de Laplace-Runge-Lenz
são, respectivamente, como função das coordenadas e
momentos,

L = r × p, A = 1
m
p×L− k

r
r. (83)

Finalmente, as derivadas funcionais da ação são

δA

δr
= −dp

dt
− k

r3 r,
δA

δp
= v − p

m
. (84)

Como tanto as velocidades quanto as derivadas tempo-
rais do momento aparecem independentemente nessas
derivadas funcionais, é de se esperar que, agora sim, a
derivada temporal de A possa ser escrita como combi-
nação linear delas. Acontece que tal é, verdadeiramente,
o caso:

dA

dt
= 1
m
p×

(
δA

δr
× r

)
− 1
m

δA

δr
× (r × p)

+ 1
m
p×

(
δA

δp
× p

)
− k

r3 r ×
(
δA

δp
× r

)
.

(85)

O mesmo pode ser feito com a derivada temporal do
momento angular:

dL

dt
= δA

δr
× r + δA

δp
× p, (86)

e com a derivada temporal da energia:

dE

dt
= − 1

m
p · δA

δr
+ k

r3 r ·
δA

δp
. (87)

Destarte, no formalismo hamiltoniano o problema de
Kepler tem todas suas constantes do movimento pro-
vindo de simetrias da ação. Em outras palavras, as
simetrias completas do problema de Kepler não são
expressíveis no espaço das configurações, mas somente
no espaço das fases; por isto, ao grupo completo se dá o
nome de «grupo dinâmico», em contraposição ao «grupo
cinemático» das simetrias no espaço das configurações.

Essa não é uma peculiaridade do problema de Kepler.
De fato, o primeiro teorema recíproco de Nöther é
sempre aplicável no formalismo hamiltoniano, o que
significa que nesta formulação todas as simetrias estão
presentes. Provaremos isso aqui para o caso mais simples
da mecânica em que não há transformações do tempo,
embora isto se satisfaça de forma geral – como é provado
por técnicas mais complexas, por exemplo, na Ref. [14].

Lema 3. Seja A uma carga de Nöther, de forma que
satisfaz a equação

{A;H}+ ∂A

∂t
= 0, (88)

com {•; •} os parênteses de Poisson, definidos de forma
que

{f ; g} := ∂f

∂q

∂g

∂p
− ∂g

∂q

∂f

∂p
. (89)

A ação é invariante sob as transformações

∆t = 0, ∆q = ε
∂A

∂p
, ∆p = −ε∂A

∂q
. (90)

Demonstração. No formalismo hamiltoniano, o inte-
grando da ação é a função

PH = pv −H. (91)

Calculando sua variação sob as transformações da
Eq. (90):

∆PH = ∂PH

∂q
∆q + ∂PH

∂p
∆p+ ∂PH

∂v
∆v

= −ε∂H
∂q

∂A

∂p
− ε

(
v − ∂H

∂p

)
∂A

∂q
+ d

dt
(p∆q)

− εdp
dt

∂A

∂p

= −ε∂H
∂q

∂A

∂p
+ ε

∂H

∂p

∂A

∂q
− εv ∂A

∂q
− εdp

dt

∂A

∂p

+ d

dt

(
εp
∂A

∂p

)
. (92)

Identificando os parênteses de Poisson entre A e H nos
dois primeiros termos, assim como a quantidade dA/dt−
∂A/∂t nos dois seguintes, obtém-se

∆PH = −ε
(
dA

dt
− {A;H} − ∂A

∂t

)
+ d

dt

(
εp
∂A

∂p

)
= d

dt

(
−εA+ εp

∂A

∂p

)
+ ε

(
{A;H}+ ∂A

∂t

)
.

(93)

Devido à Eq. (88), o último termo é nulo para A uma cor-
rente de Nöther, enquanto que o primeiro termo, sendo
uma derivada temporal ordinária, leva, após integração,
a uma variação da ação nula sob condições assintóticas
apropriadas. ■

O resultado recém provado, além do mais, mostra que
as correntes de Nöther são geradoras de transformações
canônicas. Com efeito, as transformações das coordena-
das e momentos da Eq. (90) podem, equivalentemente,
ser escritas como

∆q = ε{q;A}, ∆p = ε{p;A}, (94)
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as quais deixam invariantes os parênteses de Poisson
fundamentais: Até a primeira ordem no parâmetro in-
finitesimal ε,

{q + ∆q; p+ ∆p} = {q; p}+ {q; ∆p}+ {∆q; p}
= 1 + ε ({q; {p;A}}+ {{q;A}; p})
= 1 + ε{{q; p};A}
= 1,

em que tem sido usada a identidade de Jacobi para
passar da segunda à terceira linha. Por outro lado, é
fato bem conhecido que os parênteses de Poisson de duas
quantidades conservadas é também uma quantidade
conservada. Por exemplo, se A e B são quantidades
conservadas que independem explicitamente do tempo –
e, como consequência, também seus parênteses de Pois-
son –,

d

dt
{A;B} = {{A;B};H}

= {{A;H};B}+ {{H;B};A} = 0.

Do que decorre que todas as quantidades conservadas
independentes (que não são função das outras) formam
uma álgebra de Lie fechada, pois há um número limitado
delas, ou seja, haverá sempre um conjunto de constantes
de estrutura gijk tais que

{Ai;Aj} = gijkAk. (95)

Os resultados anteriores são notáveis, pois permitem
encontrar rapidamente qual é a álgebra do grupo de
simetrias associada às correntes de Nöther. Com efeito,
seja {Ai}i∈Ir o conjunto das quantidades conservadas
independentes, às quais correspondem, respectivamente,
as transformações das coordenadas e momentos ∆iu,
com u ∈ {q; p}. Como tais transformações formam um
grupo de Lie Gr de r parâmetros (primeiro teorema
recíproco de Nöther, sempre aplicável ao formalismo
hamiltoniano), será sempre possível escrever

[∆i; ∆j ]u := (∆i∆j −∆j∆i)u = fijk∆ku, (96)

com fijk as constantes de estrutura da álgebra do grupo
Gr. Por outro lado, escrevendo as transformações como
na Eq. (94), tem-se que

∆1∆2u−∆2∆1u = {u; {A1;A2}} ⇔ fijk = gijk.
(97)

Em uma palavra: A álgebra (de comutadores) das
transformações das coordenadas e momentos se iguala
à álgebra (de parênteses de Poisson) das quantidades
conservadas.

Voltando ao problema de Kepler, definindo o vetor
adimensional de Laplace-Runge-Lenz como

V :=
√
− m

2EA, (98)

é já uma tarefa simples calcular a álgebra de parênteses
de Poisson das quantidades conservadas, que resulta ser

{Li;Lj} = ϵijkLk, {Li;Vj} = ϵijkVk, {Vi;Vj} = ϵijkLk,
(99)

enquanto que todos os parênteses de Poisson com a ener-
gia E são nulos. A álgebra da Eq. (99) identifica-se com a
álgebra so(4). Logo os resultados prévios permitem-nos
afirmar que o grupo dinâmico das simetrias do problema
de Kepler é o grupo SO(4) (e as translações temporais),
sem a necessidade de integrar as Eqs. (85), (86) e (87).

6. Segundo Teorema de Nöther e seu
Recíproco

Passaremos a estudar o segundo teorema de Nöther,
que se instaura permitindo aos parâmetros do grupo de
Lie Gr serem funções do ponto do espaço-tempo, dando
lugar ao «grupo de infinitos parâmetros6» G∞r.
Teorema 4 (Segundo teorema de Nöther). Se o fun-
cional da ação de um sistema de campos clássicos é
invariante, na região Ω ⊆ R4, sob as transformações de
um grupo de Lie G∞r de infinitos parâmetros obtido por
localização do grupo Gr de r parâmetros, que se anulam
em ∂Ω junto com suas derivadas até de ordem igual à
maior ordem k das derivadas dos parâmetros do grupo
G∞r que participam da lei de transformação dos campos,
então há r identidades entre as derivadas funcionais da
ação e suas derivadas, até de ordem k.
Demonstração. Tal como fizemos para estabelecer a
Eq. (12), consideraremos a dependência das diversas
quantidades com derivadas de até segunda ordem, pois
isso basta para mostrar os procedimentos gerais, en-
quanto que a generalização para derivadas de ordens
superiores torna-se evidente. Sejam, portanto, as leis de
transformação dos campos:

∆u = aa(x;u; ∂u)εa(x) + bρa(x;u; ∂u)∂ρεa(x)
+ cρσa (x;u; ∂u)∂ρ∂σεa(x). (100)

Por aplicação da regra de derivação de um produto é
possível escrever
δA

δu
∆u = δA

δu
aaε

a + δA

δu
bρa∂ρε

a + δA

δu
cρσa ∂ρ∂σε

a

=
{
aa
δA

δu
− ∂ρ

(
bρa
δA

δu

)
+ ∂ρ∂σ

(
cρσa

δA

δu

)}
εa

+ ∂µ

{
δA

δu
(bµaεa + cµσa ∂σε

a)

− ∂σ
(
cµσa

δA

δu

)
εa

}
. (101)

6 É mister indicar explicitamente que o caráter deste grupo de
infinitos parâmetros é precisamente o acima indicado, isto é, que
se constrói a partir da «localização» de um grupo de um número
finito de parâmetros, Gr. Com efeito, o segundo teorema de Nöther
não diz respeito à invariância da ação perante transformações de
grupos quaisquer de infinitos parâmetros. Quanto a estes, quando
os parâmetros são os mesmos para todos os pontos do espaço-
tempo, o primeiro teorema de Nöther ainda é aplicável [2].
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Substituindo na Eq. (11),

∆P + ∂(P∆x)

=
{
aa
δA

δu
− ∂ρ

(
bρa
δA

δu

)
+ ∂ρ∂σ

(
cρσa

δA

δu

)}
εa

− ∂µ
{
Jµ − δA

δu
(bµaεa + cµσa ∂σε

a)

+ ∂σ

(
cµσa

δA

δu

)
εa

}
. (102)

Assim, se a integração é feita sobre a região Ω em cuja
fronteira os parâmetros εa(x) e suas derivadas até da
segunda ordem se anulam, então

δA =
∫

Ω

{
aa
δA

δu
− ∂ρ

(
bρa
δA

δu

)
+ ∂ρ∂σ

(
cρσa

δA

δu

)}
εa(x)dx. (103)

Como, finalmente, as funções εa(x) são independentes e
arbitrárias – sujeitas só às condiçãoes já mencionadas –,
a hipótese da invariância da ação implica, pelo lema
fundamental do cálculo variacional [15], que

∀a ∈ Ir : aa
δA

δu
= ∂ρ

(
bρa
δA

δu

)
− ∂ρ∂σ

(
cρσa

δA

δu

)
.

(104)
Terminamos fazendo notar que a Eq. (12) é válida para
funções P de qualquer ordem, apenas mudando as
expressões explícitas da derivada funcional da ação e da
corrente infinitesimal. Por outro lado, é patente que se
na Eq. (100) permitíssemos a dependência com derivadas
de εa(x) até da ordem k, então na Eq. (101) apareceriam
derivadas até da ordem k da derivada funcional da ação
na expressão proporcional a εa. ■

O segundo teorema de Nöther, certamente, deve ser
visto também como a prova do seguinte enunciado:
Quando o grupo de simetrias é localizado de forma
que seus parâmetros se tornem funções do ponto do
espaço-tempo, a variação dos campos deve depender
da derivada destes, pelo menos até a primeira ordem.
Efetivamente, se negarmos isto, então deveríamos colo-
car bρa = 0 = cρσa na Eq. (104), e as equações de Euler-
Lagrange tornariam-se em identidades, isto é, seriam
satisfeitas por qualquer função u. Donde o princípio
variacional seria inaplicável para o estabelecimento das
leis físicas. Em outras palavras, é impossível escrever
uma teoria invariante perante um grupo de simetrias
localizadas em que todos os campos se transformem de
acordo com os parâmetros εa(x), mas não com suas
derivadas7.

7 Isto, está claro, não contradiz o primeiro teorema de Nöther,
pois nele os parâmetros da transformação, ao serem constantes,
não podem se anular na fronteira da região Ω e, por isso, a tese
do segundo teorema não se aplica a essas transformações. As
transformações a que se submete aos campos nos dois teoremas
são de diferente natureza.

Quanto às leis de conservação, nota-se que, segundo
a Eq. (102), uma vez que as identidades da Eq. (104)
sejam satisfeitas, ter-se-á que

∂µ

{
Jµ − δA

δu
(bµaεa + cµσa ∂σε

a) + ∂σ

(
cµσa

δA

δu

)
εa

}
= 0.

(105)
Quando as equações do movimento são satisfeitas,
obtém-se a lei de conservação da corrente infinitesimal:

∂µJ
µ = 0. (106)

Esta lei não é a mesma que a que se obtém devido à
invariância sob transformações globais, pois a divergên-
cia ∂µJ

µ contém não somente os parâmetros εa, mas
também a suas derivadas. Contudo, pode-se verificar
que a lei de continuidade obtida do primeiro teorema de
Nöther está contida na Eq. (106), a qual contém não só
àquela, senão também informações adicionais de grande
utilidade.

Teorias com simetrias internas. As teorias com
simetrias internas (em que as coordenadas não se trans-
formam) constituem a valiosa classe das teorias de
calibre para as interações não gravitacionais. Denotando,
para simplificar a notação,

Aµ := ∂ν
∂P

∂(∂µ∂νu) −
∂P

∂(∂µu) ; Bµν := ∂P

∂(∂µ∂νu) ,

(107)
a corrente de Nöther é

jµa = Aµaa −Bµν∂νaa, (108)

pois Jµ se reduz a εajµa quando os parâmetros tornam-
se constantes. De forma geral, agrupando os termos
segundo a ordem da derivada dos parâmetros do qual
dependem,

Jµ = jµa ε
a + (Aµbνa −Bµνaa −Bµρ∂ρbνa)∂νεa

+ (Aµcρνa −Bµνbρa −Bµσ∂σcρνa )∂ρ∂νεa

− Bµνcρσa ∂ν∂ρ∂σε
a. (109)

Aplicando a divergência e agrupando os termos nova-
mente:

∂µJ
µ = εa(∂µjµa )

+ ∂µε
a [jµa + ∂ν (Aνbµa −Bνµaa −Bνρ∂ρbµa)]

+ ∂µ∂νε
a [(Aµbνa −Bµνaa −Bµρ∂ρbνa)

+ ∂ρ (Aρcµνa −Bρνbµa −Bρσ∂σcµνa )]
+ ∂µ∂ν∂ρε

a [(Aµcνρa −Bµρbνa −Bµσ∂σcνρa )
− ∂σ (Bσµcνρa )]− ∂µ∂ν∂ρ∂σεa(Bµνcρσa ). (110)

Como os parâmetros εa(x) e suas derivadas são inde-
pendentes, os coeficientes destes devem ser todos nulos.
Assim, se definirmos as quantidades

Jµν(1)a := − (Aµbνa −Bµνaa −Bµρ∂ρbνa) , (111)

Jµνρ(2)a := Aµcνρa −Bµρbνa −Bµσ∂σcνρa , (112)

Jµνρσ(3)a := Bµνcρσa , (113)
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então a Eq. (106) implica que, sob o cumprimento
das equações do movimento dos campos, a corrente de
Nöther pode ser determinada por derivação sucessiva
a partir de um tensor antissimétrico, como o indica o
seguinte sistema de «equações de descida»:

Jµνρσ(3)a = −Jµσρν(3)a , Jµνρ(2)a = ∂σJ
σµνρ
(3)a ,

Jµν(1)a = ∂ρJ
ρµν
(2)a, jµa = ∂νJ

νµ
(1)a,

(114)

e que esta corrente é, de fato, conservada:

∂µj
µ
a = 0. (115)

Desta forma, o segundo teorema de Nöther leva à
mesma lei de conservação que o primeiro teorema, mas,
adicionalmente, estabelece um sistema de equações para
encontrar a corrente por derivação sucessiva.

Teorias com simetrias localizadas gerais da pri-
meira ordem. É claro, as simetrias localizadas não
são somente do tipo interno. Por exemplo, é perfeita-
mente possível escrever teorias da gravidade mediante
a localização de simetrias que mudam também às co-
ordenadas do espaço-tempo; tais são, verbi gratia, o
teleparalelismo (com grupo das translações localizadas),
teorias de calibre do grupo de Poincaré (em particular, a
teoria de Einstein-Cartan), et cetera – vide, por exemplo,
a Ref. [20]. Sem ir muito longe, mostraremos o dito para
teorias da primeira ordem, com variações dependentes da
derivada do parâmetro até, também, a primeira ordem.
Dessa vez, é preciso incluir a variação das coordenadas,

∆xµ = dµaε
a + eµνa ∂νε

a. (116)

A corrente de Nöther é

jµa = − ∂P

∂(∂µu)aa −Pdµa , (117)

enquanto que a corrente infinitesimal possui a expressão

Jµ = jµa ε
a − ∂P

∂(∂µu)b
ρ
a∂ρε

a −Peµνa ∂νε
a. (118)

Tomando a divergência e agrupando termos:

∂µJ
µ = εa(∂µjµa ) + ∂µε

a

[
jµa − ∂ρ

(
∂P

∂(∂ρu)b
µ
a + Peρµa

)]
− ∂µ∂νε

a

(
∂P

∂(∂µu)b
ρ
a + Peµρa

)
. (119)

Por isso, definindo

Jµρ(1)a := ∂P

∂(∂µu)b
ρ
a + Peµρa , (120)

sob o cumprimento das equações de Euler-Lagrange ter-
se-á o sistema de equações de descida:

Jµρ(1)a = −Jρµ(1)a, jµa = ∂ρJ
ρµ
(1)a, ∂µj

µ
a = 0. (121)

Desejamos, por último, chamar a atenção ao fato de
que, na mecânica do ponto material, em que os índices
são somente temporais, é impossível ter-se um tensor
antissimétrico não nulo. O segundo teorema de Nöther,
então, implica, via as equações de descida, que a corrente
de Nöther tem de ser nula quando construída com
coordenadas físicas. Isto será exemplificado na seção 7.

É importante salientarmos também que as identidades
fornecidas pelo segundo teorema de Nöther reduzem o
número de equações de Euler-Lagrange independentes
de uma dada teoria, o que de forma geral leva ao
aparecimento de vínculos ao se passar ao formalismo
hamiltoniano, que é então uma tarefa não trivial8.
Como outrora, estes pontos e outros a mais serão
melhor visualizados ao considerarmos o exemplo da
seção 7. Antes disso, porém, enunciaremos o recíproco
do segundo teorema de Nöther.

Teorema 5 (Segundo teorema recíproco de Nöther).
Se, em um sistema de campos clássicos, existem r
identidades entre as derivadas funcionais da ação e suas
derivadas até da ordem k, então a funcional da ação
é invariante sob as transformações de um grupo de Lie
localizado G∞r, em que as variações dos campos contém
derivadas dos parâmetros até da ordem k.

Demonstração. Fixando a atenção no caso com k = 2
(a generalização é imediata), é hipótese do se-
gundo teorema recíproco a validade de, exatamente, a
Eq. (104). Definindo, pela identificação dos coeficientes
da mencionada expressão, a variação dos campos como
na Eq. (100), obter-se-á que o integrando da variação da
ação, ∆P+∂ρ(P∆xρ), é nulo, módulo uma divergência.
Integrando-a numa região Ω ⊆ R4 em cuja fronteira os
parâmetros e suas derivadas se anulam, encontrar-se-á a
desejada invariância da funcional da ação. Finalmente,
como no primeiro teorema recíproco, que as transfor-
mações constituem um grupo decorre da existência de,
exatamente, r identidades, que determinam as r trans-
formações linearmente independentes dos campos. ■

7. Princípio da Invariância de Calibre na
Mecânica do Ponto

Estudaremos, para iniciar, um exemplo da mecânica
do ponto, que nos servirá para introduzir o princípio
da invariância de calibre – geralmente, porém, como
veremos aqui, não necessariamente, introduzido só na
teoria do campo clássico – e estudar as consequências do
segundo teorema de Nöther.

8 O estabelecimento do formalismo hamiltoniano para sistemas
singulares (vinculados) pode ser realizado de diversas formas,
dentre as quais se destacam a abordagem de Dirac e a de Faddeev
e Jackiw – uma revisão deste último método na mecânica clássica
pode ser consultada, por exemplo, na Ref. [17].
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Consideremos a lagrangiana de duas partículas livres
de massas m1 e m2

L = 1
2m1v

2
1 + 1

2m2v
2
2 . (122)

Ela pode ser escrita em função da massa reduzida m
fazendo o escalamento das coordenadas segundo

r1 →
√

m2

m1 +m2
r1, r2 →

√
m1

m1 +m2
r2, (123)

com o qual

L = 1
2m(v2

1 + v2
2). (124)

Mais ainda, se introduzirmos as coordenadas complexas

r := 1√
2

(r1 + ir2), r∗ := 1√
2

(r1 − ir2), (125)

ter-se-á que

L = mv∗ · v. (126)

Está claro que essa lagrangiana possui a simetria por
transformações de fase, r → eiαr e r∗ → e−iαr∗, as
quais se escrevem infinitesimalmente como: ∆r = iαr e
∆r∗ = −iαr∗. A corrente conservada que corresponde a
tal simetria é

αj = −∂L
∂v
·∆r− ∂L

∂v∗ ·∆r∗ ⇒ j = im(r∗ ·v−v∗ ·r).
(127)

As transformações de fase das variáveis complexas cor-
respondem, evidentemente, às transformações segundo
o grupo SO(2) das coordenadas reais r1 e r2, isto é, às
transformações

r′
1 = cos(α)r1 − sin(α)r2, r′

2 = sin(α)r1 + cos(α)r2.
(128)

A transformação interna global (de parâmetro «α»
constante) até agora considerada, é uma simetria da
teoria livre. Weyl propôs que a teoria em interação pode
ser construída a partir dela por localização daquela:

Princípio da invariância de calibre: Se uma
(densidade) lagrangiana é invariante perante as trans-
formações do grupo de Lie (global) Gr, então deve sê-lo
também perante as transformações do grupo G∞r obtido
por localização do primeiro.

O grupo de calibre global da lagrangiana da Eq. (126)
é o grupo U(1). As correspondentes transformações de
fase locais, infinitesimalmente, se escrevem

∆r = iα(t)r, ∆r∗ = −iα(t)r∗. (129)

As transformações das velocidades são

∆v = idtαr + iαv, ∆v∗ = −idtαr∗ − iαv∗. (130)

Logo se vê que a lagrangiana não é invariante pelas
transformações escritas, pois ao calcular sua variação
obtemos

∆L = imdtα(v∗ · r − r∗ · v) = −jdtα ̸= 0. (131)

Destarte, a lagrangiana L não satisfaz o princípio da
invariância de calibre, e deve, como consequência, ser
modificada. Executando um paralelismo com o trata-
mento de Utiyama na teoria do campo clássico – vide
as Refs. [18, 19] –, introduzimos uma nova coordenada
A, chamada «coordenada de calibre», com a seguinte lei
de transformação:

∆A = α(UA) + dtα. (132)

O motivo para introduzirmos a variação de A depen-
dente da derivada do parâmetro α(t) é que, como
dissemos alhures, é impossível uma teoria (não trivial)
possuir a invariância local sem ao menos um dos campos
se transformar segundo a derivada dos parâmetros locali-
zados – o que, digamos de passagem, explica o resultado
da Eq. (131). A dependência é com a derivada de até
primeira ordem devido a que os termos que impedem
a lagrangiana ser invariante perante a transformação
local possuem a mesma dependência, Eq. (131). A teoria
invariante de calibre local será descrita pela lagrangiana
L′ = L′(r; r∗;v;v∗;A), com variação

∆L′ = ∂L′

∂r
·∆r + ∂L′

∂r∗ ·∆r∗ + ∂L′

∂v
·∆v

+ ∂L′

∂v∗ · v
∗ + ∂L′

∂A
∆A

= iα


∂L′

∂r
· r − ∂L′

∂r∗ · r
∗ + ∂L′

∂v
· v − ∂L′

∂v∗ · v
∗

− i∂L
′

∂A
(UA)


︸ ︷︷ ︸

(I)

+ idtα

(
∂L′

∂v
· r − ∂L′

∂v∗ · r
∗ − i∂L

′

∂A

)
︸ ︷︷ ︸

(II)

. (133)

Como o parâmetro α(t) e sua derivada, dtα(t), são
independentes, as duas expressões (I) e (II) na Eq. (133)
devem ser simultaneamente nulas.

(II) = 0. Comecemos estudando a condição de ser
(II) = 0. A equação que se obtém por essa imposição,

∂L′

∂A
= −i

(
∂L′

∂v
· r − ∂L′

∂v∗ · r
∗
)
, (134)

pode ser solucionada de forma recursiva (método de
aproximações sucessivas de Picard). Supondo que a
lagrangiana L′ pode ser obtida suavemente a partir da
L, com a qual se iguala quando A = 0, solucionemos a
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Eq. (134) colocando L em seu lado direito:

∂L′

∂A
= −im(v∗·r−v·r∗) ⇒ L′ = L−imA(v∗·r−v·r∗).

(135)
Colocando agora esta nova lagrangiana no lado direito
da Eq. (134) e solucionando para L′,

∂L′

∂A
= −im(v∗ · r − v · r∗) + 2mAr∗ · r

⇒ L′ = L− imA(v∗ · r − v · r∗) +mA2r∗ · r.
(136)

E como o novo termo não depende das velocidades, o
procedimento recursivo termina aqui.

Salientamos que o método recursivo aqui aplicado
pode ser diretamente transladado à teoria do campo
clássico. De fato, esse é um dos métodos para a cons-
trução das teorias de calibre, utilizado, por exemplo, na
Ref. [20]. Como explicado nesta referência, as teorias de
Yang-Mills possuem a agradável peculiaridade de, como
em nosso exemplo, o procedimento recursivo terminar
em um número finito de passos. No caso da gravidade,
por outro lado, o procedimento recursivo é infinito, o que
não significa que ele não possa ser resolvido: Denotando
por rj as componentes de todas as coordenadas (ou seja,
tanto de r quanto de r∗) e supondo que a lagrangiana L′

possa ser expandida em série de potências da coordenada
de calibre A,

L′(r; v;A) =
∑
n∈N0

1
n!A

nL(n), L(0) ≡ L, (137)

a Eq. (134) leva a

L(n+1) = −i∂L
(n)

∂vj
rj

= · · · = (−i)n+1 ∂n+1L

∂vj1 · · · ∂vjn+1
rj1 · · · rjn+1 ,

(138)

donde

L′(r; v;A) =
∑
n∈N0

(−i)nAn

n!
∂nL

∂vj1 · · · ∂vjn
rj1 · · · rjn

= L(r; v − iAr). (139)

Assim, ainda que o procedimento recursivo seja infinito,
o resultado em qualquer caso se reduz à chamada «pres-
crição do acoplamento mínimo», derivada pela primeira
vez por Utiyama para teorias de calibre gerais [18] e
segundo a qual:
Prescrição9 do acoplamento mínimo: A (densidade)
lagrangiana invariante perante as transformações de

9 Essa «prescrição» tem a categoria de um teorema na mecânica
do ponto material, pois nela não existe um análogo ao tensor de
Faraday da eletrodinâmica. Ela é uma prescrição, sim, na teoria
do campo clássico, pois presume que não há interação nenhuma
entre os campos de matéria e as derivadas dos campos de calibre,
condição que não segue do princípio da invariância de calibre. Mais
detalhes a este respeito serão dados na seção 10.

calibre locais se obtém pela substituição das derivadas
temporais dt pelas «derivadas covariantes» Dt definidas
como

Dt := dt − iA. (140)

Em particular, isto leva a substituir as velocidades v
pelas «velocidades covariantes» V :

L′(r; v;A) = L(r;V ), V = v − iAr. (141)

Um cálculo rápido permite verificar que a lagrangiana
da Eq. (136) se obtém da Eq. (126) pela substituição
mencionada.

(I) = 0. Uma vez que conhecemos a forma da nova
lagrangiana L′, a condição (I) = 0 permitirá fixar por
completo a lei de variação da coordenada de calibre A.
Com efeito, da Eq. (133) se vê que a presente condição é

∂L′

∂A
(UA)

= −i
(
∂L′

∂r
· r − ∂L′

∂r∗ · r
∗ + ∂L′

∂v
· v − ∂L′

∂v∗ · v
∗
)
.

(142)

Como o lado direito dessa equação é nulo uma vez que
se substitui nele a lagrangiana L′ da Eq. (136), deverá
ser (UA) = 0 e, por isso, a variação da coordenada de
calibre será

∆A = dtα. (143)

Isto permite justificar o nome «velocidade covariante»
da quantidade V definida na Eq. (141), pois sua varia-
ção é

∆V = ∆v−i∆Ar−iA∆r = iα(v−iAr) = iαV , (144)

ou seja, a velocidade covariante V se transforma, perante
uma transformação de calibre local, como o faz a
velocidade v perante uma global.

Sendo que temos já a teoria invariante de calibre global
e local para as coordenadas iniciais e sua interação com
a coordenada de calibre, é preciso procurarmos pela
lagrangiana da coordenada de calibre livre. Denotando-a
por LA = LA(A; ∂A), sua lei de transformação será

∆LA = ∂LA
∂A

∆A+ ∂LA
∂(dtA)dt∆A

= ∂LA
∂A

dtα+ ∂LA
∂(dtA)d

2
tα. (145)

Semelhante variação deveria ser nula para que a teoria
seja invariante de calibre local. Ora, a equação anterior
indica que isso só será possível se LA = 0, e a coordenada
de calibre não possuirá uma dinâmica própria. Em
outras palavras, a coordenada de calibre satisfará apenas
a equações de vínculos.
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A teoria invariante de calibre completa será, portanto,
a descrita pela lagrangiana

L′ = mv∗ ·v− imA(v∗ ·r−v ·r∗)+mA2r∗ ·r. (146)

No caso unidimensional, com r ≡ r, r∗ ≡ r∗ – caso parti-
cular que consideraremos mais detalhadamente abaixo –,
esta lagrangiana é equivalente à do modelo mecânico
de Christ-Lee com potencial nulo [21] – vide também
o Exemplo 4 na Ref. [17] para um tratamento hamilto-
niano. A aplicação do primeiro teorema de Nöther revela
que a corrente de Nöther dessa teoria é

j′ = im(v · r∗ − v∗ · r) + 2mAr∗ · r, (147)

que se conservará ao sujeitarmos as coordenadas às
equações do movimento. Escrevendo-a em função das
velocidades covariantes, a corrente de Nöther é

j′ = im(r∗ · V − r · V ∗). (148)

Daqui se observa que a nova corrente se obtém da
primeira, Eq. (127), pela substituição das quantidades
iniciais pelas covariantes.

Apliquemos agora o segundo teorema de Nöther.
Das leis de transformação das diversas coordenadas
envolvidas, pode-se identificar [vide a Eq. (100)]

ar = ir, br = 0;
ar∗ = −ir∗, br∗ = 0;

aA = 0, bA = 1.
(149)

Substituindo na Eq. (104), obtemos a expressão do
segundo teorema de Nöther:

ir · δA
′

δr
− ir∗ · δA

′

δr∗ = d

dt

(
δA ′

δA

)
, (150)

de forma que não todas as derivadas funcionais são inde-
pendentes, pois existe uma relação entre elas; como con-
sequência, há mais funções incógnitas do que equações,
donde haverá também uma liberdade de escolha de uma
daquelas (liberdade de calibre). Assim, se as equações
do movimento para A, r, r∗

1 e r∗
2 forem satisfeitas, a

relação anterior implica que, necessariamente, a equação
do movimento para r∗

3 será também, automaticamente,
satisfeita. Equivalentemente, qualquer uma das equações
do movimento para ri ou r∗

i pode ser escrita em função
das outras; porém, a equação do movimento para A, não,
pois ela aparece na tese do segundo teorema de Nöther
somente através de uma derivada temporal. Sendo assim,
embora uma coordenada pode ser, de fato, eliminada
por ser desnecessária para a descrição do sistema, tal
não pode ser a coordenada de calibre. Para exemplificar
isto, escrevemos as derivadas funcionais da ação de nosso

modelo particular, que são as seguintes10:

δA ′

δr∗ = −mdt(v − iAr) + imA(v − iAr), (151)

δA ′

δr
= −mdt(v∗ + iAr∗)− imA(v∗ + iAr∗), (152)

δA ′

δA
= im(r∗ · v − v∗ · r) + 2mAr∗ · r = j′. (153)

Supondo a validade das equações do movimento para r
e r∗, obter-se-ia, via o segundo teorema de Nöther, a lei
de conservação

dtj
′ = 0. (154)

Mas dela não se segue, de forma nenhuma, que seja
j′ = 0, que é a equação do movimento para A11.

Para mostrar a liberdade de escolha de uma das
funções incógnitas, reduziremos o problema até agora
exposto ao caso do espaço unidimensional. A equação
do movimento de A permite então obter12

A(t) = i

2

(
v∗

r∗ −
v

r

)
. (155)

Eliminaremos o desconhecimento da função r∗ exigindo
que seja

r∗(t) = f(t); v∗(t) = dtf(t). (156)

Substituindo as Eqs. (156) e (155) na equação do
movimento para r [Eq. (152)], obtém-se, sob a suposição
de ser f ̸= 0,

dtA = −iA2−2dtf
f
A+id

2
tf

f
; A(0) = i

2

(
dtf(0)
f(0) −

v0

r0

)
.

(157)
Esta é uma equação diferencial ordinária da primeira
ordem, cuja condição inicial decorre da definição de A
[Eq. (155)] – denotamos r0 = r(0) e v0 = v(0) –, e que
possui solução sob condições razoáveis de continuidade
de f . Uma vez obtida a função A(t), isolando em sua
expressão a coordenada r, ela poderá ser integrada:

v

r
= 2iA+ dtf

f

⇒ r(t) = r0 exp
{∫ t

0

(
2iA+ dtf

f

)
dt

}
. (158)

10 Note, além do mais, que as derivadas funcionais da ação
podem ser escritas de forma sucinta em função das quantidades
covariantes: As equações do movimento são

D2
t r = 0, (D∗

t )2r∗ = 0, r∗ · V = r · V ∗.

11 O que, de passagem, confirma o que dissemos no comentário
que segue à Eq. (121).
12 A dependência de A ∼ v/r permite interpretar a coordenada
de calibre como um análogo ao potencial de Liénard-Wiechert no
limite de velocidade lumínica infinita. Com efeito, na teoria do
campo, a invariância local perante o grupo U(1) é obtida com a
introdução do potencial eletromagnético.
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Destarte, uma multidão de possíveis movimentos são
possíveis para a coordenada r. Ainda mais, é claro que,
dadas condições iniciais r0, v0, r

∗
0 , v

∗
0 , existem infinitas

funções f(t) que podem ser escolhidas, pois r∗
0 e v∗

0 só
fixam os valores de f(0) e dtf(0), mas os valores de todas
as outras derivadas são completamente arbitrários. Para
exemplificar o dito, consideremos o seguinte caso:

Exemplo. Para as condições iniciais r∗
0 = a ̸= 0 e

v∗
0 = 0, é possível escolher, entre uma infinidade de

outras possibilidades, a função f(t) = a ou a f(t) = aet
2 .

Analisemos as duas escolhas.

(1) No primeiro caso, a equação diferencial para A será

dtA = −iA2; A(0) = − iv0

2r0
⇒ A = − i

t+ 2r0
v0

,

(159)
o qual, substituído na Eq. (158), leva à solução

r(t) = v2
0

4r0

(
t+ 2r0

v0

)2
. (160)

(2) No segundo caso, por outro lado, a equação dife-
rencial para A será

dtA = −iA2 − 4tA+ 4it2 + 2i, (161)

cuja solução, sujeita à condição inicial escrita na
Eq. (159), é

A = 2it− i

t+ 2r0
v0

, (162)

que leva, por sua vez, ao movimento para r(t) dado
por

r(t) = v2
0

4r0
e−t2

(
t+ 2r0

v0

)2
, (163)

o qual difere do resultado da Eq. (160) pelo
fator e−t2 , tornando o movimento completamente
diferente: Num caso, a coordenada r(t) cresce
infinitamente com o avanço do tempo, noutro,
tende assintoticamente a zero. Numa palavra, as
condições iniciais não determinam univocamente a
evolução posterior das coordenadas.

Este fato ilustra perfeitamente uma característica
geral dos sistemas invariantes de calibre locais: Como há
mais funções incógnitas que equações (algumas equações
do movimento são identidades pelo segundo teorema de
Nöther), o problema dos valores iniciais não está bem
definido até que o calibre tenha sido fixado, ou seja, até
que condições fixadoras das funções arbitrárias tenham
sido escolhidas13.

13 Na teoria do campo, é consequência disto que os campos de
calibre somente podem ser quantizados uma vez que o calibre
tenha sido fixado.

O caráter vinculado destas teorias, que é também
uma característica geral, se observa igualmente em nosso
exemplo: Como a derivada temporal da coordenada de
calibre não aparece na lagrangiana, o momento canoni-
camente conjugado que lhe corresponde é nulo, e o passo
ao formalismo hamiltoniano não é trivial. De fato, como
pode-se ver na Ref. [17], a fixação do calibre é igualmente
essencial para a obtenção de uma hamiltoniana.

8. Eletrodinâmica de Maxwell

Nesta seção estudaremos as consequências dos teoremas
de Nöther na eletrodinâmica de Maxwell, considerando
o campo de Dirac como o campo de matéria.

§ Construção da teoria: O campo de Dirac possui
a seguinte densidade lagrangiana livre:

LD = ψ

(
i

2
←→
/∂ −m

)
ψ, (164)

da qual se derivam as equações do movimento

(i/∂ −m)ψ = 0 ∧ ψ(i
←−
/∂ +m) = 0. (165)

É imediato reconhecer que a densidade lagrangiana da
Eq. (164) é invariante perante as transformações de fase

ψ → eiαψ, ψ → e−iαψ, (166)

com α ∈ R, que constituem o grupo U(1). Essa in-
variância de calibre global pode ser localizada fazendo
uso da prescrição do acoplamento mínimo de Utiyama,
analogamente ao que foi realizado no modelo mecânico
estudado anteriormente: Introduzindo um campo de
calibre Aµ, com a lei de transformação local

∆Aµ(x) = 1
e
∂µα(x), (167)

e substituindo em LD as derivadas ordinárias dos
campos pelas derivadas covariantes,

Dµψ := ∂µψ − ieAµψ, Dµψ := ∂µψ + ieAµψ, (168)

obtém-se a densidade lagrangiana de matéria e interação

LD+int = ψ

(
i

2
←→
/D −m

)
ψ

= ψ

(
i

2
←→
/∂ −m

)
ψ + eAµψγ

µψ. (169)

Como no caso mecânico, devemos ainda examinar a
possibilidade de estabelecer uma densidade lagrangi-
ana para o campo de calibre Aµ, a qual deverá ser,
forçosamente, invariante de calibre local – e, como
consequência, também global. Suponhamos, pois, que
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a tal densidade lagrangiana seja da primeira ordem:
LA = LA(A; ∂A). Sua variação é

∆LA = ∂LA

∂Aµ
∆Aµ + ∂LA

∂(∂νAµ)∂ν∆Aµ

= 1
e

∂LA

∂Aµ
∂µα+ 1

2e

(
∂LA

∂(∂νAµ) + ∂LA

∂(∂µAν)

)
∂µ∂να.

(170)

A condição de nulidade de LA implica então, devido
à independência entre ∂α e ∂∂α, que: (1) O campo de
calibre é não massivo, pois

∂LA

∂Aµ
= 0, (171)

e que (2) LA é função somente do «tensor de Faraday»

Fµν := ∂µAν − ∂νAµ, (172)

pois

∂LA

∂(∂νAµ) + ∂LA

∂(∂µAν) = 0. (173)

A densidade lagrangiana mais simples que pode ser cons-
truída satisfazendo essas características é a conhecida
densidade lagrangiana da eletrodinâmica de Maxwell:

LA = −1
4FµνF

µν . (174)

Pelos motivos assim expostos, a densidade lagrangiana
completa da eletrodinâmica fermiônica de Maxwell é

L = ψ

(
i

2
←→
/∂ −m

)
ψ + eAµψγ

µψ − 1
4FµνF

µν . (175)

E, por construção, é invariante de calibre pelo grupo
U(1) localizado.

§ Equações do movimento e segundo teorema de
Nöther: As derivadas funcionais da ação em relação
aos três campos participantes são

δA

δψ
= −ψ(i

←−
/∂ +m) + eψ /A, (176)

δA

δψ
= (i/∂ −m)ψ + e /Aψ, (177)

δA

δAρ
= eψγρψ + ∂σF

σρ = eψγρψ + □Aρ − ∂σ∂ρAσ.

(178)

Dessas decorrem as equações do movimento

(i/∂ −m)ψ = −e /Aψ, ψ(i
←−
/∂ +m) = eψ /A,

∂σF
σρ = −eψγρψ.

(179)

A corrente de Nöther associada à simetria de calibre
pode ser encontrada por aplicação direta do primeiro

teorema. Contudo, resulta mais fácil aplicar as equações
de descida. Reconhecendo das variações dos campos, por
comparação com a Eq. (100), que

aψ = iψ, aψ = −iψ, aAµ
= 0;

bψ = 0, bψ = 0, bAµ
= 1
e
,

(180)

da Eq. (111) tem-se que o sistema de equações de descida
começa com o tensor antissimétrico

Jµρ(1) = 1
e

∂L

∂(∂µAρ)
= −1

e
Fµρ. (181)

Aplicando então a Eq. (114):

jµ = ∂ρJ
ρµ
(1) = −1

e
∂ρF

ρµ. (182)

Finalmente, como as equações de descida se satisfazem
sob o cumprimento das equações do movimento, pode-
mos susbtituir aqui a Eq. (179), do qual obtemos

jµ = ψγµψ, ∂µj
µ = 0. (183)

A equação de continuidade é consequência da Eq. (115).
Com as Eqs. (176)–(178) e (180) é também possível
escrever a tese do segundo teorema de Nöther, que, após
simplificação, se iguala a

∂µ∂ρF
ρµ = 0. (184)

Integrando esta equação num volume Ω ⊆ R4 e apli-
cando o teorema de Ostrogradskii-Gauss,∮

∂Ω
dσµ∂ρF

ρµ = 0 ⇒
∮
∂Ω
dσµj

µ = 0, (185)

em que a segunda equação foi obtida usando as equações
do movimento. Essa é, pois, a lei integral de conservação
da corrente jµ.

§ Tensor canônico de energia-momento: Ao ser
aplicada uma translação espaço-temporal por um vetor
constante, as transformações das coordenadas e campos
são as seguintes:

∆xµ = εµ, ∆ψ = −εµ∂µψ,
∆ψ = −εµ∂µψ, ∆Aσ = −εµ∂µAσ.

(186)

Com o uso dessas e da densidade lagrangiana da
Eq. (175) é possível verificar, por cálculo direto, que é
satisfeita a equação diferencial de Lie, Eq. (9), o que
significa que a translação pelo vetor constante representa
uma simetria da eletrodinâmica fermiônica. Logo, como
indicado pela Eq. (44), a corrente de Nöther associada é
o tensor canônico de energia-momento

Θµ
ρ = ∂L

∂(∂µψ)∂ρψ + ∂ρψ
∂L

∂(∂µψ)

+ ∂L

∂(∂µAσ)∂ρAσ −L δµρ

= (Θψ)µρ + (ΘA)µρ + (Θint)µρ, (187)
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com os tensores canônicos de energia-momento do campo
fermiônico, do eletromagnético e o de interação dados,
respectivamente, pelas expressões

(Θψ)µρ = i

2ψγ
µ←→∂ ρψ −

i

2ψ
←→
/∂ ψδµρ +mψψδµρ , (188)

(ΘA)µρ = −Fµσ∂ρAσ + 1
4FλτF

λτδµρ , (189)

(Θint)µρ = −eAσψγσψδµρ . (190)

Sob transformações de calibre esses tensores possuem as
seguintes variações:

∆(Θψ)µρ = −ψγµψ∂ρα+ ψγσψ∂σαδ
µ
ρ , (191)

∆(ΘA)µρ = −1
e
Fµσ∂ρ∂σα, (192)

∆(Θint)µρ = −ψγσψ∂σαδµρ . (193)

Assim, sob transformações de calibre o tensor canônico
de energia-momento completo tem variação

∆Θµ
ρ = −ψγµψ∂ρα−

1
e
Fµσ∂ρ∂σα ̸= 0. (194)

Como pode-se ver, os termos que não permitem a Θµ
ρ ser

invariante de calibre provêm dos termos não simétricos
nos índices µ e ρ de (Θψ)µρ e (ΘA)µρ. Contudo, isso não
representa dificuldade alguma para a escrituração das
leis de conservação, pois, usando a regra de derivação de
um produto, é possível escrever a Eq. (194) como

∆Θµ
ρ =

{
−ψγµψ − 1

e
∂σF

σµ

}
∂ρα− ∂σ

(
1
e
Fµσ∂ρα

)
.

(195)
Ora, o termo entre chaves é nulo sob o cumprimento das
equações do movimento – as quais são, por outro lado,
essenciais para escrever as leis de conservação, como
decorre do primeiro teorema de Nöther –, Eq. (179).
Destarte, a variação de calibre do tensor canônico de
energia-momento reduz-se a uma divergência, a qual
não tem influência alguma na expressão das quantidades
conservadas:

Pρ =
∫
V

Θ0
ρd

3x, (196)

pois, sendo Fµσ antissimétrico, ter-se-á que

∆Pρ =
∫
V

∆Θ0
ρd

3x = −1
e

∫
V

∂σ
(
F 0σ∂ρα

)
d3x

= −1
e

∫
V

∂i
(
F 0i∂ρα

)
d3x, (197)

integral na qual já é possível aplicar o teorema de
Ostrogradskii-Gauss para obter

∆Pρ = −1
e

∮
∂V

F 0i∂ραdσi, (198)

que é nula sob condições de fronteira (ou assintóticas)
apropriadas.

É precisamente por esse argumento que ao tensor
canônico de energia-momento pode ser adicionada a
divergência ∂σB

σµ
ρ de um tensor antissimétrico nos

índices σ e µ: Sua presença não muda as quantidades
conservadas. Este fato pode ser usado, por exemplo,
para obter um tensor de energia-momento invariante de
calibre. A Eq. (195) sugere que isto pode ser atingido
escolhendo

Bσµρ = FµσAρ

⇒ ∂σB
σµ
ρ = ∂σ(FµσAρ) = eψγµψAρ + Fµσ∂σAρ,

(199)

em que a última igualdade foi obtida pelo uso das
equações do movimento. Usando-as novamente, o novo
tensor de energia-momento pode ser escrito como

Tµρ =
(
i

2ψγ
µ←→∂ ρψ + eψγµψAρ

)
+ FµσFσρ + 1

4FλτF
λτδµρ , (200)

o qual é invariante de calibre, ∆Tµρ = 0. Finalmente,
este tensor ainda não é simétrico nos termos interparen-
téticos.

Nota-se que uma vez que as quantidades conservadas
são invariantes de calibre, não haveria, em princípio,
problema em ter um tensor de energia-momento não
invariante de calibre e não simétrico. Tal ocorrência
é problemática, entretanto, do ponto de vista da gra-
vitação de Einstein, se se deseja interpretar o tensor
Θµ

ρ como a fonte do campo gravítico. Com efeito, se
a fonte for dependente de calibre, o campo de gravidade
a que daria lugar dependeria também da escolha das
condições de calibre; isto já o remediamos passando ao
tensor Tµρ . Além do mais, a mencionada fonte material
da relatividade geral tem sua própria definição, segundo
a qual é axiomaticamente simétrica14. O método que
permite obter um tensor de energia-momento simétrico
é o método de Belinfante e Rosenfeld, que se baseia nos
argumentos prévios para definir

Tµν := Θµν+∂ρBρµν , Bρµν = 1
2 (Sρµν + Sµνρ + Sνµρ) ,

(201)

14 Este argumento somente é válido para a teoria da gravitação
de Einstein e generalizações dela em que a geometria efetiva
do espaço-tempo é pseudo-riemanniana. Em teorias como a de
Einstein-Cartan (ou, vista como uma teoria de campos de calibre
associada ao grupo de Poincaré, a de Kibble-Sciama), em que
o espaço-tempo pode ter torsão não nula, o tensor de energia-
momento que é fonte do campo gravítico não é, em geral, simétrico.
Por outro lado, o uso de fontes gravitacionais fermiônicas apresenta
uma dificuldade adicional: O tensor de energia-momento calculado
no formalismo das tétradas – o que é essencial para poder abordar
a teoria (geométrica) em presença de férmions – é em geral não
simétrico; isto estabelece uma relação geral entre o spin da matéria
e a torsão do espaço-tempo, visível nas equações do movimento de
Einstein-Cartan-Kibble-Sciama. Na teoria de relatividade geral,
tal dificuldade é superada simplesmente definindo como a fonte
do campo gravitacional a parte simétrica do tensor obtido [23].
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com Sµνρ o «tensor do spin de posto 3», definido como a
parte explicitamente independente das coordenadas da
corrente de Nöther associada à invariância sob transfor-
mações de Lorentz,

yµ = xµ + ωµνxν , v(y) = u(x) + 1
2ω

µν(Uµνu)(x),
(202)

que para teorias da primeira ordem se lê

Sµνα = ∂L

∂(∂µu) (Uναu). (203)

Este método, não obstante eficaz quando aplicado a
teorias livres ou em interação para sistemas fechados,
não consegue simetrizar o tensor de energia-momento
de uma teoria de calibre em interação geral quando a
dinâmica de alguns dos campos é desconsiderada [24].
Vejamos, pois, para compreender o assim mencionado,
mais em detalhe o procedimento de Belinfante-Rosenfeld
e apliquemo-lo ao campo de Dirac, tanto livre como em
interação.

9. Procedimento de Belinfante-Rosenfeld

Comecemos por determinar, de forma geral, as correntes
de Nöther associadas à invariância (global) da ação
sob transformações do grupo (ortócrono e próprio) de
Lorentz. Denotando por ωµν = −ωνµ os seis parâmetros
do grupo, as coordenadas e campos transformam-se
segundo a Eq. (202).

§ Álgebra do grupo de Lorentz: A álgebra
do grupo de Lorentz pode ser encontrada da seguinte
maneira: consideremos duas transformações de Lorentz
infinitesimais, Λ1 e Λ2, respectivamente caracterizadas
pelos parâmetros ωµν1 e ωρσ2 . A aplicação sucessiva
de Λ1 seguida da de Λ2, leva às transformações das
coordenadas e campos segundo

zµ = xµ + (ωµρ1 + ωµρ2 + ωµν2 ω ρ
1ν )xρ, (204)

w(z) = u(x) + 1
2(ωµν1 + ωµν2 )(Uµνu)(x)

+ 1
4ω

µν
1 ωρσ2 (UρσUµνu)(x). (205)

A aplicação na ordem inversa, isto é, de Λ2 primeiro e
Λ1 depois, leva a

z′µ = xµ + (ωµρ1 + ωµρ2 + ωµν1 ω ρ
2ν )xρ+, (206)

w′(z′) = u(x) + 1
2(ωµν1 + ωµν2 )(Uµνu)(x)

+ 1
4ω

µν
1 ωρσ2 (UµνUρσu)(x). (207)

Porém, segundo a Eq. (204), a transformação Λ2Λ1 que
leva ao campo w(z) da Eq. (205) é uma transformação
de Lorentz caracterizada pelos parâmetros ωµρ1 + ωµρ2 +
ωµν2 ω ρ

1ν , de modo que poder-se-ia também escrever

w(z) = u(x)+ 1
2(ωλτ1 +ωλτ2 +ωλη2 ω τ

1η )(Uλτu)(x). (208)

E, semelhantemente, por graça da Eq. (206), é possível
escrever o campo w′(z′) como

w′(z′) = u(x) + 1
2(ωλτ1 + ωλτ2 + ωλη1 ω τ

2η )(Uλτu)(x).
(209)

Portanto, a diferença w(z)−w′(z′) pode ser escrita quer
usando as Eqs. (205) e (207), quer as Eqs. (208) e (209).
Da igualdade de ambas possíveis expressões, obtém-se
que

1
4(ωµν1 ωρσ2 ) ([Uρσ;Uµν ]u) (x)

= 1
2(ωλη2 ω τ

1η − ω
λη
1 ω τ

2η )(Uλτu)(x)

= 1
4ω

µν
1 ωρσ2 ({gµσUρν − gνσUρµ

− gρνUµσ + gρµUνσ}u)(x), (210)

do qual é imediato reconhecer que a álgebra de comuta-
dores dos geradores Uµν é

[Uρσ;Uµν ] = −gρνUµσ + gρµUνσ − gσνUρµ + gσµUρν ,
(211)

que é a álgebra do grupo de Lorentz.

§ Tensor do momento angular: Suponhamos que
a funcional da ação A de um conjunto de campos u
é invariante sob as transformações de Lorentz acima
descritas. Escrevendo a ≡ (λτ), substituindo as relações

δu = 1
2ω

λτ (Uλτu),

∆xµ = 1
2ω

λτ (Xλτx)ρ ⇒ (Xλτx)ρ = δρλxτ − δ
ρ
τxλ

(212)

na Eq. (29), que é a expressão do primeiro teorema de
Nöther, teremos que

δA

δu
[(Uλτu)− (∂λuxτ − ∂τuxλ)]

= ∂µ

{
(Θµ

λxτ −Θµ
τxλ)

−
(

∂P

∂(∂µu) − ∂ν
∂P

∂(∂µ∂νu)

)
(Uλτu)

− ∂P

∂(∂µ∂νu) [∂ν(Uλτu)− (∂λugντ − ∂τugνλ)]
}
.

(213)

De forma que, sob o cumprimento das equações do
movimento, obter-se-á a lei de continuidade do «tensor
do momento angular de posto 3»:

∂µM
µ
λτ = 0, Mµ

λτ := −(Θµ
λxτ −Θµ

τxλ) + Sµλτ ,
(214)
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com o «tensor do spin de posto 3»

Sµλτ :=
(

∂P

∂(∂µu) − ∂ν
∂P

∂(∂µ∂νu)

)
(Uλτu)

+ ∂P

∂(∂µ∂νu) [∂ν(Uλτu)− (∂λugντ − ∂τugνλ)] .

(215)

Da lei de continuidade para Mµ
λτ , aplicando a divergên-

cia a seus termos e usando a lei de continuidade para o
tensor canônico de energia-momento – sob a suposição,
é claro, de que o sistema exibe também a invariância sob
translações –, encontra-se que

∂µM
µ
λτ = −(Θτλ −Θλτ ) + ∂µS

µ
λτ

⇒ ∂µS
µ
λτ = Θτλ −Θλτ ,

(216)

e assim o tensor de spin será, ele mesmo, separadamente
conservado se e somente se o tensor canônico de energia-
momento for simétrico. Ou, dito de outro modo, sempre
que a divergência do tensor de spin for diferente de zero,
o tensor canônico de energia-momento não poderá ser
simétrico.

Consideremos agora uma modificação do tipo

Tτλ = Θτλ + ∂ρB
ρ
τλ , Bρτλ = −Bτρλ. (217)

Como já provamos, as quantidades conservadas associ-
adas a Tτλ e Θτλ são as mesmas. Isolando da equação
anterior Θτλ = Tτλ−∂ρBρτλ e substituindo na Eq. (214),

Mµ
λτ = Tµτ xλ − T

µ
λ xτ + xτ∂ρB

ρµ
λ

− xλ∂ρBρµτ + Sµλτ
= Tµτ xλ − T

µ
λ xτ + Sµλτ − (Bµλτ −B

µ
τλ)

+ ∂ρ(xτBρµλ − xλB
ρµ
τ ). (218)

Definindo o tensor modificado do momento angular de
posto 3 como

Jµλτ := Mµ
λτ − ∂ρ(xτB

ρµ
λ − xλB

ρµ
τ ), (219)

que leva às mesmas quantidades conservadas que o
original pelo mesmo argumento que o apresentado para o
tensor modificado da energia-momento, e introduzindo-o
na Eq. (218), obtemos

Jµλτ = Tµτ xλ−T
µ
λ xτ +Sµλτ − (Bµλτ −B

µ
τλ). (220)

Se, finalmente, exigirmos que o tensor Bµλτ seja de tal
forma a satisfazer à relação

Sµλτ = Bµλτ −B
µ
τλ , (221)

então obteremos que o tensor modificado do momento
angular é exatamente o momento do tensor modificado
de energia-momento, condição essa que define univoca-
mente o tensor de energia-momento [22]

Jµλτ = Tµτ xλ − T
µ
λ xτ . (222)

Sendo assim, a lei de continuidade para Jµλτ implica
imediatamente a simetria de Tλτ :

∂µJ
µ
λτ = 0 ⇒ Tλτ = Tτλ. (223)

Finalizando, a Eq. (221) permite encontrar explicita-
mente o tensor Bµλτ : Efetuando permutações cíclicas
nos índices da citada equação e somando ou subtraindo
os termos convenientemente, é possível isolar

Bµτλ = 1
2(Sµτλ + Sτλµ − Sλµτ ), (224)

que é exatamente a Eq. (201) – levando em consideração
a antissimetria de S nos seus últimos dois índices.
Esta argumentação prova, assim, que o procedimento de
Belinfante-Rosenfeld permite a simetrização do tensor
da energia-momento também para teorias da segunda
ordem.

9.1. Tensor simétrico da energia-momento do
campo de Dirac livre

O tensor canônico da energia-momento do campo de
Dirac livre, calculado diretamente a partir da densidade
lagrangiana da Eq. (164), é

Θµ
ρ = i

2ψγ
µ←→∂ ρψ − ψ

(
i

2
←→
/∂ −m

)
ψδµρ . (225)

Sob o cumprimento das equações do movimento livres –
e somente das livres, pois em interação as equações do
movimento são outras e o tensor de energia-momento
adota uma forma diferente [vide a subseção 9.2] –,

Θµ
ρ = i

2ψγ
µ←→∂ ρψ. (226)

Como este tensor não é simétrico, aplicar-lhe-emos o
método de Belinfante-Rosenfeld, para o qual precisamos
calcular o tensor do spin, e ainda antes desse, precisamos
conhecer os geradores do grupo de Lorentz na represen-
tação que age sobre os campos de Dirac.

§ Geradores do grupo de Lorentz: Determinare-
mos quais são os geradores Uλτ do grupo de Lorentz que
agem sobre os campos de Dirac fazendo uso do fato que
a transformação S(Λ) satisfaz à seguinte relação:

S(Λ)−1γµS(Λ) = Λµνγν , (227)

a qual é condição necessária e suficiente para que o termo
bilinear envolvendo a derivada na densidade lagrangiana
de Dirac seja invariante de Lorentz. Expandindo até
termos da primeira ordem,

S(Λ) = 1 + 1
2ω

ρσUρσ, Λµν = δµν + ωµν , (228)

a Eq. (227) implica que

γµ + 1
2ω

ρσ(γµUρσ − Uρσγµ)

= γµ + ωµνγ
ν

= γµ + 1
2ω

ρσ(δµρ gσν − δµσgρν)γν , (229)
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do que decorre que

[γµ;Uρσ] = δµρ γσ − δµσγρ. (230)

Usando da álgebra de Clifford satisfeita pelas matrizes
de Dirac para escrever δµσ = 1

2{γ
µ; γσ} e analogamente

para δµρ , obtém-se

[γµ;Uρσ] = 1
2 (γµγργσ + γργ

µγσ − γµγσγρ − γσγµγρ)

= 1
2 [γµ; [γρ; γσ]] + (δµσγρ − δµρ γσ)

= 1
2 [γµ; [γρ; γσ]]− [γµ;Uρσ]. (231)

E dessa equação já é possível identificar

Uρσ = 1
4[γρ; γσ]. (232)

§ Tensor do spin de posto 3: Substituindo as
Eqs. (164) e (232) na Eq. (203), calculamos

Sµτλ = ∂LD

∂(∂µψ) (Uτλψ)− (ψUτλ) ∂LD

∂(∂µψ)

= i

8ψ{γ
µ; [γτ ; γλ]}ψ. (233)

Usando a álgebra das matrizes de Dirac, é possível provar
que

{γµ; [γτ ; γλ]} = 2(γτγλγµ − γµγλγτ ), (234)

de modo que obtemos a forma final:

Sµτλ = i

4ψ(γτγλγµ − γµγλγτ )ψ. (235)

§ Tensor simétrico da energia-momento: Com
o tensor do spin recém-calculado, passaremos a obter
a forma simetrizada do tensor canônico da energia-
momento. Para tal, devemos primeiramente calcular o
tensor de Belinfante-Rosenfeld

Bµτλ = 1
2(Sµτλ + Sτλµ − Sλµτ ) = i

8ψb
µτλψ, (236)

com

bµτλ = γτγλγµ − γµγλγτ + γλγµγτ − γτγµγλ

− γµγτγλ + γλγτγµ. (237)

Fazendo uso repetido da álgebra das matrizes de Dirac,
a expressão anterior pode ser simplificada em

bµτλ = γτγλγµ − γµγλγτ . (238)

Substituindo na Eq. (236), tomando a divergência em
relação ao índice µ e usando a álgebra das matrizes

de Dirac de forma a obter, sempre que for possível,
derivadas contraídas com matrizes de Dirac,

∂µB
µτλ = i

4ψ
(
γλ
←→
∂ τ − γτ

←→
∂ λ

)
ψ + i

8ψ
←−
/∂ [γτ ; γλ]ψ

+ i

8ψ[γτ ; γλ]/∂ψ. (239)

Finalmente, usando as equações de Dirac para escrever
iγµ∂µψ = mψ e i∂µψγµ = −mψ, os dois últimos termos
da equação anterior se cancelam, e obtém-se

∂µB
µτλ = i

4ψ
(
γλ
←→
∂ τ − γτ

←→
∂ λ

)
ψ. (240)

Assim, substituindo as Eqs. (226) e (240) na Eq. (201),
obtemos o tensor simetrizado de energia-momento para
o campo de Dirac livre:

T τλ = Θτλ+∂µBµτλ = i

4ψ
(
γτ
←→
∂ λ + γλ

←→
∂ τ

)
ψ. (241)

Como podemos ver, ele resulta ser, simplesmente, a parte
simétrica do tensor canônico de energia-momento. Essa
é uma peculiaridade da teoria de Dirac, que se explica
pelo fato do tensor do spin de posto 3 ser completamente
antissimétrico; com efeito, tal característica implica,
segundo a Eq. (216), que a parte antissimétrica do
tensor canônico de energia-momento é proporcional à
divergência de um tensor do tipo requerido para que as
quantidades conservadas não mudem se tal divergência
é removida. Por outro lado, como essa não é uma
característica geral, o resultado não se aplica a outras
teorias15.

9.2. Aplicação do método de
Belinfante-Rosenfeld à eletrodinâmica
fermiônica

Para terminar essa seção, desejamos ainda aplicar o
procedimento de Belinfante-Rosenfeld à eletrodinâmica
fermiônica, com a finalidade de determinar sob quais
circunstâncias o mencionado método não tem sucesso
em simetrizar o tensor da energia-momento, assim como
os motivos pelos quais isso ocorre.

Para começar, o tensor canônico de energia-momento
para a eletrodinâmica fermiônica, dado nas Eqs. (187)–
(190), se reduz, sob o cumprimento das equações do
movimento [Eq. (179)], à forma

Θµρ = i

2ψγ
µ←→∂ ρψ − Fµσ∂ρAσ + 1

4FλτF
λτgµρ. (242)

Por outro lado, como já conhecemos os geradores do
grupo de Lorentz que agem sobre os campos de Dirac
[Eq. (232)], que passaremos a denotar por Uψλτ , enquanto

15 Note, além do mais, que o mencionado resultado não era
previsível e, por isso, foi necessário fazer o cálculo do tensor do
spin de posto 3 para o campo de Dirac livre.
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que para o campo eletromagnético são

A′µ = (δµν + ωµν )Aν =
[
δµν + 1

2ω
λτ (UAλτ )µν

]
Aν

⇒ (UAλτ )µν = δµλgτν − δ
µ
τ gλν , (243)

podemos calcular o tensor do spin de posto 3,

Sµτλ = ∂L

∂(∂µψ) (Uψτλψ)− (ψUψτλ) ∂L

∂(∂µψ)

+ ∂L

∂(∂µAρ)
(UAτλ)ρσAσ, (244)

com L a densidade lagrangiana da Eq. (175). Obtém-se

Sµτλ = (Sψ)µτλ + (SA)µτλ, (245)

com (Sψ)µτλ a parte provinda dos termos em L que
correspondem à densidade lagrangiana do campo de
Dirac, e dado na Eq. (235), e

(SA)µτλ = −Fµτ Aλ + FµλAτ (246)

a provinda dos termos correspondentes à densidade
lagrangiana de Maxwell. Além disso, note-se que a
separação feita é possível devido a que o tensor do
spin depende exclusivamente dos termos derivativos na
densidade lagrangiana – vide a Eq. (244) –, sendo que
o termo de interação não possui derivada em relação
a campo algum16. Prosseguindo com o método de
Belinfante-Rosenfeld, o tensor Bµτλ cuja divergência há
de adicionar-se ao tensor canônico de energia-momento
é calculado pela Eq. (224):

Bµτλ = (Bψ)µτλ + (BA)µτλ, (247)

com (Bψ)µτλ obtido pelas Eqs. (236) e (238):

(Bψ)µτλ = i

8ψ(γτγλγµ − γµγλγτ )ψ, (248)

e

(BA)µτλ = −FµτAλ. (249)

A divergência desses tensores são, um dado pela
Eq. (239), o outro

∂µ(BA)µτλ = −∂µFµτAλ − Fµτ∂µAλ. (250)

Deste modo, o tensor de energia-momento de Belinfante-
Rosenfeld é

T τλ = i

4ψ(γλ
←→
∂ τ + γτ

←→
∂ λ)ψ + F τσFσλ + 1

4FρσF
ρσgτλ

+ i

8ψ
←−
/∂ [γτ ; γλ]ψ + i

8ψ[γτ ; γλ]/∂ψ − ∂σFστAλ.
(251)

16 Ainda no caso geral, embora seja possível que apareçam
derivadas do campo de matéria no termo de interação, não
aparecerá jamais a derivada do campo de calibre, se o acoplamento
é mínimo (tal condição é, verdadeiramente, a própria definição das
palavras «acoplamento mínimo»).

A primeira linha dessa equação, reconhecemos, é a
soma dos tensores simetrizados de energia-momento dos
campos de Dirac e eletromagnético livres; para tais
campos, precisamente, os termos da segunda linha se
anulariam por virtude das equações do movimento livres.
Como, entretanto, os campos agora estão em interação
[Eq. (179)], as equações do movimento não anulam
os mencionados termos. Dessa vez temos de substituir:
i/ψ = mψ − e /Aψ, iψ

←−
/∂ = −mψ + eψ /A e ∂σF

στ =
−eψγρψ, do que resulta

i

8ψ
←−
/∂ [γτ ; γλ]ψ + i

8ψ[γτ ; γλ]/∂ψ = 1
2eψ(Aτγλ −Aλγτ )ψ,

(252)
e

−∂σFστAλ = eψγτAλψ. (253)

Daqui vê-se que, já que nenhuma das Eqs. (252) ou (253)
é simétrica, se decidíssemos calcular o tensor de energia-
momento para o campo de Dirac em interação, sem
considerar os termos livres do campo eletromagnético,
ou vice-versa, o procedimento de Belinfante-Rosenfeld
não derivaria em um tensor simétrico. A explicação é
simples: Como o tensor do spin de posto 3 não é afetado
pelo termo de interação, o tensor Bµτλ é insensível à
presença de tal termo, sendo que, por outro lado, as
equações do movimento são outras. A soma completa,
finalmente, é

T τλ = i

4ψ(γλ
←→
∂ τ + γτ

←→
∂ λ)ψ + F τσFσλ + 1

4FρσF
ρσgτλ

+ 1
2eψ(Aτγλ +Aλγτ )ψ. (254)

Assim, o procedimento de Belinfante-Rosenfeld leva,
sim, a um tensor de energia-momento simétrico para o
sistema fechado, como esperado pelo desenvolvimento
teórico anteriormente mostrado.

10. Eletrodinâmica de Podolsky

Esta seção, dedicada à eletrodinâmica de Podolsky, nos
permitirá mostrar a grande variabilidade dos procedi-
mentos que podem ser usados em conjunção com os
teoremas de Nöther, permitindo visualizar seu alcance e
possibilidades. A teoria de Podolsky pode ser construída
como uma teoria de calibre livre da segunda ordem.

§ Densidade lagrangiana de Podolsky: Se, dife-
rentemente ao suposto na seção 8, consideramos que a
densidade lagrangiana do campo de calibre pode depen-
der não só das derivadas desse de até a primeira ordem
como também até a segunda17, LA = LA(A; ∂A; ∂∂A),

17 A construção de teorias de calibre da segunda ordem, pelo
método de Utiyama, para grupos de Lie de simetrias internas
gerais, é apresentada na Ref. [25].
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então a variação sob uma transformação de calibre local
será, em substituição da Eq. (170),

∆LA = ∂LA

∂Aµ
∆Aµ + ∂LA

∂(∂νAµ)∂ν∆Aµ

+ ∂LA

∂(∂ρ∂νAµ)∂ρ∂ν∆Aµ

= 1
e

∂LA

∂Aµ
∂µα+ 1

2e

(
∂LA

∂(∂νAµ) + ∂LA

∂(∂µAν)

)
∂µ∂να

+ 1
3e

(
∂LA

∂(∂ρ∂νAµ) + ∂LA

∂(∂ρ∂µAν)

+ ∂LA

∂(∂µ∂νAρ)

)
∂ρ∂ν∂µα. (255)

Logo vemos que a condição de invariância deriva nas
seguintes três relações:

∂LA

∂Aµ
= 0, (256)

∂LA

∂(∂νAµ) + ∂LA

∂(∂µAν) = 0, (257)

∂LA

∂(∂ρ∂νAµ) + ∂LA

∂(∂ρ∂µAν) + ∂LA

∂(∂µ∂νAρ)
= 0. (258)

As duas primeiras já as conhecemos: Elas indicam,
respectivamente, que o campo de calibre é não massivo
e que a dependência da densidade lagrangiana com suas
primeiras derivadas ocorre através do tensor de Faraday.
A Eq. (258), finalmente, indica que a dependência com
as segundas derivadas de Aµ acontece por meio do tensor

Gσλτ := ∂σ∂λAτ − ∂σ∂τAλ = ∂σFλτ . (259)

Uma densidade lagrangiana respeitando a esses requeri-
mentos é a que descreve à «eletrodinâmica de Podolsky»:

LA = −1
4FµνF

µν + a2

2 ∂
ρFµρ∂σF

µσ, (260)

com o «parâmetro de Podolsky» a ∈ R a ser determinado
fenomenologicamente18. Se bem que outras densidades
lagrangianas, igualmente quadráticas no tensor G, são
possíveis, pode-se provar que todas elas se diferenciam
da de Podolsky apenas por termos de superfície e
portanto lhe são físicamente equivalentes. Isto permite
estabelecer que o eletromagnetismo de Podolsky é a
generalização do eletromagnetismo de Maxwell mais
simples à segunda ordem.

§ Equações do movimento e segundo teorema de
Nöther: Com a densidade lagrangiana da Eq. (260)
calculamos as derivadas funcionais da ação:

δA

δAσ
= (1 + 2a2□)∂µFµσ. (261)

18 Por exemplo, na Ref. [26], seu valor é restringido a ser
menor que 2, 66 × 10−11 eV−1 pela comparação do cálculo do
momento magnético anômalo do elétron à terceira ordem da série
perturbativa (um loop) com o valor experimental.

As equações do movimento são obtidas por igualação a
zero da anterior derivada funcional; em função do campo
de calibre Aµ,

(1 + 2a2□)(□Aσ − ∂σ(∂A)) = 0. (262)

Por outro lado, para escrever a tese do segundo
teorema de Nöther, notamos primeiramente, por com-
paração com a Eq. (100), que

∆Aσ = 1
e
∂σα ⇒ (aσ) = 0, (bσ)ρ = 1

e
δρσ, (cσ)ρτ = 0.

(263)
Substituindo estes valores e a Eq. (261) na Eq. (104)
obtém-se que

∂ρ

(
(bσ)ρ δA

δAσ

)
= 0 ⇒ (1 + 2a2□)∂µ∂ρFµρ = 0,

(264)
mesmo sem o cumprimento das equações do movimento.
Já a lei de conservação que rege sob o cumprimento delas
pode ser obtida pelo sistema de equações de descida,
Eq. (114). Para estabelecê-lo, começamos calculando as
quantidades (Aσ)µ e (Bσ)µν da Eq. (107):

(Aσ)µ = (1 + 2a2□)Fµσ − a2∂σ∂ρF
µρ, (265)

(Bσ)µν = a2(gµσ∂ρF νρ + gνσ∂ρF
µρ − 2gµν∂ρFσρ).

(266)

Como (cσ)µν = 0, o sistema de equações de descida
começa com o tensor [vide a Eq. (112)]

Jµνρ(2) = −(Bσ)µρ(bσ)ν

= −a
2

e
(gµν∂τF ρτ + gρν∂τF

µτ − 2gµρ∂τF ντ ).
(267)

Tomando sua divergência em relação ao índice µ, obte-
mos a seguinte corrente:

Jνρ(1) = ∂µJ
µνρ
(2) = −a

2

e
∂τ (∂νF ρτ − 2∂ρF ντ ). (268)

Por divergência desta, finalmente, obtém-se a corrente
conservada

jρ = ∂νJ
νρ
(1) = −a

2

e
(∂τ□F ρτ ) e.d.m.= −1

e
∂µF

µρ. (269)

Destarte, a lei de continuidade ∂ρjρ = 0 leva à equação

∂µ∂ρF
µρ = 0, (270)

que é a mesma equação obtida na eletrodinâmica de
Maxwell, Eq. (184).

§ Tensor de energia-momento do campo de
Podolsky: A fórmula geral para o tensor de energia-
momento de uma teoria da segunda ordem aparece na
Eq. (16). Em função das quantidades (Aσ)µ e (Bσ)µν ,

Θµρ = −L gµρ − (Aσ)µ∂ρAσ + (Bσ)µν∂ρ∂νAσ. (271)
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Com a densidade lagrangiana de Podolsky e as
Eqs. (265) e (266), o cálculo direto permite encontrar,
após simplificação,

Θµρ = 1
4FλτF

λτgµρ − a2

2 ∂
σFλσ∂τF

λτgµρ

− (1 + 2a2□)Fµσ∂ρAσ
+ a2 (

∂λF
σλ∂ρF µ

σ − ∂λFσλ∂µ∂ρAσ
)

+ ∂σ
(
a2∂λF

µλ∂ρAσ
)
. (272)

É evidente que, tomando o limite a2 → 0 a equação
anterior corresponde ao tensor canônico de energia-
momento do campo de Maxwell, Eq. (189). Além do
mais, nota-se que o último termo, embora seja uma
divergência, não pode ser desconsiderado, pois o tensor
entre os parênteses não é antissimétrico nos índices σ
e µ, e por isso pode, sim, ter contribuição para as
componentes do vetor de energia-momento. Apesar de
Θµρ não ser invariante de calibre, quando uma destas
transformações é aplicada, a variação do mencionado
tensor é, sob o cumprimento das equações do movimento,

∆Θµρ = 1
e
∂σ

{
−(1 + 2a2□)Fµσ∂ρα+ a2∂λF

µλ∂ρ∂σα

− a2∂λF
σλ∂ρ∂µα

}
, (273)

ou seja, igual à divergência, em relação ao índice σ, de
um tensor antissimétrico em seus índices σ e µ. Como
consequência, o vetor de energia-momento, que são
as quantidades conservadas sob condições assintóticas
apropriadas, são invariantes de calibre.

Como o tensor encontrado não é simétrico, para
simetrizá-lo precisaremos aplicar o procedimento de
Belinfante-Rosenfeld, o qual começa com o cálculo do
tensor do spin, que para a teoria da segunda ordem,
tem a expressão mostrada na Eq. (215). Em função das
quantidades (Aσ)µ e (Bσ)µν , se escreve

Sµλτ = − (Aσ)µ(UλτA)σ + (Bσ)µν

· [∂ν(UλτA)σ − (∂λAσgντ − ∂τAσgνλ)] . (274)

Precisamos usar nela a Eq. (243), isto é,

(UλτA)µ = (Uλτ )µνAν = δµλAτ − δ
µ
τAλ. (275)

Após simplificação, o resultado é

Sµλτ =− (1 + 2a2□)FµλAτ + (1 + 2a2□)FµτAλ

− a2 (
∂λ∂ρF

µρAτ − ∂τ∂ρFµρAλ
)

+ 2a2 (
gµλ∂ρF

σρF τ
σ − gµτ∂ρFσρF λ

σ

− ∂ρF τρFλµ + ∂ρF
λρF τµ

)
− a2 (

gµλ∂ρF
σρ∂σA

τ − gµτ∂ρFσρ∂σAλ

− ∂ρF τρ∂λAµ + ∂ρF
λρ∂τAµ

)
. (276)

Reconhece-se, mais uma vez, que no limite em que
a2 → 0 o resultado anterior se iguala ao obtido para a

teoria de Maxwell, Eq. (246), que agora se vê modificado
pelos termos proporcionais ao quadrado do parâmetro de
Podolsky. A partir deste ponto, o procedimento pode ser
continuado, calculando o tensor de Belinfante-Rosenfeld,
sua divergência e adicionando-a ao tensor canônico de
energia-momento. É patente, contudo, que semelhante
procedimento não é facilmente aplicável devido à quan-
tidade de termos contidos no tensor do spin. Por isso,
desenvolveremos na seção 11 uma técnica alternativa
para o cálculo do tensor simétrico de energia-momento.

11. Relação do Tensor Canônico de
Energia-Momento com o Métrico

Nesta seção estabeleceremos a relação entre o tensor de
energia-momento derivado do teorema de Nöther – a que
se dá o adjetivo «canônico» – e aquele que se obtém na
teoria de relatividade geral – chamado «métrico». Segui-
remos para tanto a Ref. [31], estendendo os argumentos
para teorias da segunda ordem. Este estudo se justi-
fica não somente pelo interesse na teoria da gravidade
einsteniana, mas também (e principalmente) porque, o
vimos na seção anterior, o problema da simetrização
do tensor canônico de energia-momento pelo método de
Belinfante-Rosenfeld se complica rapidamente quando
a teoria é da ordem superior – não significando isto,
desejamos salientar, que o tal método seja inaplicável
a tais teorias. Outrossim, manteremos a discussão nas
teorias que descrevem o campo tensorial19.

Antes de iniciar o desenvolvimento do assunto, dese-
jamos salientar que o fato de que o tensor de energia-
momento se relacionar com a derivada funcional da ação
da matéria em relação ao campo métrico, gµν(x), não é
casualidade, mas tem uma origem física profunda que
pode ser compreendida à luz do já aprendido. Com
efeito, a teoria einsteniana possui como propriedade
fundamental a de ser invariante sob transformações
gerais de coordenadas (invariância sob difeomorfismos).
Infinitesimalmente, uma tal transformação das coorde-
nadas escreve-se

yµ = xµ + ξµ(x), ξµ ∈ C+∞(R4). (277)

Ora, não é difícil reconhecer que semelhante transfor-
mação poderia perfeitamente ser interpretada como uma
translação localizada. Logo a teoria invariante por esse
tipo de transformações é uma teoria de calibre associada
ao grupo das translações20. Por outro lado, a teoria geral

19 Como dissemos alhures, a consideração do campo fermiônico
requeriria a introdução do formalismo das tétradas; deixamos esse
ponto para o futuro.
20 Essa é a ideia central do teleparalelismo. Entretanto, é mister
mencionar que, embora qualquer transformação das coordenadas
esteja inclusa na Eq. (277) – por exemplo, a Eq. (277) bem poder-
se-ia entender, também, como uma transformação de Poincaré
localizada, escrevendo ωµ

ν (x)xν + εµ(x) ≡ ξµ(x) –, os diferentes
grupos de calibre que se têm associado à gravidade se diferenciam
na lei de transformação local dos campos. Nesta seção, as mudan-
ças dos campos são devidas só às mudanças das coordenadas, de
forma que tais diferenças não estarão presentes.
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dos campos de calibre de Utiyama tem-nos mostrado
que a fonte nas equações do movimento do campo de
calibre é igual à corrente conservada como consequência
da simetria da ação perante as transformações do grupo
de calibre – compare, por exemplo, as Eqs. (179) e (183)
para o caso eletromagnético –, o que significa que é
possível encontrar a corrente conservada por derivação
funcional, em relação ao campo de calibre, da parte da
ação que contém a matéria e a interação, donde, na teoria
de calibre do grupo das translações, a fonte do campo de
calibre (gravitacional) será igual à corrente conservada
pela simetria da ação perante as translações, isto é, por
definição, o tensor de energia-momento.

Consideremos, pois, um conjunto de campos (tenso-
riais) u, e consideremos igualmente o campo métrico
gρσ. Mantendo-nos no formalismo lagrangiano, a ação
invariante sob transformações gerais de coordenadas
requer escrever, já não P = L , senão

P =
√
−gL , (278)

com g = det(gρσ) o determinante da matriz cons-
tituída pelas componentes do campo métrico. Isto é
assim porque na passagem de um sistema cartesiano
de coordenadas {xµ} a um sistema curvilíneo {yµ}, o
elemento de volume muda segundo

dy =
∣∣∣∣∂y∂x

∣∣∣∣ dx = Jdx, (279)

com J = |∂y/∂x| o jacobiano da transformação de coor-
denadas. Tal jacobiano J pode ser calculado levando em
conta que o campo métrico gµν(y) no sistema curvilíneo
obtém-se a partir de g(0)ρσ, no sistema cartesiano {xµ},
através da relação

gµν(y) = ∂yµ

∂xρ
∂yν

∂xσ
g(0)ρσ, (280)

de modo que, tomando o determinante dessa equação,

1
g

= J2(−1) ⇒ J = 1√
−g

, (281)

em que o sinal positivo foi utilizado na extração da raiz
quadrada para que o elemento de volume seja sempre
positivo. A substituição deste resultado na Eq. (279)
prova que o elemento de volume invariante é

√
−gdx,

justificando a Eq. (278).
Colocando, pois, a Eq. (278) na (8), a variação da

ação é

δA =
∫

Ω

δA

δu
∆udx+

∫
Ω

δA

δgρσ
∆gρσdx

−
∮
∂Ω

[(
∂ν

∂P

∂(∂µ∂νu) −
∂P

∂(∂µu)

)
∆u

− ∂P

∂(∂µ∂νu)∂ν∆u
]
dσµ

−
∮
∂Ω

{[(
∂ν

∂P

∂(∂µ∂νgρσ) −
∂P

∂(∂µgρσ)

)
∆gρσ

− ∂P

∂(∂µ∂νgρσ)∂ν∆gρσ
]
−P∆xµ

}
dσµ. (282)

Definimos o «tensor métrico da energia-momento» como

T ρσ := 2√
−g

δA

δgρσ
, (283)

o qual é, como antes dizíamos, simétrico por definição.
Na Eq. (283),

δA =
∫

Ω

δA

δu
∆udx+

∫
Ω

1
2T

ρσ√−g∆gρσdx

+
∮
∂Ω

[(
∂P

∂(∂µu) − ∂ν
∂P

∂(∂µ∂νu)

)
∆u

+ ∂P

∂(∂µ∂νu)∂ν∆u+ P∆xµ
]
dσµ

−
∮
∂Ω

{[(
∂ν

∂P

∂(∂µ∂νgρσ) −
∂P

∂(∂µgρσ)

)
∆gρσ

− ∂P

∂(∂µ∂νgρσ)∂ν∆gρσ
]}

dσµ. (284)

Para continuar, usando a Eq. (277) na (280),

g′µν(y) = gµν(x) + ∂µξν(x) + ∂νξµ(x), (285)

de modo que, usando também que ∆xµ = ξµ, a variação
funcional do campo métrico é

∆gµν(x) = ∂µξν(x) + ∂νξµ(x)− ξλ(x)∂λgµν(x). (286)

Introduzindo os coeficientes de conexão

Γρλτ := 1
2g

ρσ (∂λgτσ + ∂τgσλ − ∂σgλτ ) , (287)

e as derivadas covariantes

∇µξν := ∂µξ
ν + Γνρµξρ, (288)

a variação funcional do campo métrico pode ser escrita
como21

∆gµν(x) = ∇µξν(x) +∇νξµ(x). (289)

Por isto, e como a conexão definida na Eq. (287) é
métrica, no sentido de satisfazer à equação ∇ρgµν = 0,
o segundo termo do lado direito da Eq. (284) é∫

Ω

1
2T

ρσ√−g∆gρσdx = −
∫

Ω
∇ρT ρσ

√
−gξσdx

+
∮
∂Ω
T ρσξσ

√
−gdσρ. (290)

21 Note, de passagem, que a condição de anulamento da variação
funcional da métrica corresponde à equação de Killing, a qual
determina as transformações de coordenadas que representam
simetrias do espaço-tempo em estudo.
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Na Eq. (284),

δA =
∫

Ω

δA

δu
∆udx−

∫
Ω
∇ρT ρσξσ

√
−gdx

+
∮
∂Ω

{
Tµρξρ

√
−g +

[(
∂P

∂(∂µu) − ∂ν
∂P

∂(∂µ∂νu)

)
·∆u+ ∂P

∂(∂µ∂νu)∂ν∆u+ Pξµ
]}

dσµ

−
∮
∂Ω

{(
∂ν

∂P

∂(∂µ∂νgρσ) −
∂P

∂(∂µgρσ)

)
∆gρσ

− ∂P

∂(∂µ∂νgρσ)∂ν∆gρσ
}
dσµ. (291)

Continuamos escrevendo, na segunda linha da equação
recém escrita, a forma explícita das variações dos campos
u. Como a transformação é uma translação localizada,
ter-se-á que

∆u(x) = δu(x)− ∂ρu(x)ξρ(x), (292)

em que δu(x) dependerá da natureza do campo: Se ele
é escalar, será δu(x) = 0, mas no caso geral em que ele
seja tensorial, δu dependerá das derivadas de ξµ(x) de
forma semelhante ao campo métrico [Eq. (285)].

Para a parte −∂ρuξρ da variação ∆u, o termo entre
os colchetes na segunda linha da Eq. (291) reduzir-se-á
ao tensor canônico de energia-momento, cuja definição
para teorias da segunda ordem foi dada na Eq. (16).
A substituição dessa relação, junto com a Eq. (286),
permite exprimir a variação da ação dependendo de
ξσ(x) e suas derivadas de até a terceira ordem. Com
efeito, denotando, como na Eq. (107),

Aµu := ∂ν
∂P

∂(∂µ∂νu) −
∂P

∂(∂µu) , Bµνu := ∂P

∂(∂µ∂νu) ,

Aµρσg := ∂ν
∂P

∂(∂µ∂νgρσ) −
∂P

∂(∂µgρσ) ,

Bµνρσg := ∂P

∂(∂µ∂νgρσ) , (293)

o cálculo permite transformar a Eq. (291) à equivalente

δA =
∫

Ω

δA

δu
∆udx−

∫
Ω
∇ρT ρσξσ

√
−gdx

+
∫

Ω
∂µ (−Aµuδu+Bµνu ∂νδu) dx

+
∫

Ω
(Hσξσ +Hµσ∂µξσ +Hµνσ∂µ∂νξσ

+Hµνρσ∂µ∂ν∂ρξσ) dx, (294)

com as quantidades

Hσ = ∂µ
(
Tµσ
√
−g−Θµσ+Aµρλg ∂σgρλ−Bµνρλg ∂ν∂

σgρλ
)
,

(295)

Hµσ = Tµσ
√
−g −Θµσ − ∂ρ (Bρµu ∂σu) + 2∂λAλµσg

−Aµρτg ∂σgρτ − ∂νBνµρλg ∂σgρλ− 2Bµνρλg ∂ν∂
σgρλ,

(296)

Hµνσ = Aµνσg +Aνµσg −∂λBλµνσg −∂λBλνµσ−Bµνρλg ∂σgρλ,
(297)

Hµνρσ = 1
3

(
Bµνρσg +Bµρνσg +Bνρµσg

)
. (298)

Em particular, estaremos interessados no limite em
que o campo métrico se torna constante (limite de
espaço-tempo plano), em que todas as derivadas do
campo métrico se anulam e

√
−g = 1. Em tal limite,

Hσ = ∂µ(Tµσ −Θµσ), (299)
Hµσ = Tµσ −Θµσ − ∂ρ(Bρµu ∂σu) + 2∂λAλµνg , (300)
Hµνσ = Aµνσg +Aνµσg − ∂λBλµνσg − ∂λBλνµσg , (301)

Hµνρσ = 1
3

(
Bµνρσg +Bµρνσg +Bνρµσg

)
, (302)

em que estarão presentes, é claro, só os termos que não
sejam nulos nos limites indicados.

Como a ação é invariante, por hipótese, perante a
translação localizada da Eq. (277), deverá ser δA = 0,
o que então implica, vista a independência de ξσ(x)
e de suas derivadas, que cada uma das quantidades
proporcionais a elas seja nula. Neste ponto será então
preciso explicitar qual seja a variação δu do campo
material, que aparece na segunda linha da Eq. (294),
uma vez que tal variação pode depender, ou não, das
derivadas de ξσ(x) até uma ordem relacionada com o
posto do campo tensorial u.

§ Campo escalar: No caso em que u é um campo
escalar se cumpre que

u′(y) = u(x) ⇒ δu = 0. (303)

A segunda linha da Eq. (294) encontra-se, pois, ausente
neste tipo de teoria.

§ Campo vetorial: Se uµ é um campo vetorial, sua
lei de transformação é

u′
µ(y) = ∂xν

∂yµ
uν(x) ⇒ δuµ = −∂µξνuν . (304)

A segunda linha da Eq. (294) adota a seguinte forma:

∫
Ω

{
∂ρ (Aρµu uσ −Bρνµu ∂νu

σ) ∂µξσ

+ 1
2

[
(Aµρu +Aρµu )uσ − ∂ρ ((Bρµνu +Bρνµu )uσ)

− (Bρµνu +Bρνµu ) ∂ρuσ
]
∂µ∂νξσ

− 1
3 (Bµνρu +Bµρνu +Bρνµu )uσ∂µ∂ν∂ρξσ

+ O(∂g; ∂∂g; ∂∂∂g)
}
dx. (305)
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§ Campo tensorial de posto 2: Caso uρλ seja um
campo tensorial de posto 2, sua lei de transformação será
a seguinte:

u′
µν(y) = ∂xρ

∂yµ
∂xλ

∂yν
uρλ(x)

⇒ δuµν =− ∂µξρuρν − ∂νξρuµρ.
(306)

Logo, a segunda linha da Eq. (294) será igual a∫
Ω

{
∂ρ

[
Aρµλu (uσλ + u σ

λ )

−Bρνµλu (∂νuσλ + ∂νu
σ
λ )

]
∂µξσ

+ 1
2

[ (
Aνµλu +Aµνλu

)
(uσλ + u σ

λ )

−
(
Bµρνλu +Bνρµλu

)
(∂ρuσλ + ∂ρu

σ
λ )

− ∂ρ
((
Bρνµλu +Bρµνλu

)
(uσλ + u σ

λ )
) ]
∂µ∂νξσ

− 1
3

[ (
Bµνρλu +Bρνµλu +Bµρνλu

)
(uσλ + u σ

λ )
]

· ∂µ∂ν∂ρξσ + O(∂g; ∂∂g; ∂∂∂g)
}
dx. (307)

Como se verifica nas Eqs. (305) e (307), qualquer
que seja a natureza do campo material u, no limite
de espaço-tempo plano a segunda linha da Eq. (294)
só contribui com termos que são proporcionais a ∂µξσ,
∂µ∂νξσ e ∂µ∂ν∂ρξσ, mas em nenhum caso contribui com
algum termo proporcional a ξσ. Por isto, em todos os
casos a imposição da invariância da ação sob translações
localizadas à Eq. (294), sob o cumprimento das equações
do movimento para u e as identidades de Bianchi (que
implicam que seja ∇ρT ρσ = 0 [32]), levará à identidade

Hσ = ∂µ(Tµσ −Θµσ) = 0. (308)

Essa é a relação crucial para a prova da equivalência
entre o tensor canônico de energia-momento e o métrico:
Como a divergência da diferença entre eles é nula,
já é evidente que, se um deles satisfaz à equação de
conservação, então o outro também o faz. Ademais, a
diferença entre eles terá de ser igual à divergência de um
tensor antissimétrico:

Tµσ −Θµσ = ∂ρY
ρµσ; Y ρµσ = −Y µρσ. (309)

Concluimos assim que os tensores de energia-momento
Tµσ e Θµσ são físicamente equivalentes, no sentido de
levarem às mesmas quantidades conservadas (vetor de
energia-momento).

Quanto ao anulamento dos termos proporcionais às
derivadas de ξσ até da terceira ordem, elas estabelecem
relações de possibilidade para as teorias da segunda or-
dem acopladas ao campo métrico. É claro, todavia, pelo
desenvolvimento feito, que tais condições dependerão da
natureza (posto) do campo tensorial u. Em particular,
analisaremos os termos proporcionais a ∂ξ.

§ Campo escalar: Como não há contribuição adici-
onal ao termo proporcional a ∂ξ, das Eqs. (300) e (309):

∂ρ(Bρµu ∂σu)− 2∂ρAρµσg = ∂ρY
ρµσ, (310)

isto é, que

∂ρ
(
Bρµu ∂σu− 2Aρµσg − Y ρµσ

)
= 0, (311)

e portanto se deduz a existência de um tensor Zλρµσ tal
que

Bρµu ∂σu−2Aρµσg −Y ρµσ = ∂λZ
λρµσ; Zλρµσ = −Zρλµσ.

(312)

§ Campo vetorial: Das Eqs. (300), (305) e (309),
para o campo vetorial:

∂ρ
(
Bρµλu ∂σuλ − 2Aρµσg

−Aρµu uσ +Bρνµu ∂νu
σ − Y ρµσ) = 0, (313)

donde se deduz, também, a existência de um tensor
Zλρµσ = −Zρλµσ tal que

Bρµλu ∂σuλ−2Aρµσg −Aρµu uσ+Bρνµu ∂νu
σ−Y ρµσ= ∂λZ

λρµσ.
(314)

§ Campo tensorial de posto 2: Por último, das
Eqs. (300), (307) e (309) encontra-se que, para o campo
tensorial,

∂ρ
[
Bρµλτu ∂σuλτ − 2Aρµσg −Aρµλu (uσλ + u σ

λ )
+Bρνµλu (∂νuσλ + ∂νu

σ
λ )− Y ρµσ

]
= 0.

(315)

Outra vez, deduz-se a existência de um tensor Zλρµσ =
−Zρλµσ tal que

Bρµλτu ∂σuλτ − 2Aρµσg −Aρµλu (uσλ + u σ
λ )

+Bρνµλu (∂νuσλ + ∂νu
σ
λ )− Y ρµσ = ∂λZ

λρµσ.

(316)

Tendo estabelecido desta forma a equivalência física
entre o tensor canônico de energia-momento e o métrico
no limite de espaço-tempo plano, a seguir derivaremos
o tensor métrico de energia-momento para a eletrodinâ-
mica de Maxwell e para a de Podolsky.

11.1. Tensor métrico de energia-momento do
campo de Maxwell

Utilizaremos nesse caso a densidade

P = −
√
−g
4 gµρgνσFµνFρσ. (317)

A princípio, o tensor de Faraday é agora Fµν = ∇µAν −
∇νAµ. Todavia, uma vez que os símbolos de Christoffel
são simétricos em seus dois índices inferiores –o que
significa que no espaço-tempo em consideração a torsão
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é nula–, é fácil mostrar que a derivação covariante, neste
caso, é irrelevante:

Fµν =
(
∂µAν − ΓρµνAρ

)
−

(
∂νAµ − ΓρνµAρ

)
= ∂µAν − ∂νAµ.

Essa parte da densidade P é, portanto, independente
do campo métrico. Logo, efetuando variações do campo
métrico, a ação muda segundo

δA =
∫

Ω
−
√
−g
4

[
∆gµρgνσFµνFρσ + gµρ∆gνσFµνFρσ

+ 1
2g

λτ∆gλτgµρgνσFµνFρσ
]
dx

=
∫

Ω

√
−g
4

(
FλσF τσ + F ρλF τ

ρ

− 1
2g

λτFµνF
µν

)
∆gλτdx. (318)

Daqui que a aplicação da Eq. (283) leva ao tensor
métrico de energia-momento

Tλτ = FλσF τσ −
1
4g

λτFµνF
µν , (319)

que é, como provado anteriormente, físicamente equi-
valente ao canônico, e que, ademais, já é simétrico e
invariante de calibre.

11.2. Tensor métrico de energia-momento do
campo de Podolsky

Usaremos agora a densidade

P =
√
−g

(
−1

4g
µρgνσFµνFρσ

+a2

2 g
ραgµβgσγ∇αFµρ∇σFβγ

)
. (320)

Desta vez, embora os tensores de Faraday sejam, como
no caso prévio, independentes do campo métrico, suas
derivadas covariantes não o são. De fato, ter-se-á que,
sob uma variação do campo métrico,

∆ (∇αFµρ) = −∆ΓεµαFερ −∆ΓεραFµε, (321)

com

∆Γεµα = 1
2g

εκ (∂µ∆gακ + ∂α∆gµκ − ∂κ∆gµα) + O(∂g).
(322)

Os termos nessa variação que dependem das derivadas do
campo métrico serão irrelevantes para nossos propósitos,
uma vez que estamos interessados no limite de espaço-
tempo plano. No mencionado limite, a variação da ação é

δA =
∫

Ω

√
−g
2

(
FλσF τσ −

1
4g

λτFµνF
µν

)
∆gλτdx

(323)

+ a2

2

∫
Ω

√
−g

{
∆gρα∂αFµρ∇σFµσ

+ ∆gµβ∂ρFµρ∂σF σ
β + ∆gσγ∂ρFµρ∂σFµγ

+ 1
2g

λτ∆gλτ∂ρFµρ∂σFµσ
}
dx (324)

+ a2

2

∫
Ω

√
−ggραgµβgσγ

·
{ (
−∆ΓεµαFερ −∆ΓεραFµε

)
∂σFβγ

+ ∂αFµρ
(
−∆ΓεβσFεγ −∆ΓεγσFβε

) }
dx.

(325)

O primeiro termo, Eq. (323), é o mesmo que já apareceu
na teoria de Maxwell, e sua contribuição ao tensor
de energia-momento é dado na Eq. (319). Quanto ao
termo da Eq. (324), a aplicação da relação ∆gµν =
−gµσgνρ∆gσρ permite obter sua contribuição:

Tλτ(1) = − a2
[ (
∂λFµτ + ∂τFµλ

)
∂σFµσ + ∂ρF

λρ∂σF
τσ

− 1
2g

λτ∂ρFµρ∂σF
µσ

]
. (326)

Finalmente, o uso da Eq. (322) na Eq. (325), após
integração por partes e eliminação de termos de su-
perfície sob as condições assintóticas de desvanecimento
das variações ∆g no infinito, permite obter também a
contribuição do mencionado termo:

Tλτ(2) = a2
[
− gλτ∂ρ (Fµρ∂σFµσ)

+ ∂ρ
(
Fλτ∂σF

τσ + F τρ∂σF
λσ

)
+ ∂λ (Fµτ∂ρFµρ) + ∂τ

(
Fµλ∂ρFµρ

) ]
. (327)

Juntando todas as partes, por último, chegamos ao
tensor de energia-momento do campo de Podolsky:

Tλτ =FλσF τσ −
1
4g

λτFµνF
µν − a2

2 g
λτ∂ρFµρ∂σF

µσ

+ a2
[
− gλτFµρ∂ρ∂σFµσ + ∂ρF

λρ∂σF
τσ

+ Fλρ∂ρ∂σF
τσ + F τρ∂ρ∂σF

λσ − F τρ∂λ∂σFρσ

− Fλρ∂τ∂σFρσ
]
. (328)

Este tensor, é patente, é simétrico e também invariante
de calibre, visto que depende únicamente do tensor de
Faraday e de suas derivadas.

12. Comentários Finais

Nesse artigo, mostramos, com apenas alguns tópicos
escolhidos, a enorme importância que os teoremas de
Nöther possuem nas diversas áreas da Física atual.
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Iniciamos formulando a teoria clássica do campo de
ordem (finita) qualquer, obtendo a equação diferencial
de Lie para as transformações que deixam invariante à
ação. Especializando para teorias da segunda ordem –
suficiente para ilustrar o procedimento geral –, mostra-
mos a forma em que o princípio da ação estacionária
de Ostrogradskii–Hamilton leva às equações do movi-
mento, quer elas sejam as de Euler–Lagrange, quando
P = L , quer as equações canônicas de Hamilton,
quando P = π∂oφ −H . Assim trabalhamos, seguindo
a Nöther, os formalismos lagrangiano e hamiltoniano
simultaneamente.

A seguir mostramos o primeiro teorema de Nöther,
que se reduz às conhecidas leis de conservação das
correntes de Nöther para campos físicos, satisfazendo
equações de continuidade e que levam, via a regra
integral de Leibniz, ao aparecimento das cargas de
Nöther, invariantes no tempo (conservadas) sob condi-
ções assintóticas de anulamento dos campos e de suas
primeiras derivadas no infinito espacial.

O primeiro teorema recíproco de Nöther foi então
enunciado e provado. Vale salientar que, como escreve-
mos claramente, ele tem por hipótese que

«r combinações linearmente independentes
das derivadas funcionais da ação se reduzem
a divergências.»

Isto é extremamente importante, pois tal hipótese é
diferente da de supor que existam r cargas conservadas
para campos físicos. Com efeito, após exemplificarmos
brevemente a aplicação dos teoremas para o campo
escalar relativístico real e o campo de Schrödinger,
passamos a estudar o problema de Kepler na mecânica
dos pontos. No formalismo lagrangiano, o vetor de
Laplace–Runge–Lenz, que junto à energia e o momento
angular determina de forma completa as órbitas no
problema de dois corpos, não pode ser relacionado a
uma simetria, pois sua derivada temporal não pode ser
escrita como combinação linear das derivadas funcionais
da ação, logo a tese do teorema recíproco de Nöther
não se aplica. Isto mostra que a lagrangiana não contém
todas as simetrias do sistema físico que descreve.

O formalismo hamiltoniano, por outro lado, as con-
tém, sim: O espaço das fases é capaz de acomodar
as simetrias dinâmicas inexpressíveis no espaço das
configurações. De sorte que o primeiro teorema recíproco
de Nöther sempre se aplica no formalismo hamiltoniano,
em que todas as simetrias estão presentes. Assim sendo,
no formalismo hamiltoniano, para campos físicos, a
existência de simetrias é equivalente à existência de
quantidades conservadas. Aqui, pois, pode-se escolher
livremente se se aceita como axioma (matemático) o
princípio de simetria (invariância) ou como axioma
(empírico) a lei de conservação: as duas escolhas tornam-
se logicamente equivalentes.

Além do mais, vimos que as correntes de Nöther são
geradoras de transformações canônicas e formam uma
álgebra de Lie fechada. Essa álgebra (de parênteses

de Poisson) é igual à álgebra (de comutadores) das
transformações das coordenadas e momentos. Isto é o
que permite encontrar a álgebra do grupo de simetrias
estudando a álgebra das correntes de Nöther.

Passando ao segundo teorema de Nöther e seu recí-
proco, em que o grupo de simetrias é localizado (depen-
dente do ponto), mostramos que em tais circunstâncias
é imperativo que ao menos um dos campos envolvidos
tenha sua variação dependente das derivadas dos parâ-
metros do grupo, pois se assim não fosse as equações de
Euler–Lagrange tornariam-se identidades.

Provamos que as identidades que derivam desse teo-
rema reduzem-se, para campos físicos, à mesma lei de
conservação do primeiro teorema, além de um conjunto
de equações de descida que permite construir a corrente
conservada por derivações sucessivas de um tensor an-
tissimétrico cujo posto depende da ordem da teoria. Em
particular, isto prova que na mecânica do ponto material
a corrente de Nöther é nula quando construída com
coordenadas físicas.

Finalmente, as identidades do segundo teorema de
Nöther levam também a uma redução do número de
equações de Euler–Lagrange independentes, isto é, ao
aparecimento de vínculos, pois torna em identidades
algumas delas, havendo então mais funções incógnitas
do que equações para determiná-las. Decorre disto que
as condições iniciais não determinam univocamente a
evolução posterior do sistema.

Isto foi explicitamente exemplificado no modelo me-
cânico de Christ–Lee com potencial nulo [requerimento
esse que pode perfeitamente ser relaxado adicionando
um potencial da forma V (r∗r)], que construímos par-
tindo do princípio da invariância de calibre e fazendo
um paralelismo com o método de Utiyama.

Na aplicação dos teoremas à eletrodinâmica fermi-
ônica de Maxwell, obtém-se, é conhecido, um tensor
canônico de energia-momento que não é nem simétrico
nem invariante de calibre. Introduzimos para solucionar
tais dificuldades o método de simetrização de Belinfante–
Rosenfeld, fazendo-o para teorias de até segunda or-
dem, mostrando dessa forma, construtivamente, que
tal procedimento lhes é aplicável com os resultados
desejados. Em qualquer caso, o procedimento consegue
simetrizar o tensor canônico de energia-momento sempre
que o sistema ao qual se aplica seja fechado, como
comprovamos explicitamente.

A eletrodinâmica de Podolsky foi construída esten-
dendo o método de Utiyama para conter teorias de
calibre livres da segunda ordem – seguindo a Ref. [25].
O cálculo de seu tensor canônico de energia-momento
simetrizado pelo método de Belinfante–Rosenfeld, con-
tudo, é um procedimento longo devido à grande quan-
tidade de termos contidos no tensor de spin. Por isso,
estudamos com detalhe a relação deste tensor simetri-
zado com o tensor métrico de energia-momento definido
na teoria da gravidade einsteniana (ou, equivalente-
mente, na teoria de calibre do grupo das translações).
Demonstramos que, para teorias de campos escalares,
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vetoriais e tensoriais de posto 2, de até segunda ordem,
os dois tensores efetivamente se equivalem, exceto pela
divergência de um tensor antissimétrico de posto 3; as
duas formas de calcular o tensor de energia-momento
são, assim, fisicamente equivalentes. Isto permitiu calcu-
lar de forma rápida os mencionados tensores tanto para
a eletrodinâmica de Maxwell quanto para a de Podolsky.

Finalizamos mencionando alguns pontos que não fo-
ram analisados neste artigo.

Ao longo do texto, tem-se usado como hipótese que
as variações dos campos – e de suas derivadas até uma
determinada ordem – se anulam no infinito. Isto é válido
em uma multidão de casos, porém não em todos. Um
exemplo notável é o tratamento da teoria da gravidade
de Einstein, em que o tensor métrico não se anula no
infinito; ainda em soluções «assintóticamente planas»,
como a de Schwarzschild, a métrica tende ao valor cons-
tante igual à metrica do espaço-tempo de Minkowski,
mas nunca ao valor nulo. Em tais circunstâncias, por
exemplo, se acrescenta à ação termos adicionais, como o
termo de York–Gibbons–Hawking.

Hipóteses semelhantes regem a validade do segundo
teorema de Nöther, em que os parâmetros e suas de-
rivadas se assumiram nulas na fronteira ∂Ω da região
Ω ⊆ R4. A tais transformações se conhece como «trans-
formações de calibre pequenas», em contraposição às
«transformações de calibre grandes», que não respeitam
à anterior condição. Em tais circunstâncias, os termos
de fronteira não podem ser desconsiderados.

Por último, desejamos salientar que a definição do
tensor métrico de energia-momento não deve ser con-
siderada a resposta definitiva à questão de como definir
semelhante grandeza. Um exemplo claro de que ela não
está isenta de dificuldades encontra-se nas teorias com
termos topológicos na ação – por exemplo, as teorias de
Chern-Simons –, pois tais termos, por serem independen-
tes da métrica, não contribuem para a derivada funcional
da ação em relação a esta. Fica claro que a construção
do tensor físico de energia-momento não é um assunto
trivial.

Não há dúvidas, esperamos ter deixado claro, de que
os teoremas de Nöther são ferramentas extremamente
poderosas para o estudo da Física e que suas aplicações
vão muito além do cálculo das cargas conservadas.
É justo, pois, reconhecer os desdobramentos a que eles
têm conduzido, alguns dos quais apontamos neste artigo.
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