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Neste artigo, faremos uma revisdo completa sobre os teoremas de Nother: O que diz respeito as simetrias globais,
o que se refere as locais e os correspondentes teoremas reciprocos. Exemplificamos estes teoremas aplicando-os a
diversas situacoes. Particularmente, mostramos, usando o exemplo do problema de Kepler, que o primeiro teorema
reciproco de Néther encontra sua maxima aplicabilidade somente no formalismo hamiltoniano em que as simetrias
dindmicas sfo realizaveis. Finalmente, expomos a relagdo que o tensor de energia-momento de Néther mantém
com o métrico. Complementamos a informagao expondo, em apéndice, a formulagdo de Lévy-Leblond—Jackiw que
visa unificar os dois teoremas.
Palavras-chave: Teoremas de Nother, teoria cldssica de campos, simetrias, teorias de calibre.

In this paper, we make a complete revision about Né&ther’s theorems: The one which refers to the global
symmetries, the theorem referring to the local ones, and the corresponding reciprocal theorems. We exemplify
these theorems by applying them to a variety of situations. Particularly, we show, through the example of Kepler’s
problem, that the first reciprocal Nother’s theorem finds its maximal applicability only in the Hamiltonian
formalism in which the dynamical symmetries are realizable. Finally, we expose the relation between Nother’s
energy-momentum tensor and the metric one. We complement the information by treating, in appendix, Lévy-

Leblond—Jackiw’s formulation that intends to unify the two theorems.
Keywords: Nother’s theorems, classical field theory, symmetries, gauge theories.

1. Introducgao

No ultimo século, a fisica tem experimentado um cres-
cente protagonismo do estudo das simetrias e quanti-
dades conservadas, utilizadas tanto no territério teérico
quanto no fenomenolégico para explicar uma série de
fenémenos e tentar dar-lhes uma significacdo profunda.
Semelhante estudo tem sido possivel gracas aos teoremas
publicados em 1918 pela matemadtica alema Amalie
Emmy Nother [Il 2] — cuja vida e contexto histérico
tém sido recentemente revisadas na Ref. [3] — e que
relacionam os dois conceitos mencionados tornando-os,
em um certo sentido, equivalentes, trazendo a fisica
as poderosas ferramentas da teoria matemadtica dos
grupos de Lie, a qual era, na época, ainda alheia a
literatura da fisica. Os logros alcangados com a utilizacao
destes sdo iniimeros e de variada natureza; por exemplo,
estabeleceu-se a relacao existente entre a homogeneidade
e isotropia do espago e do tempo (ou do espago-tempo)
com as leis de conservacdo da energia e do momento
(ou do tensor de energia-momento); encontrou-se uma
«explicacdo» a lei de conservacdo da carga elétrica
como devida a simetria de calibreﬂ pelo grupo U(1).
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1 Usamos a consumada traducdo ao portugués do termo inglés
gauge.
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Resultados tao importantes apontaram entao para uma
generalizagdo de método, que levou a ideia de que todas
as interagbes fundamentais descrevem-se por meio de
campos de calibre, ideia essa que perdura, por seu grande
sucesso, até os dias atuais. Via a disciplina conhecida
como algebra de correntes, assentada completamente nos
proprios teoremas de Nother, estabeleceu-se o grupo
de simetrias a ser usado como grupo de calibre na
cromodindmica quintica (QCD) para a descri¢io das
interagoes sub-hadronicas. Igualmente, a teoria de gra-
vitagdo de Einstein — que, por outro lado, motivou
o trabalho de Nother, especialmente para formular o
segundo teorema [I] — pode ser incorporada a esse
esquema geral, permitindo, além do mais, generaliza-
¢Oes naturais e novas possiveis diregoes de pesquisa,
incrementando notavelmente a compreensao que temos
desses fenomenog?] Outrossim, conceitos importantes da
fisica atual de particulas, como os de quebra espontanea
de simetria, modos de Goldstone, efeito Brout-Englert-
Higgs e outros, baseiam-se em aplica¢bes dos referidos
teoremas. Assim, como eles se encontram em grande

2 Salientamos, por exemplo, as criticas (construtivas) de Logunov
e colaboradores e suas tentativas por basear a teoria da gra-
vidade no estudo das quantidades conservadas, levando a uma
teoria (denominada «teoria relativistica da gravitagdo») que, no
momento presente, pelas limitagdes na precisdo das observagoes
astrondmicas, é indistinguivel da teoria einsteniana [4H0].
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parte dos desenvolvimentos atuais da fisica teérica, nao
é exagerado dizer, com Lederman e Hill [7], que (em
traducao livre) «o teorema de Nother é tdo importante
para a compreensao das leis dindmicas da natureza como
o teorema de Pitdgoras o é para o entendimento da
geometriay.

Este artigo estd devotado a uma minuciosa exposi¢ao
dos dois teoremas de Nother, tanto os diretos como os
(frequentemente esquecidos) reciprocos, e a um exame
de suas consequéncias, as quais sdo explicitamente
mostradas por via de exemplos. Acreditamos ser essa
tarefa de importancia devido ao pouco detalhe com
que geralmente sao abordados os mencionados teoremas,
escondendo sua riqueza e abrangéncia.

Comegamos expondo o formalismo variacional da
teoria do campo classico na segdo [2| ndo restringindo
a atencdo ao método lagrangiano, mas, como Nother
o fez, de forma geral, incluindo, além disso, a possi-
bilidade de tratar com teorias da segunda ordem nas
derivadas dos campos. O primeiro teorema de Nother
e seu reciproco sao o foco de atengao da secao [3] e as
primeiras aplicagbes do mesmo mostram-se na secao
Um exemplo importante, que revela fatos fundamentais
a respeito de tal teorema, é o do problema de Kepler,
tratado na se¢do [5] Na secdo [6] abordamos o segundo
teorema de Nother e seu reciproco, e sua estreita relagao
com as teorias de calibre é logo introduzida na segao [7}
em que se utiliza o modelo mecanico de Christ-Lee.
Tal ideia é aplicada a eletrodinamica de Maxwell na
se¢do [§ em acoplamento com o campo fermidnico de
Dirac. Precisando da simetrizacdo do tensor candnico
de energia-momento, dedicamos a se¢do [J] ao desen-
volvimento do método de Belinfante-Rosenfeld. Uma
generalizagdo possivel da eletrodindmica de Maxwell a
segunda ordem é a de Podolsky, que estudamos na
se¢do [I0] Uma vez que para teorias de ordem superior,
como a de Podolsky, o procedimento de Belinfante-
Rosenfeld se torna computacionalmente pouco atraente,
estudamos na secao 11| a relacao existente entre o tensor
canonico de energia-momento e o métrico, cujo calculo
é significativamente mais simples. Como se verd, todos
esses desenvolvimentos, embora diversos, podem ser en-
tendidos de forma unificada pela presenca constante dos
teoremas de Nother: E tal generalidade, precisamente, o
que os torna essenciais na fisica. A se¢io finalmente,
contém uma breve discussao a respeito das dificuldades
e topicos nao abordados no presente artigo.

2. Formalismo variacional da teoria do
campo classico

Abordaremos o estudo dos teoremas de Nother a partir
da perspectiva da teoria do campo classico. Isto nao é
perda de generalidade, pois o caso da mecanica pode ser
considerado, em primeira instdncia, suprimindo apenas
os argumentos espaciais dos campos, e considerando as
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coordenadas generalizadas como sendo, elas mesmas,
campos da coordenada temporal.

Considere o sistema de campos, conjuntamente carac-
terizados pela letra «u», cuja dindmica é determinada
pela funcdo & (z;u;0u;--- ;0™u) com n € N através da
funcional de acao

o (u) = /Q P(x;u;0u;- - ;0"u)de, (1)

na qual a integragdo se estende a regidao 2 do espaco-
tempo. A funcdo & pode ser a densidade lagrangiana
(caso em que os campos u = ¢ tém o réle de coordenadas
generalizadas), sua transformada de Legendre (caso em
que u € {p; 7} sdo os campos anteriores e seus momentos
conjugados), et cetera. A teoria do campo cldssico — o
mesmo que a maior parte da fisica cldssica (o motivo, ar-
gumentam alguns, é a inclinacao teleolégica dos homens
que a estabeleceram, ou a influéncia filoséfica que sobre
eles pesou) — estd regida por principios variacionais. Dafi
que a formulacao geral das propriedades do sistema de
campos classicos passa pelo estudo da variagdo da agao
perante transformagcées das coordenadas e campos envol-

vidos. Considere, entdo, as seguintes transformagéeﬁ
x—=y=z+ Az, ulr)—=v(r)=ul)+ Au(z), (2)

com Azx uma mudanca infinitesimal das coordenadas e
Awu uma mudanga infinitesimal do campo segundo sua
forma funcional. A variacdo total do campo, é claro, deve
incluir também a variacdo das coordenadas; ela é, em
primeira ordem,

ou(z) :=v(y) — u(x) =~ Au(z) + du(x)Az.  (3)

A variagdo da acéo é, por outro lado,

oA = P(y;v;0v; -+ ;9"v)dy

Q
- / P(x;u;0u;- - ;0" u)de. (4)
Q

A equacao recém escrita torna evidente que a funcéo
& nado muda, sendo que sao seus argumentos os que o
fazem. Por isso, quando escrevermos

0P = P(y;v;0v;- - ;0™) — P(x;u;0u; - -+ ;0™u)
AP + 0P Az, (5)

é claro que a variagio de & é consequéncia da variagdo
na forma funcional dos campos (AZ?) e nas coordenadas
(0P Ax). Se, além disso, fazemos na primeira integral
do lado direito da Eq. a mudanga de varidveis de
integracao y — x, obteremos:

St = {(@M@)’gi —ﬁ/z}dm. (6)

Q

3 Na notacdo que usaremos, a variagdo «A» é a que comumente
se denota «d», e que representa a variacdo das coordenadas e da
forma funcional do campo.
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Mas a Eq. implica que

9y
ox

= —eapyeet T == = 1+ 0Axz, (7)
de maneira que, substituindo na Eq. @,

=4 :/ (02 + P0Ax) dx :/ {AZ + 0(ZAz)} du.
Q ) ®)

Esta equagao é valida qualquer que seja a ordem da
fungdo £, isto é, qualquer que seja a maior ordem da
derivada do campo u que lhe sirva como argumento.
A exigéncia da invariancia da acdo sob as transformagoes
consideradas, em qualquer regiao do espaco-tempo, leva
a «equacao diferencial de Lie»:

AP + (P Azx) = 0. (9)

Esta equac@o ji contém a informacao completa neces-
saria para o estabelecimento dos teoremas de Nother.
Contudo, sua aplicacdo aos diversos problemas se sim-
plifica ao escrevé-la de forma que a dependéncia com
os campos seja explicita. Assumiremos, para tal, que
& é uma fungdo da segunda ordem — isto é suficiente
para exemplificar o procedimento geral; as equagoes e
correntes para as teorias de maior ordem sdo obtidas
por procedimentos analogos. Por definicéo,
07 07 oY

AP = %Au + MA(&L) + mA(@@u). (10)
Usando que A(Ju) = 0Au e que A(99u) = 00Aw, 0 uso
da regra de multiplicagdo do produto de duas fungdes
permite separar uma divergéncia na variagdo AZ?:

¥4
AP + (P Ax) = EAufé)J, (11)
com a derivada funcional da acdo em relagdo ao campo
0/ 07 0 07
— 0 =——0y=—=—+0,0, =, 12
v = a0 %a@ T a0y 12
e a corrente infinitesimal
07 07
b= » — A
7= (% omam ~ a007)
07
— ——0,Au— PAz". 1
3(8#3Vu)ay u— PNz (13)

Sera 1til escrever essas quantidades em fungao da varia-
¢ao total do campo. Da Eq. , tem-se que

0y (Au) = A(Oyu) = §(0yu) — 0,0, ulz”. (14)

Desse modo, a quantidade J pode ser escrita na forma:

oy 0P
'LL p— -
/ (01, 9(9,0,u) 8(5Hu)> ou
0P
-z w p
20,000 0(0,u) +© pr , (15)
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104 o0y
[T _
O (a@u) 8”a<auayu>)8"“

L_9Z
9(0,,0,u)

Substituindo as Egs. e na Eq. , chega-se a

que a variacao da agao é

0,0,u — P, (16)

o/
— _ _ P
0 _/ { ; (ou 8,)qu )

0P 0P
— I ApP _
o 0%, (a@u) 8”a<aﬂauu>>‘5”

07

Wé(@,u)} } dz. (17)

Nessa forma, a aplicagdo de principios variacionais a
acao leva a resultados imediatos.

Principio da agao estacionaria de Ostrogradskii-
Hamilton. Este principio define a forma funcional do
campo u como aquela que extremiza a acdo &/, sob
as condicoes de fronteira fixa, isto é, dados os valores
do campo e de suas derivadas até a ordem n — 1 (no
caso particular em estudo, até a primeira derivada) na
fronteira 02 da regido de integragdo. Em linguagem
formal:

u € campo flsico
& VAu € C*(R*) com Auly, =0= A(0u)|yq :
62/ =0 sob Az = 0.

Como a segunda linha da Eq. se iguala — segundo o
teorema de Ostrogradskii-Gauss — & integral de J sobre
a superficie 082, e J depende das quantidades Az, du e
4(0u) que se anulam na mencionada superficie, o princi-
pio da acao estacionaria se equivale ao cumprimento das
equagoes de Euler-Lagrange:

¥4 07 0L 07
0 0 4+ 0,0, = 0.
5u 0T aw T %o M 8(0,0,u)

(18)
Quando a fungdo & é a densidade lagrangiana, as

equagdes de Euler-Lagrange sdo exatamente as recém
escritas:

.ot 0.7 0. 0.
7 0 e L9 19,0, =0,
S dp  MOup) TV 0(0,0,) 19)
19

Quando, por outro lado, se trata da funcdo & =
w0 — H, com FH a densidade hamiltoniana, as
equagodes anteriores se reduzem as equacoes canonicas de
Hamilton. Com efeito, consideremos a teoria da primeira
ordem em que a velocidade Jyp € eliminada em favor do
momento 7, de forma que a densidade hamiltoniana é
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H(x;0;Vip;m; V). Como u € {p;7}, as Egs. (18) se
dividem em dois conjuntos:

o o0 o0

i = —— _— 2
4 oA oA
Pt = Te o S G

que sdo, ja o esperavamos, as equacoes canonicas de
Hamilton. Se a teoria lagrangiana é da segunda or-
dem, os momentos conjugados devem ser corretamente
definidos — e nao ha uma s, sendo diversas formas
de fazé-lo [10] [II]. Particularmente, seguindo a Ostro-
gradskii, definindo a densidade hamiltoniana canoénica
como a componente ©% do tensor candnico de energia-
momento, tem-se que

0.7 0.7 0%
= -0 -2V 0
(3(3080) 9(Rp) a(Vam) 0¥
0L 0L
+—9? —$+V-(8 ) 292
a(ae) ¢ aVanp) ¢ ) - (22

Como o tltimo termo é uma divergéncia espacial, as con-
digbes assintdticas usuais indicam que ele é irrelevante
para a acdo. Considerando os campos independentes ¢
e Oy, seus correspondentes momentos conjugados, 7 e

70, se definem como:

o 0L i 0L _ov 0L 0. 0L
C0p) @) T 0(Vep) a(@&(%’
pois entao a hamiltoniana adota a forma
o= / (ndop + 1°Rp — L) . (24)
1%

O procedimento entdao segue como no caso habitual,
obtendo-se as equagbes candnicas de Hamilton:

SH .,  6H

ot = on’ 30<P = PR (25)
Oy = —6—H 9o = — oH
0 5o " 6(0osp)”

Vemos desta forma que os dois formalismos — a saber,
o lagrangiano e o hamiltoniano —, podem ser simultane-
amente tratados, como o fez Nother originalmente [2].

3. Primeiro Teorema de Nother e seu
Reciproco

Teorema 1 (Primeiro teorema de Nother). Se a fun-
cional da acdo de um sistema de campos cldssicos €
invariante, para toda regido @ C R*, sob as transfor-
macoes de um grupo de Lie G, de r pardametros, entdo
r combinacoes linearmente independentes de derivadas
funcionais da agdo se reduzem a divergéncias.
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Demonstragio. Sejam {€%},er, — denotamos I, := {n €
Nin < r} — os pardmetros do grupo de Lie G,, e
sejam {Ug tacr, € {Xa}acr, 08 correspondentes geradores
nas representacoes que agem sobre os campos u € as
coordenadas x, respectivamente. Em uma palavra,

ou=e*(Ugu), Az =ce*(Xux). (26)

Como ¢é hipdtese do teorema a invariancia da acdo em
qualquer regido 2 do espago-tempo, deve-se considerar
a equacao diferencial de Lie, Eq. @, ou, equivalente-
mente, a anulagdo do integrando da Eq. . Nela, sera
necessario conhecer que

§(0yu) = A(Oyu) + 0,0, ula”
= 0,(Au) + 9,0, ulx”
= 0, (0u — Opulz”) + 0,0, ulz”
=" [0, (Ugu) — 0,ud, (X,x)"] . (27)

Com as Egs. e no integrando da Eq. , as

hipéteses do teorema implicam que

ea% [(Ugu) — 0pu(Xqz)?]
@ Iz o 0z _ oP
= a}t{(—) p(XaCC) (8(8uu) aya(auauu)) (Uau)
0 )
50,0, 0o Uat) = B0, (Xo2) ]} . 28)

Como, finalmente, os pardmetros €* sao linearmente
independentes, pode-se tomar cada um deles diferente
de zero por vez, com todos os outros nulos, o que leva a
estabelecer que, Va € I,

o/
S [(Ua) = Bu( X))
07 07
= ® P -
A o) K
07
—_— — Xax)?] ¢ . 2
o5 V) (X} (29)

Esta é a tese que desejavamos provar. |

Em particular, se os campos sdo campos fisicos, no
sentido da definicdo pelo principio da acdo estaciondria,
entao o lado esquerdo da Eq. é nulo, e o primeiro
teorema de Nother implica a existéncia de r correntes jg,
denominadas «correntes de Nother» e definidas segundo:

0P Y
2(0,u) a”a(auayu)) (Uau)

jau = ®Hp(Xﬂx)p - (

0 p
= a0 (O Uet) = 0pudn(Xax)], - (30)

satisfazendo as equagoes de continuidade:

Vacl.: 8,,"=0. (31)
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Separando a componente temporal das espaciais e inte-
grando num volume tridimensional (espacial) V,

/aojaOdSm:/ V~jad3m:/ Jo - do, (32)
1% 1% ov

em que temos usado o teorema de Ostrogradskii-Gauss
para obter a ultima igualdade. Da primeira integral pode
ser extraida a derivada temporal com o uso da regra
integral de Leibniz, segundo a qual:

Regra integral de Leibniz: Se f : R? — R ¢ uma
funcdo continua com derivada parcial 01 f continua em
uma regido [t1;ta] X [a;b], entdo, para t € [t1;ta],

b b
%/f(t;x)dxz/alf(t;x)dx. (33)

Para ver a prova deste teorema, consequéncia do
teorema fundamental do cédlculo, e uma generalizacdo
em que os limites de integragdo a e b sdo substituidos
por fungdes continuas a(t) e b(t), vide, por exemplo, a
segdo 4.9 da Ref. [9)].

Em virtude da regra de Leibniz, a Eq. adota a
forma de uma lei de conservagao:

dQ, .
= a” d , 4
dt /avJ 7 (34)

com
Q. = / j0d3x (35)
1%

a a-ésima «carga de Nother» contida no volume V. Em
particular, se o volume V se estende ao espaco R3, a
carga de Nother se mantém constante sob a suposicao de
desvanecimento dos campos cléssicos e de suas primeiras
derivadas no infinito (condigdes assintéticas).

Teorema 2 (Primeiro teorema reciproco de Nother).
Se, em um sistema de campos cldssicos, r combinagoes
linearmente independentes de derivadas funcionais da
agdo se reduzem a divergéncias, entdo a funcional da
acdo que lhes corresponde € invariante sob as transfor-
magoes de um grupo de Lie G, de r parametros para toda
regido Q) C R*.

Demonstrag¢do. Suponhamos, por hipétese do teorema,
que sao satisfeitas as identidades

Bpint = palmiu:ow) L (ael),  (36)

ou

com g (x;u;0u) fungdes diferencidveis em relagdo a «
ao menos duas vezes. Introduzimos um conjunto de r
pardmetros numéricos {€%},¢s,. e as notagoes

Au = e%pq(x; u; 0u), (37)

w02 02
A= {”a * (a@u) T @0 )
0P
S -
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Por célculo direto pode-se entdao provar que, colocando

as Eqgs. e na expressao

AP +0,(PAc?)
07 0P 07
S N W N LA W
au 2T 3@ AT ga,ayu A
49, PAa? + PO, A, (39)
obtém-se a identidade
IV ERCIND
([0 0P 0P
- { (au ~ %@ ma(mw) &

-0, (10)

cujo lado direito é nulo por hipétese do teorema, uma
vez que a expressao interparentética se identifica com a
derivada funcional da acdo — vide as Egs. e (36).
Por isto, qualquer que seja a regido Q C R*, a integral
do lado esquerdo da Eq. estendida a ela sera nula:

/ (AP +0,(PNxP)} dx = 0. (41)
Q

Ora, essa é precisamente a variacgdo da funcional da
acao do sistema quando os campos e as coordenadas
sao submetidos as transformacgoes das Eqgs. e ,
respectivamente — vide a Eq. . Do qual infere-se que
a funcional da agado é invariante sob as transformacoes
assim definidas.

As transformagoes sdo, até esse ponto, conhecidas s
infinitesimalmente. Porém, as Eqgs. e estabe-
lecem um sistema de equagoes diferenciais a partir do
qual podem ser encontradas as transformacoes finitas,
isto é, a evolugao das coordenadas e campos com os
pardmetros £®. Daqui se vé que tais transformagoes sao
continuas por construgdo. Que elas formam um grupo
se deriva, finalmente, do fato de haver r combinagoes
linearmente independentes de derivadas funcionais da
acdo que se reduzem a divergéncias. Com efeito, se as
tais transformacoes nao formassem um grupo, entao a
aplicacao de duas delas poderia levar a uma nova trans-
formacao, linearmente independente das outras, sob a
qual a funcional da acdo seria novamente invariante, e
haveria entdo r + 1 combinacdes linearmente indepen-
dentes de derivadas funcionais da acdo que se reduzem
a divergéncias, e assim por diante, contradizendo a
hipotese do teorema. |

4. Exemplos de Aplicacao do Primeiro
Teorema de Nother e de seu
Reciproco

4.1. Tensor candnico de energia-momento

Consideremos a translagdo espago-temporal por um
vetor constante; as transformagcoes das coordenadas e
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campos que lhe correspondem sao

y=z+e, v(y)=u(x), (42)
que se condizem com
(Xoa)? = 38, (Ugu) = 0. (43)

Substituindo estas relagoes na Eq. (30), obtém-se que a
corrente de Nother associada as translagdes é o «tensor
de energia-momento candnico»:

Jot = 0", (44)

As correspondentes cargas de Nother sdo as componen-
tes do «vetor de energia-momento»:

dp, ,
P, = / Q° d*x, =— [ ©do;. (45)
v dt av

Invariancia sob translagdes. De forma semelhante,
pode-se ilustrar o primeiro teorema reciproco de Nother
com o exemplo inverso. Consideremos o campo escalar
real u(z), descrito pela densidade lagrangiana

1 1
&L = —0udu — —m*u. (46)
2 2
Suponhamos que se sabe que o tensor canénico de

energia-momento,

1
O, = 9" udyu — 504 (Qudu —m*u®),  (47)

é conservado. Em virtude do primeiro teorema reciproco
de Nother, existird uma simetria tal que o tensor cand-
nico de energia-momento é a corrente de Nother que lhe
corresponde, sempre que a divergéncia deste possa ser
escrita como combinacao linear das derivadas funcionais
da agdo. Ora, neste exemplo ha apenas um campo, e por
isso a unica derivada funcional da acao é

% = —(O+m?u. (48)

Por outro lado, tomando a divergéncia da Eq. ,
obtém-se
ol

9,0", = (O+m*)ud,u = —3PUE. (49)

A comparacao com a Eq. permite identificar que

¢, = —0pu. Com o uso das Egs. , e ,

finalmente, descobrimos que sdo as transformagoes

ou=0, Ar=c¢ (50)
as que constituem a simetria da acdo que deriva na
conservagao do tensor canodnico da energia-momento.
A transformacao mostrada, reconhece-se, é a translagao
pelo vetor constante €.
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4.2. Campo de Schrédinger

Consideremos como exemplo o campo de Schréodinger
(fungdo de onda), 1, e seu complexo conjugado, 1*,
sujeitos a satisfazer as equagoes de Schrédinger:

- I Gh(a) + Vte) = i),
51
i v ()

_ 7v2 * V * — _ h

L (@) V(@) (@) = i
Como é bem conhecido, uma das razoes sobre as quais
assenta-se a interpretagdo de Copenhagen da funcdo
de onda como amplitude de probabilidade é o fato de
que, multiplicando a primeira das Egs. por ¥* e a
segunda por ), entdo subtraindo os resultados, obtém-
se, apos algumas aplicagoes da regra da derivacao de um
produto, a equacgao de continuidade:

D) = V- § S5 (VY = V) =0, (52)
a qual permite escrever a seguinte «lei de conservagao
da probabilidade»:

i * 3. ﬁ * _ * .
& [vdte= [ Shwrve-vetn)-do. (53)

Em particular, se a fungdo de onda — e por conse-
guinte também seu complexo conjugado — se anula no
infinito espacial, entdo a integral do lado direito se
anula, e a Eq. (53) identifica-se com a conservacio no
tempo da probabilidade total do evento descrito por
P - comumenteﬂ expresso como: «a probabilidade de
encontrar a particula em algum ponto do Universo deve
ser sempre igual & unidade». Além disso, sob as condi¢oes
assintéticas recém enunciadas, a equagao acima indica
que a normalizacdo da funcdo de onda se mantém
invariante no tempo.

Ora, toda a estrutura anterior se assemelha muito a do
primeiro teorema de Nother. Queremos ver, pois, se al-
guma simetria encontra-se no intus do desenvolvimento
exposto. Para tal, nota-se que o campo nao-relativistico
de Schrédinger pode ser obtido a partir da densidade
lagrangiana (simétrica)

2 ot

in, o0
27 Ot

2
L = Qh—w*w F VYt — . (54)
m

Com efeito, as derivadas funcionais da agdo correspon-
dente sdo

o h?
S h? .
507 = “om V2 + Vip — ihdgp, (56)

4 Embora seja a mais comum, essa interpretacio é discutivel,
como demonstram as diversas interpretacdes que historicamente
tém sido dadas & mecanica quantica. Uma recente exposi¢ao e
classificacdo delas pode ser lida na Ref. [16].
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cuja igualacdo a zero leva imediatamente as Eqgs. .
Logo vemos que as manipulagoes antes feitas as equagoes
do movimento da funcdo de onda e de seu conjugado
podem, equivalentemente, ser efetuadas com as deriva-
das funcionais da a¢@o. Assim, repetindo o procedimento
anterior, encontra-se que

h L0 i 6
0L ) = oV (0T = V) = e~ U
(57)

Por meio do primeiro teorema reciproco de Nother, de-
vemos admitir que a lei de conservagao da probabilidade
da mecanica ondulatoria de Schrédinger é consequéncia
da invaridncia da acdo que lhe corresponde perante as
transformagoes dos campos

AY =cpy, AYP" =cpys; oy = —ﬁl/% Oy = ﬁzﬂ ;
(58)
e das coordenadas

e f . 0L 0
At = —Z{w w+sow+w*}=0a

0(0x)) 0(0pp)
(59)
€ . . 0L
Az = —g{(w Vip — Ve ¢)+W¢w
+{%W} —o. (60)

Como as variagoes das coordenadas — de tempo e de
espaco — sao nulas, as transformagoes sdo «internasy». A
variagao total dos campos é entdo igual a variacao de
sua forma funcional:

i i
= — — * = — * 1
B = —re, U = rey, (61)
cuja forma finita é a transformacéo de fase
QZ} N e—ie’;‘/hd]’ w* N eis/hw*. (62)

Destarte, a conservacao da probabilidade é consequéncia
da invaridncia da agdo frente a transformacoes de fase
da funcao de onda.

Este exemplo mostra que, de forma geral, as leis
de conservagdo que sdo obtidas a partir de combina-
coes lineares das equagoes do movimento se encaixam
nas hipéteses dos teoremas de Nother, pois efetuar as
mencionadas manipulagoes nas equagdes do movimento
equivale a fazé-las sobre as derivadas funcionais da agao.

5. Simetrias Dinamicas. O Problema de
Kepler

Passaremos a considerar um exemplo da mecéanica dos
pontos: o problema de Kepler, em que dois pontos
materiais se movem, um ao redor do outro, por causa
de sua for¢a de gravidade mutua [I2]. Como é bem
sabido, este problema pode ser reduzido ao de um tnico
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corpo introduzindo, em substituicao das coordenadas 7
e ro dos dois corpos, as R e r, denotando a posigdo
do centro das massas deles e a posigao relativa ro — 7,
respectivamente. Com efeito, a lagrangiana original,

mims

1 1
L= imlv% + —mavs + G (63)

2
em que mj e Mo sS40 as massas dos pontos materiais que
compoem o sistema, v1 e vy suas respectivas velocidades,
e G a constante newtoniana da gravitagdo universal,
pode ser equivalentemente escrita como

[Ty — 71|’

L= 1(m1 +ma) V2 + 1mv2 + ﬁ, (64)
2 2 ||
com V e v as velocidades correspondentes as coordena-
das R e r, respectivamente, k = Gmimso, € m a massa
reduzida do sistema:
m = 2 (65)
my + mo
Como se evidencia na Eq. , as coordenadas R do
centro das massas sdo coordenadas ciclicas, de forma
que as equagdes de Euler-Lagrange que lhes corres-
pondem levam ao resultado de que dV/dt = 0, e o
centro das massas se move com velocidade constante
(ou, particularmente, se encontra em repouso). Como,
ademais, nem as coordenadas R nem suas derivadas
temporais formam parte das equacoes de Euler-Lagrange
correspondentes as coordenadas relativas r, é suficiente
utilizar a lagrangiana

1 k
L=-mv’+ — 66
3 (66)
de forma que o problema tem sido reduzido, efeti-
vamente, ao de um sé corpo submetido ao potencial
central. E evidente que essa lagrangiana possui ao menos
as duas simetrias seguintes:

(1) Simetria por translagbes temporais: Como a
lagrangiana ¢é explicitamente independente do
tempo, serd conservada a «energiay — vide as
Egs. e , lembrando que os tnicos indices
do espago-tempo sdo os temporais: u, p,0 =1 —

L 1 k
EZG:({(;)~U—L:2mv2—|T. (67)

(2) Simetria por rotagdes espaciais: Transformagdes
essas que compoem o grupo de Lie SO(3) de trés
pardmetros. A variacdo das coordenadas por uma
transformagdo descrita pelo vetor Ag — definida
como tendo o moédulo Ay e a direcdo do eixo
segundo o qual a rotacao é operada, de acordo com

a regra da méo direita — ¢
Ar=Apxr < Ar'i= A(pjeijkrk (68)
<~ (Uﬂ")j = Eijk’l"k.

5 Ao mesmo resultado pode-se chegar escrevendo Ar? =
A(p‘j(Uj)ika e lembrando que, como o grupo SO(3) possui trés
parametros, sobre o espaco tridimensional age sua representacio
adjunta, em que os geradores sdo (U]-)i/,C = €4jk-
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Substituindo na Eq. 7 encontra-se que
. 0L oL
T ovi’

ou seja, a corrente de Nother correspondente ao
grupo SO(3) é o vetor de momento angular:

. (Ui’l") = Eikj’l“k (69)

oL
j =17 X — =71 X (mv) = L. 70
J 5o (mw) (70)
em que temos feito uso da forma explicita da
lagrangiana para obter a ultima igualdade. Logo,
da proépria definicdo de L decorre que

r-L=0=wv-1L, (71)

e o movimento da particula (reduzida) estd restrito
ao plano ortogonal ao vetor constante L.

Apesar de nao haver, aparentemente, mais simetrias
na lagrangiana, sabe-se que um sistema mecanico fe-
chado com s graus de liberdade possui 2s — 1 integrais
do movimento [I3]. Ora, o sistema (reduzido) sob estudo
possui s = 3 graus de liberdade, e assim possui 2s —
1 = 5 constantes do movimento, das quais conhecemos
quatro, a saber: {E;Lq; Lo; Ls}. Do qual se segue que
as trajetorias do sistema s6 poderdo ser completamente
determinadas uma vez que seja conhecida a quinta quan-
tidade conservada. Para tentar encontré-la, calculemos
em primeiro lugar a derivada funcional da acao:

0/ k dv
— =——=Tr—m—. 72
or r3 dt (72)
A equagao do movimento é portanto
dv kr
—_— = ———. 73
dt mr3 (73)
Ademais, como o vetor L = mr X v é constante, o

uso da equagao do movimento recém encontrada permite
escrever

d dv k
%(’UXL):EXL: —rfgrx(TXv)

k
=3 [r(r ‘) — v(r2)] . (74)
Porém, r-v = 2rv,., com v, = dr/dt a componente radial
da velocidade. Assim, a Eq. (74) é igual a

d Uy 1 d r
Em uma palavra, sob o cumprimento das equagoes do

movimento, o «vetor de Laplace-Runge-Lenz», A, é
conservado

k dA
A:=vxL T =0. (76)
Embora ele seja um vetor, certamente nao adiciona trés
novas constantes do movimento ao problema — pois tal
coisa seria impossivel. Com efeito, hd duas relacoes de
vinculo entre o vetor de Laplace-Runge-Lenz e as outras
quantidades conservadas, E e L:
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(1) Como tanto v x L como r sdo perpendiculares a L:
A-L=0. (77)

(2) Elevando o vetor de Laplace-Runge-Lenz ao qua-
drado:

Azz(vxL)2+k2—2§r~(vxL). (78)

Usando as identidades vetoriais a - (b X ¢) =
c-(axb)eax(bxec)=ba-c)—c(a-b), assim
como a expressao da energia dada na Eq. ea
relagao da Eq. , pode-se escrever

2
A? =2 + Qif : (79)

Uma forma de ver que ndo hé mais relagoes envolvendo
as constantes do movimento encontradas é verificar
que elas determinam completamente as trajetorias do
sistema. Como o vetor A ¢é constante e, para mais,
perpendicular a L, de forma que se localiza no plano
constante em que ocorre o movimento, o angulo 6 que a
posicdo r faz com ele pode ser usado para caracterizar
o movimento. Assim,

Arcos(@)=A-r=r-(vxL)—kr

L2
=L -(rxv)—kr=——knr, (80)

m

do que decorre a equacgao das érbitas:

L?/km

" T 11 (A/k)cos(0) (81)

De sorte que a constante do movimento adicional, que
permite fixar por completo as trajetorias fisicas, é a
direcdo do vetor de Laplace-Runge-Lenz, que aponta
para o periastro, como se pode ver da equagdo recém
escrita, em que a varidvel r adota seu menor valor
quando € = 0, ou seja, quando r é paralelo ao vetor A.
Sua conservacao indica que a Orbita ndo manifesta
precessao.

Desejamos, naturalmente, relacionar esta nova
quantidade conservada a alguma simetria. Tal coisa,
entretanto, ndo pode ser feita no formalismo lagrangi-
ano. Isto nao viola ao primeiro teorema reciproco de
Nother, pois esse tem por hipétese que (no dmbito da
mecénica dos pontos) a derivada temporal da quantidade
conservada seja escrita como combinagao linear das
derivadas funcionais da acéo, sendo que é evidente que
a derivada temporal do vetor de Laplace-Runge-Lenz,
Eq. , nao pode ser escrita como combinagdo linear
das componentes da Eq. . Este exemplo mostra
assim, de forma explicita, que nem todas as simetrias de
um dado sistema fisico estdo contidas na lagrangiana.

Ja indicamos, nao obstante, que o formalismo la-
grangiano nao esgota as possibilidades de aplicagdo dos
teoremas de Nother. Por isso, ainda é possivel que o
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vetor de Laplace-Runge-Lenz corresponda, sim, a uma
simetria no formalismo hamiltoniano. Ao problema de
Kepler corresponde a hamiltoniana [vide a Eq. (@]

2
p k
H="———. 82
2m (82)
O vetor de momento angular e de Laplace-Runge-Lenz
sdo, respectivamente, como fun¢do das coordenadas e
momentos,

1 k
L=rxp, A=—pXxL-—-r. (83)
m r

Finalmente, as derivadas funcionais da acao sao

o dp k o p

or At B op m’

(84)

Como tanto as velocidades quanto as derivadas tempo-
rais do momento aparecem independentemente nessas
derivadas funcionais, é de se esperar que, agora sim, a
derivada temporal de A possa ser escrita como combi-
nacéo linear delas. Acontece que tal é, verdadeiramente,
0 €aso:

aA_1 (s N vss
at ~ mP o *7) T mer TP
mp op p r3 ) "

(85)

O mesmo pode ser feito com a derivada temporal do
momento angular:

dL o )4

e com a derivada temporal da energia:

e 1 0o koA (87)
at  mP e T3 S

Destarte, no formalismo hamiltoniano o problema de
Kepler tem todas suas constantes do movimento pro-
vindo de simetrias da acdo. Em outras palavras, as
simetrias completas do problema de Kepler ndo sao
expressiveis no espago das configurages, mas somente
no espago das fases; por isto, ao grupo completo se dé o
nome de «grupo dindmico», em contraposicdo ao «grupo
cinemético» das simetrias no espago das configuracoes.

Essa nao é uma peculiaridade do problema de Kepler.
De fato, o primeiro teorema reciproco de Nother é
sempre aplicivel no formalismo hamiltoniano, o que
significa que nesta formulacao todas as simetrias estao
presentes. Provaremos isso aqui para o caso mais simples
da mecénica em que nao hé transformacgoes do tempo,
embora isto se satisfaga de forma geral — como é provado
por técnicas mais complexas, por exemplo, na Ref. [14].
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Lema 3. Seja A uma carga de Néther, de forma que
satisfaz a equagdo

{4; H}—i—% 0, (88)

com {e; e} 0s parénteses de Poisson, definidos de forma
que

_0f9g 0g90f
= 89
A acao € invariante sob as transformagées
0A 0A

Demonstracio. No formalismo hamiltoniano, o inte-
grando da agao é a fungao

Py =pv— H. (91)

Calculando sua variacdo sob as transformacgoes da

Eq. :

0Py 0Py 0P
APy = 94 Aq + B Ap + 50 Av
6H 0A OH\ 0A d
= —e—— —— ) =— + — (pA
3q8p ( 3p>8 +dt( %)
dp 0A
dt p
_ 67H% 8H 0A 8A dp 0A
N 8q dp 8p Bq 8q dt 6p
d 0A
L4 ( ap) (92)

Identificando os parénteses de Poisson entre A e H nos
dois primeiros termos, assim como a quantidade dA/dt—
0A/Ot nos dois seguintes, obtém-se

dA 9A\ d [ 0A
A@H_—e<dt (A HY — 8t>+< ap>

S (a1 Y,
(93)

Devido a Eq. , o ultimo termo é nulo para A uma cor-
rente de Nother, enquanto que o primeiro termo, sendo
uma derivada temporal ordinaria, leva, apds integragao,
a uma variacdo da acao nula sob condigoes assintdticas
apropriadas. |

O resultado recém provado, além do mais, mostra que
as correntes de Nother sdo geradoras de transformacoes
candnicas. Com efeito, as transformagoes das coordena-
das e momentos da Eq. podem, equivalentemente,
ser escritas como

Ag=ce{q; A}, Ap=¢e{p; A}, (94)
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as quais deixam invariantes os parénteses de Poisson
fundamentais: Até a primeira ordem no pardmetro in-
finitesimal ¢,

{a+Agp+ Ap} = {g;p} + {¢: Ap} + {Aq¢; p}
=1+e({g{p At} +{{; A};p})
=1+e{{gp} A}
=1,

em que tem sido usada a identidade de Jacobi para
passar da segunda a terceira linha. Por outro lado, é
fato bem conhecido que os parénteses de Poisson de duas
quantidades conservadas é também uma quantidade
conservada. Por exemplo, se A e B sao quantidades
conservadas que independem explicitamente do tempo —
e, como consequéncia, também seus parénteses de Pois-

son —,

S BY = ({(4:B); 1)
= {{4;H}; B} + {{H; B}; A} = 0.

Do que decorre que todas as quantidades conservadas
independentes (que nao sao fungdo das outras) formam
uma algebra de Lie fechada, pois hd um nimero limitado
delas, ou seja, havera sempre um conjunto de constantes
de estrutura gijk tais que

{Ai; AJ} = gijkAk- (95)

Os resultados anteriores sdo notaveis, pois permitem
encontrar rapidamente qual é a &lgebra do grupo de
simetrias associada as correntes de Nother. Com efeito,
seja {A;}icr, 0 conjunto das quantidades conservadas
independentes, as quais correspondem, respectivamente,
as transformagoes das coordenadas e momentos A;u,
com u € {g;p}. Como tais transformagdes formam um
grupo de Lie G, de r pardmetros (primeiro teorema
reciproco de Nother, sempre aplicavel ao formalismo
hamiltoniano), serd sempre possivel escrever

[A“ AJ]’U, = (AZA] - AJAZ) u = fijkAku; (96)

com fiji as constantes de estrutura da algebra do grupo
G,.. Por outro lado, escrevendo as transformacoes como

na Eq. (94), tem-se que

Ar1Aou — DoAyu = {u; {A1; A2}y & fijk = Gijk-
(97)

Em uma palavra: A 4lgebra (de comutadores) das
transformagbes das coordenadas e momentos se iguala
a algebra (de parénteses de Poisson) das quantidades
conservadas.

Voltando ao problema de Kepler, definindo o vetor
adimensional de Laplace-Runge-Lenz como

V= \/@A, (98)
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é ja uma tarefa simples calcular a dlgebra de parénteses
de Poisson das quantidades conservadas, que resulta ser

{Li; L} = €ijiLy, {Li;V;} = € Vi, {Vi:V;} = eijnLu,

(99)
enquanto que todos os parénteses de Poisson com a ener-
gia F sao nulos. A dlgebra da Eq. identifica-se com a
algebra s0(4). Logo os resultados prévios permitem-nos
afirmar que o grupo dindmico das simetrias do problema
de Kepler é o grupo SO(4) (e as translagdes temporais),

sem a necessidade de integrar as Egs. (85), e (87).

6. Segundo Teorema de Nother e seu
Reciproco

Passaremos a estudar o segundo teorema de Nother,
que se instaura permitindo aos parametros do grupo de
Lie G, serem fungdes do ponto do espago-tempo, dando
lugar ao «grupo de infinitos parémetrosﬂ» Goor-

Teorema 4 (Segundo teorema de Nother). Se o fun-
cional da ag¢do de um sistema de campos cldssicos €
invariante, na regido Q C R*, sob as transformacoes de
um grupo de Lie G, de infinitos parametros obtido por
localizagao do grupo G, de r pardmetros, que se anulam
em 0N junto com suas derivadas até de ordem igual a
maior ordem k das derivadas dos parametros do grupo
Goor que participam da lei de transformagdo dos campos,
entdo hd r identidades entre as derivadas funcionais da
acdo e suas derivadas, até de ordem k.

Demonstracio. Tal como fizemos para estabelecer a
Eq. , consideraremos a dependéncia das diversas
quantidades com derivadas de até segunda ordem, pois
isso basta para mostrar os procedimentos gerais, en-
quanto que a generalizagdo para derivadas de ordens
superiores torna-se evidente. Sejam, portanto, as leis de
transformagao dos campos:

Au = aq(x;u; 0u)e® (x) + b (x5 u; Ou)d,e® (x)
+ 07 (x;u; 0u) 0,0, ().

Por aplicacao da regra de derivagao de um produto é
possivel escrever

0/ ¥4 ¥4 ¥4
— a P a PO a
5 Au 50 ta€ + S bh0,e" + 5o Ca 0,05€

¥4 o ¥4
= - — o po "7 a
{aa 5 0p (ba S ) + 0,05 (ca 5 )}5

=4
+ 0, {(5u (bhe® + b7 0,e%)

o/
_ po a
05 (ca S ) € } .

6 E mister indicar explicitamente que o cardter deste grupo de
infinitos pardmetros é precisamente o acima indicado, isto é, que
se constréi a partir da «localizagdo» de um grupo de um nimero
finito de pardmetros, G,. Com efeito, o segundo teorema de Nother
ndo diz respeito & invaridncia da acdo perante transformacgoes de
grupos quaisquer de infinitos parametros. Quanto a estes, quando
os parametros sdo os mesmos para todos os pontos do espago-
tempo, o primeiro teorema de Nother ainda é aplicdvel [2].

(100)

(101)
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Substituindo na Eq. ,
AP + (P Ax)

0. o 0
= - — P po 7 a
{a“ su O (b“ 6u>+3pa" ( 5u>}5

ot
— 9, {J“ - S (bl i 0e)

w0 (e ol
¢ bu

Assim, se a integragdo é feita sobre a regido €2 em cuja
fronteira os pardmetros €*(z) e suas derivadas até da
segunda ordem se anulam, entao

0o o
— i p 9
4 A {aa 5 0p (ba 5 )

+ 0,0, (CZ"(Z{) } e(z)dx.

Como, finalmente, as fungoes €%(x) sdo independentes e
arbitrarias — sujeitas s6 as condi¢aoes ja mencionadas —,
a hipotese da invaridncia da acdo implica, pelo lema
fundamental do cdlculo variacional [15], que

o/ o/ ¥4
- = " ) po "
a7 5u % (ba du ) 0% (Ca du ) '

(104)
Terminamos fazendo notar que a Eq. é valida para
fungbes & de qualquer ordem, apenas mudando as
expressoes explicitas da derivada funcional da acgéo e da
corrente infinitesimal. Por outro lado, é patente que se
na Eq. permitissemos a dependéncia com derivadas
de £%(z) até da ordem k, entdo na Eq. apareceriam
derivadas até da ordem k da derivada funcional da acao
na expressao proporcional a £%. |

(102)

(103)

Va € I, :

O segundo teorema de Nother, certamente, deve ser
visto também como a prova do seguinte enunciado:
Quando o grupo de simetrias é localizado de forma
que seus pardmetros se tornem funcoes do ponto do
espago-tempo, a variacdo dos campos deve depender
da derivada destes, pelo menos até a primeira ordem.
Efetivamente, se negarmos isto, entdao deveriamos colo-
car b2 =0 = c?’ na Eq. , e as equacgoes de Euler-
Lagrange tornariam-se em identidades, isto é, seriam
satisfeitas por qualquer funcdo w. Donde o principio
variacional seria inaplicavel para o estabelecimento das
leis fisicas. Em outras palavras, é impossivel escrever
uma teoria invariante perante um grupo de simetrias
localizadas em que todos os campos se transformem de
acordo com os pardmetros £*(z), mas nao com suas
derivadad’l

7 Isto, estd claro, ndo contradiz o primeiro teorema de Néther,
pois nele os parametros da transformacdo, ao serem constantes,
ndo podem se anular na fronteira da regido €2 e, por isso, a tese
do segundo teorema nao se aplica a essas transformagdes. As
transformagdes a que se submete aos campos nos dois teoremas
sdo de diferente natureza.
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Quanto as leis de conservagao, nota-se que, segundo

a Eq. (102)), uma vez que as identidades da Eq. (104)

sejam satisfeitas, ter-se-a que

0 o/
0, {Ju - E(bf{g“ + cH90,e") + Oy (cg”(;u> 5‘1} =0.
(105)
Quando as equagoes do movimento sdo satisfeitas,
obtém-se a lei de conservacao da corrente infinitesimal:

80" = 0. (106)

Esta lei ndo é a mesma que a que se obtém devido a
invaridncia sob transformagoes globais, pois a divergén-
cia 0,J" contém ndo somente os pardmetros €%, mas
também a suas derivadas. Contudo, pode-se verificar
que a lei de continuidade obtida do primeiro teorema de
Nother estd contida na Eq. , a qual contém nao sé
aquela, sendo também informacoes adicionais de grande
utilidade.

Teorias com simetrias internas. As teorias com
simetrias internas (em que as coordenadas nao se trans-
formam) constituem a valiosa classe das teorias de
calibre para as interagdes nao gravitacionais. Denotando,
para simplificar a notacao,

07 07 07
[T _ . uy
A% =0, 2(0,0,u)  9(9uu)’ BT (0,0,u)’

(107)

a corrente de Nother é

" = Ala, — B"8,a,, (108)

pois J* se reduz a €*j# quando os parametros tornam-

se constantes. De forma geral, agrupando os termos

segundo a ordem da derivada dos parametros do qual
dependem,

Jt = jke® + (A*b; — B"a, — B*"0,b;)0,e"

+ (APchY — BHYbE — BM7 05l )0,0,€

— B"¢0?0,0,0,€". (109)

Aplicando a divergéncia e agrupando os termos nova-
mente:

" = e*(Oujz)
+ 0, [l + 0, (AVbY — B"Ma, — B"P0,bL)]
+ 0,0, [(A*by, — B*a, — B*P0,by)
+0, (APch” — BPYbl; — BP0, ¢l )]
+ 0,0,0,e" [(AFey? — BHPb; — B* 0,c.)
— 05 (B7"¢y?)] — 0,,0,,0,0,*(B" cf7). (110)
Como os pardmetros £*(z) e suas derivadas sdo inde-

pendentes, os coeficientes destes devem ser todos nulos.
Assim, se definirmos as quantidades

TS0 = = (AMY = B"a, — BHO,b),  (111)
e = APCIP — BROY, — BRO0,c, (112)
J(%I;ZU - B;J,VCZU7 (113)
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entdao a Eq. implica que, sob o cumprimento
das equagoes do movimento dos campos, a corrente de
Nother pode ser determinada por derivagdo sucessiva
a partir de um tensor antissimétrico, como o indica o
seguinte sistema de «equacdes de descidar:

pvpo _ _ quopy mvp _ opvp
J(S)a - 3)a J(Q)a - a‘TJ(3)a ’
t o w (114)
7 v TR v
J(l)a = apJ@)a» Ja = 61/‘](1)(17
e que esta corrente é, de fato, conservada:
Oyl = (115)

Desta forma, o segundo teorema de Nother leva a
mesma lei de conservacao que o primeiro teorema, mas,
adicionalmente, estabelece um sistema de equagoes para
encontrar a corrente por derivagao sucessiva.

Teorias com simetrias localizadas gerais da pri-
meira ordem. E claro, as simetrias localizadas nio
sdo somente do tipo interno. Por exemplo, é perfeita-
mente possivel escrever teorias da gravidade mediante
a localizacdo de simetrias que mudam também as co-
ordenadas do espago-tempo; tais sdo, verbi gratia, o
teleparalelismo (com grupo das translagoes localizadas),
teorias de calibre do grupo de Poincaré (em particular, a
teoria de Einstein-Cartan), et cetera — vide, por exemplo,
a Ref. [20]. Sem ir muito longe, mostraremos o dito para
teorias da primeira ordem, com variacdes dependentes da
derivada do parametro até, também, a primeira ordem.
Dessa vez, é preciso incluir a variagdo das coordenadas,

Azt = dle® + el e (116)
A corrente de Nother é
0
= ———q, — Pd" 117
.]a a(auu) a’a a?’ ( )

enquanto que a corrente infinitesimal possui a expressao

07
b= ghe® — ———phPY,e* — PelV P, el 11
J He S PO, — Pel’ 0ye (118)
Tomando a divergéncia e agrupando termos:
07
B (g ik a | _ pi pu
OpJ* = €*(0,j) + 0ue {7& 0p <8(8pu) I+ Pel, )]
07
— 0,0, | =—=——=b + Pelr |. 119
" € (8(6#10 a+ €q ) ( )
Por isso, definindo
JH = ﬂbg + Pelr, (120)

Wa "= 3(9,u)

sob o cumprimento das equagoes de Euler-Lagrange ter-
se-4 o sistema de equagoes de descida:

K= =Tl = 0,005

B Ouili =0, (121)
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Desejamos, por tultimo, chamar a atencao ao fato de
que, na mecanica do ponto material, em que os indices
sdo somente temporais, é impossivel ter-se um tensor
antissimétrico nao nulo. O segundo teorema de Néther,
entao, implica, via as equacgoes de descida, que a corrente
de Nother tem de ser nula quando construida com
coordenadas fisicas. Isto serd exemplificado na segao [7]

E importante salientarmos também que as identidades
fornecidas pelo segundo teorema de Nother reduzem o
nimero de equagoes de Euler-Lagrange independentes
de uma dada teoria, o que de forma geral leva ao
aparecimento de vinculos ao se passar ao formalismo
hamiltoniano, que é entdo uma tarefa nao triviaﬂ
Como outrora, estes pontos e outros a mais serdo
melhor visualizados ao considerarmos o exemplo da
secao [7] Antes disso, porém, enunciaremos o reciproco
do segundo teorema de No6ther.

Teorema 5 (Segundo teorema reciproco de Nother).
Se, em um sistema de campos cldssicos, existem r
identidades entre as derivadas funcionais da agdo e suas
derivadas até da ordem k, entdo a funcional da acdo
€ invariante sob as transformacées de um grupo de Lie
localizado Goor, em que as variagoes dos campos contém
derivadas dos parametros até da ordem k.

Demonstracdo. Fixando a atencdo no caso com k =2
(a generalizacdo é imediata), é hipdtese do se-
gundo teorema reciproco a validade de, exatamente, a
Eq. . Definindo, pela identificagao dos coeficientes
da mencionada expressao, a variacdo dos campos como
na Eq. , obter-se-4 que o integrando da variacao da
acdo, AZ+0,(ZAz?), é nulo, médulo uma divergéncia.
Integrando-a numa regido Q@ C R* em cuja fronteira os
parametros e suas derivadas se anulam, encontrar-se-4 a
desejada invariancia da funcional da acdo. Finalmente,
como no primeiro teorema reciproco, que as transfor-
magobes constituem um grupo decorre da existéncia de,
exatamente, r identidades, que determinam as r trans-
formagoes linearmente independentes dos campos. W

7. Principio da Invariancia de Calibre na
Mecanica do Ponto

Estudaremos, para iniciar, um exemplo da mecénica
do ponto, que nos servird para introduzir o principio
da invariancia de calibre — geralmente, porém, como
veremos aqui, nado necessariamente, introduzido sé na
teoria do campo classico — e estudar as consequéncias do
segundo teorema de Nother.

8 O estabelecimento do formalismo hamiltoniano para sistemas
singulares (vinculados) pode ser realizado de diversas formas,
dentre as quais se destacam a abordagem de Dirac e a de Faddeev
e Jackiw — uma revisao deste Gltimo método na mecéanica clissica
pode ser consultada, por exemplo, na Ref. [17].
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Consideremos a lagrangiana de duas particulas livres
de massas mj e mo

1 1
L= imw% + imgvg. (122)

Ela pode ser escrita em fun¢do da massa reduzida m
fazendo o escalamento das coordenadas segundo

ma mi
T, ro — T2,

T —
mi + me

123
—— (123)

com o qual
1
L= 5m(vf + v3). (124)

Mais ainda, se introduzirmos as coordenadas complexas

1 ) . 1 .
= 5(7’1 +irg), = 72(7'1 —ir2), (125)
ter-se-a que
L=mv" v. (126)

Esta claro que essa lagrangiana possui a simetria por
— i, ¥

transformacoes de fase, 1 — €'*r e r* — e "*r* as
quais se escrevem infinitesimalmente como: Ar = iar e

Ar* = —iar*. A corrente conservada que corresponde a,
tal simetria é

. oL oL .
aj = —— Ar——-Ar* = j=im(r*v-v*-r).

ov ov*
(127)

As transformacoes de fase das varidveis complexas cor-
respondem, evidentemente, as transformagdes segundo
o grupo SO(2) das coordenadas reais 71 e T2, isto é, as
transformacoes

rhy = sin(a)ry + cos(a)rs.
(128)
A transformagdo interna global (de parmetro «a
constante) até agora considerada, é uma simetria da
teoria livre. Weyl propds que a teoria em interagao pode
ser construida a partir dela por localizacao daquela:

7} = cos(a)ry — sin(a)rs,

Principio da invaridncia de calibre: Se uma
(densidade) lagrangiana € invariante perante as trans-
formagoes do grupo de Lie (global) G,., entao deve sé-lo
também perante as transformagoes do grupo Goor obtido
por localizacdo do primeiro.

O grupo de calibre global da lagrangiana da Eq. (126))
é o grupo U(1). As correspondentes transformagoes de
fase locais, infinitesimalmente, se escrevem

Ar =ia(t)r, Ar" = —ia(t)r". (129)
As transformacoes das velocidades séo
Av = idiar +iov, Av* = —idiar” —iav™.  (130)
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Logo se vé que a lagrangiana nao é invariante pelas
transformagdes escritas, pois ao calcular sua variagdo
obtemos

AL = imdia(v* -r —r*-v) = —jdia #0.  (131)
Destarte, a lagrangiana L nao satisfaz o principio da
invaridncia de calibre, e deve, como consequéncia, ser
modificada. Executando um paralelismo com o trata-
mento de Utiyama na teoria do campo classico — vide
as Refs. [I8, [19] —, introduzimos uma nova coordenada
A, chamada «coordenada de calibre», com a seguinte lei
de transformagao:

AA =a(UA) + d;a. (132)

O motivo para introduzirmos a variacdo de A depen-
dente da derivada do pardmetro «(t) é que, como
dissemos alhures, é impossivel uma teoria (ndo trivial)
possuir a invariancia local sem ao menos um dos campos
se transformar segundo a derivada dos parametros locali-
zados — o que, digamos de passagem, explica o resultado
da Eq. (131). A dependéncia é com a derivada de até
primeira ordem devido a que os termos que impedem
a lagrangiana ser invariante perante a transformacéo
local possuem a mesma dependéncia, Eq. . A teoria
invariante de calibre local sera descrita pela lagrangiana
L' = L'(r;r*;v;v*; A), com variagdo

oL’ or’ oL’
AL'=—" A AT+ — A
or T o " * v
or . oL
t oo Y T aa M
o - or . or oL
—ia o o " w " o Y
oL
—io (UA)
9]
) oL’ oL, oL
+idia (81} e Z@A) . (133)

(ID)

Como o pardmetro a(t) e sua derivada, d:;«a(t), sdo
independentes, as duas expressoes (I) e (II) na Eq. (133))

devem ser simultaneamente nulas.

(IT) = 0. Comecemos estudando a condigdo de ser
(ITI) = 0. A equacao que se obtém por essa imposigao,
oL’ oL’ oL’
- = Lt 134
0A Z(@v " 8v*r>’ (134)

pode ser solucionada de forma recursiva (método de
aproximacoes sucessivas de Picard). Supondo que a
lagrangiana L’ pode ser obtida suavemente a partir da
L, com a qual se iguala quando A = 0, solucionemos a
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Eq. (134) colocando L em seu lado direito:

aL/ . * * / . * *

A= —im(v*-r—v-r*) = L'= L—imA(v*-r—v-r*).
(135)

Colocando agora esta nova lagrangiana no lado direito

da Eq. (134) e solucionando para L’,

aL/ . * * *
8—Affzm(v r—v-r")+2mAr* 1
= L' =L—imAWw* - r—v-r*)+mA** . r.

(136)

E como o novo termo nao depende das velocidades, o
procedimento recursivo termina aqui.

Salientamos que o método recursivo aqui aplicado
pode ser diretamente transladado a teoria do campo
cldssico. De fato, esse é um dos métodos para a cons-
trucao das teorias de calibre, utilizado, por exemplo, na
Ref. [20]. Como explicado nesta referéncia, as teorias de
Yang-Mills possuem a agradavel peculiaridade de, como
em nosso exemplo, o procedimento recursivo terminar
em um numero finito de passos. No caso da gravidade,
por outro lado, o procedimento recursivo é infinito, o que
nao significa que ele nao possa ser resolvido: Denotando
por 77 as componentes de todas as coordenadas (ou seja,
tanto de r quanto de r*) e supondo que a lagrangiana L’
possa ser expandida em série de poténcias da coordenada
de calibre A,

AN L s o) _
L'(r;v4)= > SAL™, IO =1, (137)
n€Ny

a Eq. (134)) leva a

LY — 8L(7,L) 7
ovd
n+1L ) )
— .= (_i)nﬂajaﬁrh ceepdntn
(o 1 ... pIn 1
(138)
donde
o AN (=9)rar oL :
L'(r;v; A) = % o 8@11---8anrjl'..rj
neNg
= L(r;v —iAr). (139)

Assim, ainda que o procedimento recursivo seja infinito,
o resultado em qualquer caso se reduz a chamada «pres-
cricao do acoplamento minimo», derivada pela primeira
vez por Utiyama para teorias de calibre gerais [I8] e
segundo a qual:

Prescrigécﬂ do acoplamento minimo: A (densidade)
lagrangiana invariante perante as transformagoes de

9 Essa «prescricdo» tem a categoria de um teorema na mecénica
do ponto material, pois nela ndo existe um anélogo ao tensor de
Faraday da eletrodindmica. Ela é uma prescri¢do, sim, na teoria
do campo classico, pois presume que nao ha interacdo nenhuma
entre os campos de matéria e as derivadas dos campos de calibre,
condicdo que nédo segue do principio da invariancia de calibre. Mais
detalhes a este respeito serdo dados na segdo @
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calibre locais se obtém pela substituicao das derivadas
temporais d; pelas «derivadas covariantesy Dy definidas
como
Em particular, isto leva a substituir as velocidades v
pelas «velocidades covariantesy V :

L'(r;v; A) = L(r; V),

V=v—iAr (141)

Um célculo réapido permite verificar que a lagrangiana
da Eq. (136]) se obtém da Eq. (126) pela substitui¢do

mencionada.

(I) = 0. Uma vez que conhecemos a forma da nova
lagrangiana L', a condi¢do (I) = 0 permitird fixar por
completo a lei de variagdo da coordenada de calibre A.
Com efeito, da Eq. se vé que a presente condigao é

L' 17a)

0A
=—i or’ rfaL/ r*+ o’ vfaL/ v*
B or or* v '

ov*
(142)

Como o lado direito dessa equacao é nulo uma vez que
se substitui nele a lagrangiana L’ da Eq. , devera
ser (UA) = 0 e, por isso, a variagdo da coordenada de
calibre serda

AA = dya. (143)
Isto permite justificar o nome «velocidade covariante»
da quantidade V definida na Eq. (141)), pois sua varia-
cao é

AV = Av—iAAr—iAAr =ia(v—iAr) =iaV, (144)

ou seja, a velocidade covariante V' se transforma, perante
uma transformacdo de calibre local, como o faz a
velocidade v perante uma global.

Sendo que temos ja a teoria invariante de calibre global
e local para as coordenadas iniciais e sua interagdo com
a coordenada de calibre, é preciso procurarmos pela
lagrangiana da coordenada de calibre livre. Denotando-a
por Ly = L4(A;0A), sua lei de transformacio serd

0L 0L 4
ALy = A+ 502

(9LA 3LA 2

94 dro + a(th)dtO‘-

diAA

(145)

Semelhante variacdo deveria ser nula para que a teoria
seja invariante de calibre local. Ora, a equacao anterior
indica que isso s6 seré possivel se Ly = 0, e a coordenada
de calibre nao possuird uma dindmica prépria. Em
outras palavras, a coordenada de calibre satisfara apenas
a equacgoes de vinculos.
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A teoria invariante de calibre completa serd, portanto,

a descrita pela lagrangiana
L' = mv* v —imA(v* -r—v-r*) +mAir* (146)
No caso unidimensional, com r = r, * = r* — caso parti-
cular que consideraremos mais detalhadamente abaixo —,
esta lagrangiana é equivalente a do modelo mecénico
de Christ-Lee com potencial nulo [2I] — vide também
o Exemplo 4 na Ref. [I7] para um tratamento hamilto-
niano. A aplicagdo do primeiro teorema de Nother revela

que a corrente de Nother dessa teoria é

-/

j=im(v-r* —v*-r)+2mAr* (147)
que se conservard ao sujeitarmos as coordenadas as
equagoes do movimento. Escrevendo-a em funcao das
velocidades covariantes, a corrente de Nother é
j=im(r* -V —r V¥, (148)
Daqui se observa que a nova corrente se obtém da
primeira, Eq. (127)), pela substitui¢do das quantidades
iniciais pelas covariantes.
Apliquemos agora o segundo teorema de Nother.

Das leis de transformagdo das diversas coordenadas
envolvidas, pode-se identificar [vide a Eq. (100])]

a, =1r, b. = 0;
A = *7;7'*, br* = 0,
ap=0,by =1.

(149)

Substituindo na Eq. (104), obtemos a expressdo do
segundo teorema de Nother:

BT d (5
or Srx  dt \ 6A )’

de forma que nao todas as derivadas funcionais sdo inde-
pendentes, pois existe uma relacao entre elas; como con-
sequéncia, ha mais fungoes incégnitas do que equagoes,
donde havera também uma liberdade de escolha de uma
daquelas (liberdade de calibre). Assim, se as equagoes
do movimento para A, r, r] e r; forem satisfeitas, a
relagdo anterior implica que, necessariamente, a equacao
do movimento para 73 serd também, automaticamente,
satisfeita. Equivalentemente, qualquer uma das equagoes
do movimento para r; ou r} pode ser escrita em funcao
das outras; porém, a equacio do movimento para A, néo,
pois ela aparece na tese do segundo teorema de Nother
somente através de uma derivada temporal. Sendo assim,
embora uma coordenada pode ser, de fato, eliminada
por ser desnecessaria para a descricao do sistema, tal
nao pode ser a coordenada de calibre. Para exemplificar
isto, escrevemos as derivadas funcionais da agao de nosso

(150)
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modelo particular, que sio as seguinteq ’}

!/
(;fi = —md(v — tAr) + imA(v — iAr), (151)

!/
% = —md,(v* +iAr") —imA(v* +iAr*), (152)

M/
557 =im(r*-v—v*-r)+2mAr* . r=j". (153)

Supondo a validade das equagbes do movimento para r
e r*, obter-se-ia, via o segundo teorema de Noéther, a lei
de conservacao

dij' = 0. (154)

Mas dela nao se segue, de forma nenhuma, que seja
j' =0, que é a equacao do movimento para

Para mostrar a liberdade de escolha de uma das
fungdes incognitas, reduziremos o problema até agora
exposto ao caso do espaco unidimensional. A equagao
do movimento de A permite entio obter™|

(155)

Eliminaremos o desconhecimento da fungao r* exigindo
que seja

ri(t) = f (1) = dif(2).
Substituindo as Egs. . e . na equacao do
(152

movimento para r [Eq. obtém-se, sob a suposicao

(156)

de ser f #0,
e odif BF i (df(0) o
d;A = —1A2—27A+ T A(0) = 5 ( 0 To) .
(157)

Esta é uma equacgao diferencial ordinaria da primeira
ordem, cuja condicdo inicial decorre da definicao de A
[Eq. (I55)] — denotamos ro = r(0) e vo = v(0) —, e que
possui solucao sob condi¢bes razoaveis de continuidade
de f. Uma vez obtida a fungido A(t), isolando em sua
expressao a coordenada r, ela podera ser integrada:

U giay BS

r f

= r(t)roexp{/ot (2A+ }f>dt}. (158)

Note, além do mais, que as derivadas funcionais da acao
podem ser escritas de forma sucinta em funcdo das quantidades
covariantes: As equagdes do movimento sao

Dir=0, (D;)?r*=0, = - V=r.V*

10

11 O que, de passagem, confirma o que dissemos no comentario
que segue a Eq. .

12 A dependéncia de A ~ v/r permite interpretar a coordenada
de calibre como um analogo ao potencial de Liénard-Wiechert no
limite de velocidade luminica infinita. Com efeito, na teoria do
campo, a invarincia local perante o grupo U(1) é obtida com a
introdugdo do potencial eletromagnético.
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Destarte, uma multiddo de possiveis movimentos séo
possiveis para a coordenada r. Ainda mais, é claro que,
dadas condi¢des iniciais 7o, vo, 75, v5, existem infinitas
fungdes f(t) que podem ser escolhidas, pois r§ e v s6
fixam os valores de f(0) e d; f(0), mas os valores de todas
as outras derivadas sdo completamente arbitrarios. Para
exemplificar o dito, consideremos o seguinte caso:

Exemplo. Para as condigbes iniciais r§ = a # 0 e
vy = 0, é possivel escolher, entre uma infinidade de
outras possibilidades, a funcio f(t) = a oua f(t) = ae .
Analisemos as duas escolhas.

(1) No primeiro caso, a equagao diferencial para A serd

di A= —iA% A0 :—iﬂ = A:fii
t ? ) ( ) 27"0 t+ %7
(159)

o qual, substituido na Eq. (158)), leva a solugéo

r(t) = 20 <t+2”)>2.

160
4rg Up (160)

(2) No segundo caso, por outro lado, a equagdo dife-
rencial para A serd

d A = —iA% — 4t A + 4it® + 2i, (161)

cuja solugdo, sujeita a condic¢do inicial escrita na
Eq. (159), ¢

A=2it — - (162)

2rq?
vo
que leva, por sua vez, ao movimento para r(t) dado
por

(163)

o qual difere do resultado da Eq. pelo
fator e_tz, tornando o movimento completamente
diferente: Num caso, a coordenada r(t) cresce
infinitamente com o avanco do tempo, noutro,
tende assintoticamente a zero. Numa palavra, as
condigoes iniciais nao determinam univocamente a
evolugao posterior das coordenadas.

Este fato ilustra perfeitamente uma caracteristica
geral dos sistemas invariantes de calibre locais: Como ha
mais fungoes incégnitas que equacoes (algumas equagoes
do movimento sao identidades pelo segundo teorema de
Nother), o problema dos valores iniciais ndo estd bem
definido até que o calibre tenha sido fixado, ou seja, até
que condig¢oes fixadoras das fungoes arbitrarias tenham
sido escolhidad™]

13 Na teoria do campo, é consequéncia disto que os campos de
calibre somente podem ser quantizados uma vez que o calibre
tenha sido fixado.
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O carater vinculado destas teorias, que é também
uma caracteristica geral, se observa igualmente em nosso
exemplo: Como a derivada temporal da coordenada de
calibre ndo aparece na lagrangiana, o momento canoni-
camente conjugado que lhe corresponde é nulo, e o passo
ao formalismo hamiltoniano nao é trivial. De fato, como
pode-se ver na Ref. [I7], a fixacdo do calibre é igualmente
essencial para a obtencdo de uma hamiltoniana.

8. Eletrodinamica de Maxwell

Nesta secao estudaremos as consequéncias dos teoremas
de Nother na eletrodindmica de Maxwell, considerando
o campo de Dirac como o campo de matéria.

§ Construcao da teoria: O campo de Dirac possui
a seguinte densidade lagrangiana livre:

_ (i
2o =7 (39 —m)w. (164
da qual se derivam as equagoes do movimento
) _
(i@—m)yp=0 A P(GE@ +m)=0. (165)

E imediato reconhecer que a densidade lagrangiana da
Eq. (164]) é invariante perante as transformagoes de fase

Y= e, e, (166)
com a € R, que constituem o grupo U(1). Essa in-
variancia de calibre global pode ser localizada fazendo
uso da prescricao do acoplamento minimo de Utiyama,
analogamente ao que foi realizado no modelo mecéanico
estudado anteriormente: Introduzindo um campo de
calibre A,,, com a lei de transformagao local

AA,(z) = é@ua(x), (167)

e substituindo em %p as derivadas ordindrias dos
campos pelas derivadas covariantes,
Dy = 0up —ieAup, Dy =0, +ieAup, (168)

obtém-se a densidade lagrangiana de matéria e interacao
_ (i
LDyint = U <2 D - m) ¥

_ (i _
=1 (2 d — m) )+ eA Py, (169)
Como no caso mecénico, devemos ainda examinar a
possibilidade de estabelecer uma densidade lagrangi-
ana para o campo de calibre A,, a qual devera ser,
forcosamente, invariante de calibre local — e, como
consequéncia, também global. Suponhamos, pois, que
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a tal densidade lagrangiana seja da primeira ordem:
Za = ZLa(A;0A). Sua variagio é

0 024
An= G+ s A,
102, 1 [ 0% 0.2
T oA, T e (8(8,,,4#) 8(8HA,,)) Oudyer.

(170)

A condicdo de nulidade de £ implica entdo, devido
a independéncia entre da e dda, que: (1) O campo de
calibre é nao massivo, pois

0L
oa, = 0, (171)

e que (2) £, é fungdo somente do «tensor de Faraday»

F, =0,A, —0,A,, (172)
pois
0L 0L _
8(81,AM) + 8(8MAV) =0. (173)

A densidade lagrangiana mais simples que pode ser cons-
truida satisfazendo essas caracteristicas é a conhecida
densidade lagrangiana da eletrodindmica de Maxwell:

1

Ly = ffFHVF‘W.

1 (174)

Pelos motivos assim expostos, a densidade lagrangiana
completa da eletrodindmica fermidnica de Maxwell é

— (157 _ 1 5
L= (2 J - m) Vo eAy Y — S F PP (175)

E, por construcao, é invariante de calibre pelo grupo
U(1) localizado.

§ Equacgées do movimento e segundo teorema de

Nother: As derivadas funcionais da acdo em relacdo
aos trés campos participantes sao
d.aof 4= _
e (i@ +m) + e, (176)
)4 .
—= = (i —m)y + e, (177)
oY
)4 — _
SA, epy’h + 0o F7P = ey + LAP — 0,07 A
P
(178)
Dessas decorrem as equagoes do movimento
I _
(Za - mﬁ/’ = 76Aw7 1][}(1 a + m) = 61/1447 (179)

0,F7" = "1,

A corrente de Nother associada & simetria de calibre
pode ser encontrada por aplicacdo direta do primeiro
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teorema. Contudo, resulta mais facil aplicar as equagoes
de descida. Reconhecendo das variagoes dos campos, por

comparagao com a Eq. (100)), que

y = 11, Uy = —irp, aa, =0;
1 (180)

by = 07 bA“, = ga

by =0, by

da Eq. (111)) tem-se que o sistema de equacoes de descida
comeca com o tensor antissimétrico
1 0%

1
po _ L — _Zfwe
To) = ¢ 9(0,A,) A (181)

Aplicando entdo a Eq. (114):

1
J* = 0l = — -0,

1 = (182)

Finalmente, como as equacoes de descida se satisfazem
sob o cumprimento das equagoes do movimento, pode-
mos susbtituir aqui a Eq. (179)), do qual obtemos

J =y, 9t =0. (183)

A equacdo de continuidade é consequéncia da Eq. .
Com as Eqgs. f e é também possivel
escrever a tese do segundo teorema de Nother, que, apés
simplificacdo, se iguala a

0,0, FP = 0. (184)

Integrando esta equacdo num volume 2 C R* e apli-
cando o teorema de Ostrogradskii-Gauss,

74 do,0,F"" =0 = 7{ do,j* =0, (185)
1219] o0

em que a segunda equacao foi obtida usando as equagdes
do movimento. Essa é, pois, a lei integral de conservacao
da corrente j*.

§ Tensor candnico de energia-momento: Ao ser
aplicada uma translagido espago-temporal por um vetor
constante, as transformagoes das coordenadas e campos
sao as seguintes:

Azt =€t Ay =—e"0,,

- - (186)
AY = —e#9, P, AA, = —eD,A,.

Com o uso dessas e da densidade lagrangiana da
Eq. ¢é possivel verificar, por calculo direto, que é
satisfeita a equacao diferencial de Lie, Eq. @D, 0 que
significa que a translacao pelo vetor constante representa
uma simetria da eletrodindmica fermionica. Logo, como
indicado pela Eq. 7 a corrente de Nother associada é

o tensor canodnico de energia-momento

0L — 0Z

* = 50,0 T o0,9)
07

A _ sk

+ 5(3uAU)8p o — L0

= ((—)w)#p + ((-)A)Hp + (@int)up’ (187)
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com os tensores candnicos de energia-momento do campo
fermidnico, do eletromagnético e o de interacao dados,
respectivamente, pelas expressoes

T— 4= ) > _
(Oy)", = 597" 8yt = 59 @ ok + mappdl,  (188)
1
(Oa), = —F"9,A, + 1FMFAQS;;, (189)
(Oine)", = —eAs 1y 9dl. (190)

Sob transformagoes de calibre esses tensores possuem as
seguintes variacoes:

A(Oy)", = —Tnpdya + 57 0,08k, (191)
NG —%Fwapagm (192)
A(Om)", = — 7 0 adk. (193)

Assim, sob transformagdes de calibre o tensor candnico
de energia-momento completo tem variacao
— 1

AOF ) = —pyp0,a — EF“aap&,oz # 0. (194)
Como pode-se ver, os termos que nao permitem a @“p ser
invariante de calibre provém dos termos nao simétricos
nos indices p e p de (Oy)", e (©.4)",. Contudo, isso nao
representa dificuldade alguma para a escrituragdo das

leis de conservagao, pois, usando a regra de derivagao de
um produto, é possivel escrever a Eq. (194]) como

AOH = {—wv”w — i&,F"“} Opa — Os (iF“"apa) .

(195)
Ora, o termo entre chaves é nulo sob o cumprimento das
equagdes do movimento — as quais sdo, por outro lado,
essenciais para escrever as leis de conservagao, como
decorre do primeiro teorema de Nother —, Eq. .
Destarte, a variacdo de calibre do tensor candnico de
energia-momento reduz-se a uma divergéncia, a qual
nao tem influéncia alguma na expressao das quantidades
conservadas:

P, = /V 0%, d*x, (196)

pois, sendo F*? antissimétrico, ter-se-a que

AP, = / A@Opdgcc = 71/ Oy (Fogapa) Bz
v eJv

= 71/ 0; (FOiapa) dx,
v

; (197)

integral na qual ja é possivel aplicar o teorema de
Ostrogradskii-Gauss para obter

1 .
AP, = —7]{ FOZapadai,
oV

; (198)

que é nula sob condi¢des de fronteira (ou assintéticas)
apropriadas.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 45, €20230091, 2023

Teoremas de Nother: um estudo

E precisamente por esse argumento que ao tensor
canénico de energia-momento pode ser adicionada a
divergéncia 9,B7", de um tensor antissimétrico nos
indices o e p: Sua presenca ndo muda as quantidades
conservadas. Este fato pode ser usado, por exemplo,
para obter um tensor de energia-momento invariante de
calibre. A Eq. sugere que isto pode ser atingido
escolhendo

Bt = FroA,

= 9,B7M, = 0,(F'7A,) = ey A, + FI70,A,,
(199)

em que a ultima igualdade foi obtida pelo uso das
equagoes do movimento. Usando-as novamente, o novo
tensor de energia-momento pode ser escrito como

v, = (00T 0+ o,

+ FHOF,, + EFATF’\US?, (200)
o qual é invariante de calibre, AT“p = 0. Finalmente,
este tensor ainda néao é simétrico nos termos interparen-
téticos.

Nota-se que uma vez que as quantidades conservadas
sdo invariantes de calibre, nao haveria, em principio,
problema em ter um tensor de energia-momento nao
invariante de calibre e nao simétrico. Tal ocorréncia
é problematica, entretanto, do ponto de vista da gra-
vitacdo de Einstein, se se deseja interpretar o tensor
©*, como a fonte do campo gravitico. Com efeito, se
a fonte for dependente de calibre, o campo de gravidade
a que daria lugar dependeria também da escolha das
condigoes de calibre; isto ja o remediamos passando ao
tensor T#,. Além do mais, a mencionada fonte material
da relatividade geral tem sua prépria defini¢ao, segundo
a qual é axiomaticamente simétrica@ O método que
permite obter um tensor de energia-momento simétrico
é o método de Belinfante e Rosenfeld, que se baseia nos
argumentos prévios para definir
BeHY —

T .= @M 4-9,BPM (§PHY 4 GHVP 4 GVIPY

(201)

N

14 Este argumento somente é valido para a teoria da gravitacio
de Einstein e generalizagoes dela em que a geometria efetiva
do espago-tempo é pseudo-riemanniana. Em teorias como a de
Einstein-Cartan (ou, vista como uma teoria de campos de calibre
associada ao grupo de Poincaré, a de Kibble-Sciama), em que
o espago-tempo pode ter torsdo ndo nula, o tensor de energia-
momento que é fonte do campo gravitico ndo é, em geral, simétrico.
Por outro lado, o uso de fontes gravitacionais fermiénicas apresenta
uma dificuldade adicional: O tensor de energia-momento calculado
no formalismo das tétradas — o que é essencial para poder abordar
a teoria (geométrica) em presenga de férmions — é em geral ndo
simétrico; isto estabelece uma relagao geral entre o spin da matéria
e a torsdo do espago-tempo, visivel nas equagdes do movimento de
Einstein-Cartan-Kibble-Sciama. Na teoria de relatividade geral,
tal dificuldade é superada simplesmente definindo como a fonte
do campo gravitacional a parte simétrica do tensor obtido [23].
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com S*¥P o «tensor do spin de posto 3», definido como a
parte explicitamente independente das coordenadas da
corrente de Nother associada a invaridncia sob transfor-
magoes de Lorentz,

1
y' =t + 'z, v(y) = u(:L') + 7wHV(Um/u)(I)7

2
(202)
que para teorias da primeira ordem se 1é
0L
St = =———(U,au). 203

Este método, nao obstante eficaz quando aplicado a
teorias livres ou em interacdo para sistemas fechados,
nao consegue simetrizar o tensor de energia-momento
de uma teoria de calibre em interacao geral quando a
dindmica de alguns dos campos é desconsiderada [24].
Vejamos, pois, para compreender o assim mencionado,
mais em detalhe o procedimento de Belinfante-Rosenfeld
e apliquemo-lo ao campo de Dirac, tanto livre como em
interacao.

9. Procedimento de Belinfante-Rosenfeld

Comecemos por determinar, de forma geral, as correntes
de Nother associadas & invaridncia (global) da agéo
sob transformagoes do grupo (ortécrono e préprio) de
Lorentz. Denotando por w"*” = —w"* os seis parametros
do grupo, as coordenadas e campos transformam-se

segundo a Eq. (202).

§ Algebra do grupo de Lorentz: A ilgebra
do grupo de Lorentz pode ser encontrada da seguinte
maneira: consideremos duas transformagcoes de Lorentz
infinitesimais, A; e Ag, respectivamente caracterizadas
pelos pardmetros wi” e wh’. A aplicacdo sucessiva
de A; seguida da de Ao, leva as transformacoes das

coordenadas e campos segundo

2 =2t 4+ (W + Wb’ 4+ wh¥w, )z, (204)
1 v LV
w(z) = u(z) + 5w +wp") U u) (@)
1 v g
+ Zw’f W (UpeUypu)(z). (205)

A aplicacdo na ordem inversa, isto é, de Ag primeiro e
A7 depois, leva a

M=t (@ e ey, et (206)
1 v Yy
w'(2') = w(@) + 5 (@1" + @) (Uwu) (@)
1
+ i ws (U Upou) (). (207)

4

Porém, segundo a Eq. (204)), a transformagdo AsA; que
leva ao campo w(z) da Eq. (205)) é uma transformagcao
de Lorentz caracterizada pelos pardmetros w” + wh” +

wh¥w,,”, de modo que poder-se-ia também escrever

w(2) = u(@)+ 5 (@17 +63 " +wywr, ") (Urru) (). (208)
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E, semelhantemente, por graga da Eq. (206), é possivel
escrever o campo w'(z’) como

1
w' () = u@) + (@17 +wy” + w1 "o, ™) (Unrt) ().
(209)
Portanto, a diferenca w(z) —w’(z’) pode ser escrita quer

usando as Eqgs. (205)) e (207)), quer as Eqs. (208) e (209)).

Da igualdade de ambas possiveis expressoes, obtém-se
que

AT (Ui Uy l) (o)

Lo A

- L, — i, ) (Usr)(@)
1

= Zwllwwga({g;wUpV — 9w Upy

- gpuUuU + gpuUua}u)(x)a (210)

do qual é imediato reconhecer que a dlgebra de comuta-
dores dos geradores U, ¢

[Upa; U,ul/] = 7ngU,U.U + gpqua - gauUp,u + ga,uUpua
(211)
que é a algebra do grupo de Lorentz.

§ Tensor do momento angular: Suponhamos que
a funcional da agdo &/ de um conjunto de campos u
é invariante sob as transformagoes de Lorentz acima
descritas. Escrevendo a = (A7), substituindo as relagdes

1
ou = iw’\T(UMu)7

1
Azt = iw)‘T(XATx)p = (Xarx)? =08z, — 00z

(212)

na Eq. (29), que é a expressdo do primeiro teorema de
Nother, teremos que

et
ou

= aﬂ{@“m — 0t 1)

[(Uaru) — (Ozuz, — Oruxy)]

0P 0L
- (a@u) - a”a@f)uu)) (Usru)
0P

- a0~ =) |

(213)

De forma que, sob o cumprimento das equagbes do

movimento, obter-se-a a lei de continuidade do «tensor
do momento angular de posto 3»:

wo_ b

8HM AT T 07 M AT T

_(GMA‘TT - @ﬂ.’_l‘)\) + SHAT’

(214)
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com o «tensor do spin de posto 3»

0P oy
12 —— _
= (ot~ o) O
oz
+ a(a a u) [ay(UATu) - (3/\U9ur - 87’”911/\)] .
ny

(215)

Da lei de continuidade para M", _, aplicando a divergén-
cia a seus termos e usando a lei de continuidade para o
tensor canénico de energia-momento — sob a suposigao,
é claro, de que o sistema exibe também a invaridncia sob
translagoes —, encontra-se que

auMu/\T = (072 —Ox) + 8H51L>\T

) (216)
= 0uS"\; = Orx = O,

e assim o tensor de spin serd, ele mesmo, separadamente
conservado se e somente se o tensor candnico de energia-
momento for simétrico. Ou, dito de outro modo, sempre
que a divergéncia do tensor de spin for diferente de zero,
o tensor canénico de energia-momento nao podera ser
simétrico.

Consideremos agora uma modificagdo do tipo

Ter =0 +0,B°,, B™=-B""  (217)

Como ja provamos, as quantidades conservadas associ-
adas a Try e O,y sdo as mesmas. Isolando da equacao
anterior O, = Tr\—08,B”_, esubstituindo na Eq. (214)),

MY, =T xy—T" ©; 4+ 2,0,B™,
—x20,B_+ 5",
= THT Tx — TH)\ Tr + SH)\T - (BH)\T - BHT)\)
+ 0,(x, B, — x\B™ ). (218)

Definindo o tensor modificado do momento angular de
posto 3 como

Ju)\‘r = MH)\T - ap(x”'Bpu)\ - x)\BpHT)v (2]‘9)
que leva as mesmas quantidades conservadas que o

original pelo mesmo argumento que o apresentado para o
tensor modificado da energia-momento, e introduzindo-o

na Eq. (218), obtemos
Se =T oy =T a+ 8% —(B"\, = B",,). (220)

Se, finalmente, exigirmos que o tensor B,  seja de tal
forma a satisfazer a relacao
b e 2

S)\T_B )\T_BT)\’ (221)
entdao obteremos que o tensor modificado do momento
angular é exatamente o momento do tensor modificado
de energia-momento, condi¢io essa que define univoca-
mente o tensor de energia-momento [22]

J', =T xy — T z;. (222)
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Sendo assim, a lei de continuidade para J*,  implica
imediatamente a simetria de Ty :
', =0 = Thy =T (223)

Finalizando, a Eq. permite encontrar explicita-
mente o tensor B", : Efetuando permutacoes ciclicas
nos indices da citada equacdo e somando ou subtraindo
os termos convenientemente, é possivel isolar

1
BHRTA = 5(5"”’\ + §TAR _ §ANTY (224)

que é exatamente a Eq. — levando em consideragao
a antissimetria de S nos seus tltimos dois indices.
Esta argumentacao prova, assim, que o procedimento de
Belinfante-Rosenfeld permite a simetrizagdo do tensor
da energia-momento também para teorias da segunda
ordem.

9.1. Tensor simétrico da energia-momento do
campo de Dirac livre

O tensor candnico da energia-momento do campo de
Dirac livre, calculado diretamente a partir da densidade

lagrangiana da Eq. (164]), é
T— 4= — (s
0, = 50 T =5 (50 ~m)uts. (2)

Sob o cumprimento das equagoes do movimento livres —
e somente das livres, pois em interagdo as equacoes do
movimento sdo outras e o tensor de energia-momento
adota uma forma diferente [vide a subsecio -,

or, = %mﬂ%ﬂ,m (226)
Como este tensor ndo é simétrico, aplicar-lhe-emos o
método de Belinfante-Rosenfeld, para o qual precisamos
calcular o tensor do spin, e ainda antes desse, precisamos
conhecer os geradores do grupo de Lorentz na represen-
tagdo que age sobre os campos de Dirac.

§ Geradores do grupo de Lorentz: Determinare-
mos quais sao os geradores Uy, do grupo de Lorentz que
agem sobre os campos de Dirac fazendo uso do fato que
a transformagao S(A) satisfaz a seguinte relagao:

S(A)TIMS(A) = A"y, (227)

a qual é condicao necessaria e suficiente para que o termo
bilinear envolvendo a derivada na densidade lagrangiana
de Dirac seja invariante de Lorentz. Expandindo até
termos da primeira ordem,

S(A) =1+ %w””Upa, AM, =60+ 0k, (228)
a Eq. implica que
P+ %WM('Y#UW - pa'}’u)
=" +wh,y”
= o g (g — gy (229)
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do que decorre que

['Y'u; Upa] = 5570 - 5:&’7;)' (230)
Usando da &lgebra de Clifford satisfeita pelas matrizes
de Dirac para escrever §# = %{7“;70} e analogamente
para 44, obtém-se

1 '
"3 Upol = 5 (0"9% + 7577 =797 = 107"7)
1 "
= 5 0" s el + (053, — 6570)
1
=5 "5 s vell = 5 Upol- (231)
E dessa equacéo ja é possivel identificar
1
Upa' = i['yp;'}/a}' (232)

§ Tensor do spin de posto 3: Substituindo as

Eqgs. (164) e (232)) na Eq. (203]), calculamos

0% N
SMT)\ - 8(8,_[1[)) (UTx\w) - (wUT)\) —

9(0,%)
= éi{v“; [vrs 1) 0.

(233)

Usando a algebra das matrizes de Dirac, é possivel provar
que

(075 = 207 M = ), (234)
de modo que obtemos a forma final:
T i T T
ST = (T = AT (235)
§ Tensor simétrico da energia-momento: Com

o tensor do spin recém-calculado, passaremos a obter
a forma simetrizada do tensor candnico da energia-
momento. Para tal, devemos primeiramente calcular o
tensor de Belinfante-Rosenfeld

B;rr)\ _ %(S;rr)\ + S'r)\,u _ S)\;rr) — é@b‘”’\% (236)

com

= AT — AT T — Tt

— AT TR

b;m’)\
(237)

Fazendo uso repetido da algebra das matrizes de Dirac,
a expressao anterior pode ser simplificada em

BHTA = ATk — AT (238)

Substituindo na Eq. (236]), tomando a divergéncia em
relacdo ao indice p e usando a algebra das matrizes
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de Dirac de forma a obter, sempre que for possivel,
derivadas contraidas com matrizes de Dirac,

7 — > — 1 —<
0uB'™ = G (W’A O —4"0 A) Y+ gwa V5

+ 2T

5 (239)

Finalmente, usando as equagdes de Dirac para escrever
Y0, = my e 10, Yy* = —map, os dois tltimos termos
da equagao anterior se cancelam, e obtém-se

4 — > >
OuBI™ = 2 (% 97 —~7'0 A) b (240)

Assim, substituindo as Egs. (226) e (240) na Eq. (201]),

obtemos o tensor simetrizado de energia-momento para
o campo de Dirac livre:

T™ = 07 49,B"™ = i@ (VT%}* n 7”5)7) b, (241)

Como podemos ver, ele resulta ser, simplesmente, a parte
simétrica do tensor candnico de energia-momento. Essa
é uma peculiaridade da teoria de Dirac, que se explica
pelo fato do tensor do spin de posto 3 ser completamente
antissimétrico; com efeito, tal caracteristica implica,
segundo a Eq. , que a parte antissimétrica do
tensor canonico de energia-momento é proporcional a
divergéncia de um tensor do tipo requerido para que as
quantidades conservadas ndo mudem se tal divergéncia
é removida. Por outro lado, como essa ndo é uma
caracteristica geral, o resultado nao se aplica a outras

teoriaﬂ

9.2. Aplicacdo do método de
Belinfante-Rosenfeld a eletrodinamica
fermionica

Para terminar essa segdo, desejamos ainda aplicar o
procedimento de Belinfante-Rosenfeld a eletrodinamica
fermibnica, com a finalidade de determinar sob quais
circunstancias o mencionado método nao tem sucesso
em simetrizar o tensor da energia-momento, assim como
0s motivos pelos quais isso ocorre.

Para comecgar, o tensor canénico de energia-momento
para a eletrodindmica fermionica, dado nas Eqs. (187)—
(190]), se reduz, sob o cumprimento das equagdes do
movimento [Eq. (179)], & forma

) — 1
ore — %mu?w = FRTOP Ay + TP FN g (242)

Por outro lado, como ja conhecemos os geradores do
grupo de Lorentz que agem sobre os campos de Dirac
[Eq. (232)], que passaremos a denotar por Uj\/’T, enquanto

15 Note, além do mais, que o mencionado resultado nio era
previsivel e, por isso, foi necessario fazer o célculo do tensor do
spin de posto 3 para o campo de Dirac livre.
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que para o campo eletromagnético sao

1
AP = (08 4wt ))AY = |58+ iw”(U;“T)HV AV

= (Uf‘r)ll’/ = 6§\LgTV - 5¢9>\V7 (243)
podemos calcular o tensor do spin de posto 3,
0L — 0%
SM = Uw - Uw T
TA a(aﬂw)( T)\,(/J) (w TA)a(aM/})
0L Ap
YERTS A 244
+ 8(8#14") (UT/\) o ) ( )

com .Z a densidade lagrangiana da Eq. (175)). Obtém-se

A
St = (Sd’)”w\ + (S, (245)
com (S¥)" | a parte provinda dos termos em .Z que
correspondem a densidade lagrangiana do campo de

Dirac, e dado na Eq. (235)), e

(SN = —F" Ay + F" A, (246)

a provinda dos termos correspondentes a densidade
lagrangiana de Maxwell. Além disso, note-se que a
separacao feita é possivel devido a que o temsor do
spin depende exclusivamente dos termos derivativos na
densidade lagrangiana — vide a Eq. —, sendo que
o termo de interacdo nao possui derivada em relacao
a campo algunﬂ Prosseguindo com o método de
Belinfante-Rosenfeld, o tensor B*7™ cuja divergéncia hé
de adicionar-se ao tensor canénico de energia-momento

é calculado pela Eq. (224]):

B;u')\ — (Bw);rr)\ + (BA)MT/\7 (247)
com (B¥)*™ obtido pelas Eqgs. (236) e ([238):
T i— T T
(BY)T2 = S0(7 " = ), (248)
e
(BYHTr = —FHT AN (249)

A divergéncia desses tensores sdo, um dado pela

Eq. (239), o outro
Ou(BYYTN = —9, FIT AN — FF79, AN (250)

Deste modo, o tensor de energia-momento de Belinfante-
Rosenfeld é

— = < 1
T‘r)\ —_ %w(,y)\ 97 +,_YT ) A)¢+FTUFJ)\ + ZFponggT)\
5 7 —
+ gP AT+ BTN BY — 8, 7T AN

(251)

16 Ainda no caso geral, embora seja possivel que aparecam
derivadas do campo de matéria no termo de interacdo, nao
aparecerd jamais a derivada do campo de calibre, se o acoplamento
é minimo (tal condigdo é, verdadeiramente, a prépria definigdo das
palavras «acoplamento minimoy).
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A primeira linha dessa equagdo, reconhecemos, é a
soma dos tensores simetrizados de energia-momento dos
campos de Dirac e eletromagnético livres; para tais
campos, precisamente, os termos da segunda linha se
anulariam por virtude das equagoes do movimento livres.
Como, entretanto, os campos agora estdo em interacao
[Eq. ], as equagoes do movimento nao anulam
os mencionados termo§._ Dessa vez temos de substituir:
Z¢ = m¢ - eAd}, Z@@ = _m@—" eEA € aUFUT -
—eyPy, do que resulta

) & ; — —
éw I+ éw[f;v*}@w = %ew(AT’y* — ANy,
(252)
e
—0,F°T AN = epy AM). (253)
Daqui vé-se que, ja que nenhuma das Egs. ou
é simétrica, se decidissemos calcular o tensor de energia-
momento para o campo de Dirac em interacdo, sem
considerar os termos livres do campo eletromagnético,
ou vice-versa, o procedimento de Belinfante-Rosenfeld
nao derivaria em um tensor simétrico. A explicacdo é
simples: Como o tensor do spin de posto 3 nao é afetado
pelo termo de interacdo, o tensor BX™ é insensivel &
presenca de tal termo, sendo que, por outro lado, as
equacoes do movimento sdo outras. A soma completa,
finalmente, é
T = 509
4
+ %e@(ATv’\ + AMT).

1

=
T+’77—6)\)w+FTUFG'/\+4

FPUFpagT)\
(254)

Assim, o procedimento de Belinfante-Rosenfeld leva,
sim, a um tensor de energia-momento simétrico para o
sistema fechado, como esperado pelo desenvolvimento
tedrico anteriormente mostrado.

10. Eletrodindmica de Podolsky

Esta se¢ao, dedicada a eletrodindmica de Podolsky, nos
permitird mostrar a grande variabilidade dos procedi-
mentos que podem ser usados em conjunc¢ido com os
teoremas de Nother, permitindo visualizar seu alcance e
possibilidades. A teoria de Podolsky pode ser construida
como uma teoria de calibre livre da segunda ordem.

§ Densidade lagrangiana de Podolsky: Se, dife-
rentemente ao suposto na secao consideramos que a
densidade lagrangiana do campo de calibre pode depen-
der ndo s6 das derivadas desse de até a primeira ordem
como também até a segundaﬂ L= ZLa(A;0A;00A),

17 A construcdo de teorias de calibre da segunda ordem, pelo
método de Utiyama, para grupos de Lie de simetrias internas
gerais, é apresentada na Ref. [25].
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entdo a variagdo sob uma transformagao de calibre local
serd, em substituicdo da Eq. (170)),

0.7, 0.9,

Ay = 9ZANA o+ 924 5 A

L= ga, AT g, 4 0 A

0.9,
+ 5o oA

0%, 1 (0% OLs Ny o
= coa, " o \aw,a,) T a@,4,)) M

+ i 0L 0L

3¢ \9(0,0,4,)  9(8,0,A,)
0.%4

+8(8M81,Ap)) 8,;(%8#04. (255)

Logo vemos que a condigao de invaridncia deriva nas
seguintes trés relagoes:

0%
= 2
o1 =0 (256)
0.%s 0.4
= 2
00,4, 90 (257)
0.%s 024 024
=0. 2
50,04, T 8@,0,4,) T a@u0,4, ~ - (2

As duas primeiras ji as conhecemos: FElas indicam,
respectivamente, que o campo de calibre é ndo massivo
e que a dependéncia da densidade lagrangiana com suas
primeiras derivadas ocorre através do tensor de Faraday.
A Eq. , finalmente, indica que a dependéncia com
as segundas derivadas de A,, acontece por meio do tensor

Goxr := 0,00\A; — 0,0, Ay = O, F)\,. (259)

Uma densidade lagrangiana respeitando a esses requeri-
mentos é a que descreve a «eletrodindmica de Podolsky»:

2
Ly = —iFWF‘“’ + GO F0sF", (260)
com o «parametro de Podolsky» a € R a ser determinado
fenomenologicamentﬂ Se bem que outras densidades
lagrangianas, igualmente quadraticas no tensor G, sdo
possiveis, pode-se provar que todas elas se diferenciam
da de Podolsky apenas por termos de superficie e
portanto lhe sdo fisicamente equivalentes. Isto permite
estabelecer que o eletromagnetismo de Podolsky é a
generalizagdo do eletromagnetismo de Maxwell mais
simples a segunda ordem.

§ Equacgées do movimento e segundo teorema de
Nother: Com a densidade lagrangiana da Eq. (260))
calculamos as derivadas funcionais da agao:

0o/
0A,

= (1+2a*0)9,F". (261)

18 Por exemplo, na Ref. [26], seu valor é restringido a ser
menor que 2,66 x 10711 eV—! pela comparacio do célculo do
momento magnético anémalo do elétron a terceira ordem da série
perturbativa (um loop) com o valor experimental.
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As equacgoes do movimento sao obtidas por igualacao a
zero da anterior derivada funcional; em fun¢ao do campo
de calibre A*,

(1+2a*0)(0A% — 97 (0A)) = 0. (262)

Por outro lado, para escrever a tese do segundo
teorema de Nother, notamos primeiramente, por com-

paragdo com a Eq. (100)), que

1 1
AA, = -0 = (a,) =0, (by)’ ==062, (c;)’" =0.
e e
(263)
Substituindo estes valores e a Eq. (261) na Eq. (104)
obtém-se que
o
2P ((ba)”M ) =0 = (1+24°0)0,0,F" =0,
(264)
mesmo sem o cumprimento das equagoes do movimento.
Ja alei de conservagao que rege sob o cumprimento delas

pode ser obtida pelo sistema de equacoes de descida,
Eq. (114). Para estabelecé-lo, comegamos calculando as

quantidades (A%)* e (B?)* da Eq. (107):
(A% = (1 +2a*0)F" — a?0°0,F**, (265)

(BO) = a3(g"0 0, F" + "7 0, ¥ — 3¢ 0,F°").
(266)

Como (¢;)* = 0, o sistema de equagdes de descida
comega com o tensor [vide a Eq. (112))]

T = =(B7)" (b,)"
2
= —%(gWaTFPT + gP O, FIT — 2919 FVT).

(267)

Tomando sua divergéncia em relagdo ao indice u, obte-
mos a seguinte corrente:

2

It = 0ty = =0, (9 FT —20°F"T). (268)

Por divergéncia desta, finalmente, obtém-se a corrente
conservada

-0 vp (12 pT e.d.m. ]. up

Destarte, a lei de continuidade d,j” = 0 leva a equagao
0,0,F"* =0, (270)
que é a mesma equagdo obtida na eletrodindmica de

Maxwell, Eq. (184)).

§ Tensor de energia-momento do campo de
Podolsky: A formula geral para o tensor de energia-
momento de uma teoria da segunda ordem aparece na

Eq. (16). Em funcdo das quantidades (A%)" e (B7)"",

OHP = — LghP — (AT)HOP A, + (B 0P8, Ay. (271)
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Com a densidade lagrangiana de Podolsky e as

Egs. (265) e (266), o célculo direto permite encontrar,
ap0s simplificacao,

1 2
01 = JE\ g — 07 Fy, 0, Vg
— (1 +2a°0)FH 9P A,
+ a? (WFONOPE, 1 — 9\ F7 9197 A,

+0° (a0, F* 0P A,) . (272)

E evidente que, tomando o limite a® — 0 a equacio
anterior corresponde ao tensor candnico de energia-
momento do campo de Maxwell, Eq. . Além do
mais, nota-se que o ultimo termo, embora seja uma
divergéncia, nao pode ser desconsiderado, pois o tensor
entre os parénteses nao é antissimétrico nos indices o
e i, e por isso pode, sim, ter contribuicdo para as
componentes do vetor de energia-momento. Apesar de
OHP nao ser invariante de calibre, quando uma destas
transformagoes é aplicada, a variagdo do mencionado
tensor é, sob o cumprimento das equag¢ées do movimento,

1
AOH = =9, {—(1+ 2a°0)F*7 0 a + a?O\F" 970 a
e

—a*\F70P0 (273)

ou seja, igual a divergéncia, em relacdo ao indice o, de
um tensor antissimétrico em seus indices o e pu. Como
consequéncia, o vetor de energia-momento, que sdo
as quantidades conservadas sob condicbes assintOticas
apropriadas, sdo invariantes de calibre.

Como o tensor encontrado ndo é simétrico, para
simetriza-lo precisaremos aplicar o procedimento de
Belinfante-Rosenfeld, o qual comega com o calculo do
tensor do spin, que para a teoria da segunda ordem,
tem a expressao mostrada na Eq. . Em funcao das
quantidades (A,)* e (B, )", se escreve

Su)\-r - = (AU)#(UATA)U + (By)"
O, (Une A)7 — (D3A% G — B, A%gy0)] . (274)

Precisamos usar nela a Eq. (243)), isto é,

(Unr A) = (Un )", A” = 8 A, — 61 Ay, (2T75)

Apés simplificacdo, o resultado é
SHAT = — (1 4 2a*0)FF AT + (1 + 26*0)FH7 A
— a? (9*9,F"° AT — 979, FH* A*)
+ 2a° (¢"0,F°PF,” — g""0,F"F,*
— 0,FTPFM + 9,F F™H)
— a® (9" 0,F7 0, AT — g"70,F 7P 0, A

— 0, FTPONAF + 9,F 0T AM) . (276)

Reconhece-se, mais uma vez, que no limite em que
a? — 0 o resultado anterior se iguala ao obtido para a
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teoria de Maxwell, Eq. , que agora se vé modificado
pelos termos proporcionais ao quadrado do parametro de
Podolsky. A partir deste ponto, o procedimento pode ser
continuado, calculando o tensor de Belinfante-Rosenfeld,
sua divergéncia e adicionando-a ao tensor canoénico de
energia-momento. E patente, contudo, que semelhante
procedimento nao é facilmente aplicdvel devido a quan-
tidade de termos contidos no tensor do spin. Por isso,
desenvolveremos na secdo [I1] uma técnica alternativa
para o calculo do tensor simétrico de energia-momento.

11. Relagao do Tensor Candnico de
Energia-Momento com o Métrico

Nesta secao estabeleceremos a relacao entre o tensor de
energia-momento derivado do teorema de Nother — a que
se da o adjetivo «canonico» — e aquele que se obtém na
teoria de relatividade geral — chamado «métrico». Segui-
remos para tanto a Ref. [31], estendendo os argumentos
para teorias da segunda ordem. Este estudo se justi-
fica ndo somente pelo interesse na teoria da gravidade
einsteniana, mas também (e principalmente) porque, o
vimos na se¢do anterior, o problema da simetrizagdo
do tensor candnico de energia-momento pelo método de
Belinfante-Rosenfeld se complica rapidamente quando
a teoria é da ordem superior — ndo significando isto,
desejamos salientar, que o tal método seja inaplicavel
a tais teorias. Outrossim, manteremos a discussiao nas
teorias que descrevem o campo tensoriaﬂ

Antes de iniciar o desenvolvimento do assunto, dese-
jamos salientar que o fato de que o tensor de energia-
momento se relacionar com a derivada funcional da acéo
da matéria em relagdo ao campo métrico, g, (z), ndo é
casualidade, mas tem uma origem fisica profunda que
pode ser compreendida a luz do ja aprendido. Com
efeito, a teoria einsteniana possui como propriedade
fundamental a de ser invariante sob transformacoes
gerais de coordenadas (invariancia sob difeomorfismos).
Infinitesimalmente, uma tal transformacao das coorde-
nadas escreve-se

y# = gk + é‘#(x)’

Ora, nao é dificil reconhecer que semelhante transfor-
macao poderia perfeitamente ser interpretada como uma
translagao localizada. Logo a teoria invariante por esse
tipo de transformacdes é uma teoria de calibre associada
ao grupo das translagéeﬂ Por outro lado, a teoria geral

£ e CT2(RY). (277)

19 Como dissemos alhures, a consideracio do campo fermiénico
requeriria a introducdo do formalismo das tétradas; deixamos esse
ponto para o futuro.

20 Essa é a ideia central do teleparalelismo. Entretanto, é mister
mencionar que, embora qualquer transformacido das coordenadas
esteja inclusa na Eq. — por exemplo, a Eq. bem poder-
se-ia entender, também, como uma transformacdo de Poincaré
localizada, escrevendo w,, (z)x? + e#(z) = £#*(x) —, os diferentes
grupos de calibre que se tém associado & gravidade se diferenciam
na lei de transformacio local dos campos. Nesta se¢do, as mudan-
cas dos campos sao devidas s6 as mudancas das coordenadas, de
forma que tais diferengas ndo estardo presentes.
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dos campos de calibre de Utiyama tem-nos mostrado
que a fonte nas equagdes do movimento do campo de
calibre é igual a corrente conservada como consequéncia
da simetria da agao perante as transformagoes do grupo
de calibre — compare, por exemplo, as Eqs. e
para o caso eletromagnético —, o que significa que é
possivel encontrar a corrente conservada por derivagao
funcional, em relacdo ao campo de calibre, da parte da
acao que contém a matéria e a interacao, donde, na teoria
de calibre do grupo das translagoes, a fonte do campo de
calibre (gravitacional) serd igual a corrente conservada
pela simetria da acdo perante as translacoes, isto é, por
defini¢do, o tensor de energia-momento.

Consideremos, pois, um conjunto de campos (tenso-
riais) u, e consideremos igualmente o campo métrico
Jpo- Mantendo-nos no formalismo lagrangiano, a agao
invariante sob transformacoes gerais de coordenadas
requer escrever, ja ndo & = %, sendo

P =32,

com g = det(gys) 0 determinante da matriz cons-
tituida pelas componentes do campo métrico. Isto é
assim porque na passagem de um sistema cartesiano
de coordenadas {z*} a um sistema curvilineo {y*}, o
elemento de volume muda segundo

(278)

dy
dy = '3:5 dx = Jdz, (279)

com J = |0y/0z| o jacobiano da transformagdo de coor-
denadas. Tal jacobiano J pode ser calculado levando em
conta que o campo métrico g"¥(y) no sistema curvilineo
obtém-se a partir de ¢(°?? no sistema cartesiano {z*},
através da relacao

Y (y) = %% (0)po

= 50 D , (280)

de modo que, tomando o determinante dessa equacao,

1 2

P J(=1) = J T
em que o sinal positivo foi utilizado na extracdo da raiz
quadrada para que o elemento de volume seja sempre
positivo. A substituicdo deste resultado na Eq.
prova que o elemento de volume invariante é /—gdx,
justificando a Eq. .

Colocando, pois, a Eq. (278) na , a variacdo da
acao é

(281)

o = /%Audx—i—/ %Agmdw
0 5U 0 69/}0‘

4, Ka”wgiu) - a?@i)) A

0y
_ r@uayu) 8,,Au] doy,
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- jgn { Kay 3(5559,)0) B a(gjpa)> Afps

07
-0, AGpe | — PAz" b do,. (282
g i | — 20 fdoe (230
Definimos o «tensor métrico da energia-momento» como
oo . 2 oo

= 283
V=g 69;)0 ( )

o qual é, como antes diziamos, simétrico por definigao.

Na Eq. (283),

1
o = /%Audx—i—/ =TP7\/—gAgpsdx
0 (SU 0 2

ot Kafai) - 88@%) A

0P
_ Y7 5 A At
—l—a(a#ayu)@,j u+ 7 x}dau

- f[ifm { Ka”a(affgw) - 3(;30)) Agys

0y
_ 67(@431/_%0) 8,,Agpg} } doy.

Para continuar, usando a Eq. (277) na ,

9" (y) = g"" (x) + 0"¢" (x) + 0"¢" (2),

(284)

(285)

de modo que, usando também que Az* = £, a variacéo
funcional do campo métrico é

Agh(z) = 9"¢¥ (x) + 07" (x) — €(2)Ing"" (). (286)

Introduzindo os coeficientes de conexao

1
Fp)\.,. = §gpo (a/\g-ra + Orgox — 809)\7') ) (287)
e as derivadas covariantes
V& :=0,8" + F"ng’, (288)

a variacao funcional do campo métrico pode ser escrita

COIII(E
Agh(z) = VI (2) + VVEH (). (289)

Por isto, e como a conexdo definida na Eq. (287) é
métrica, no sentido de satisfazer & equagdo V,g,, = 0,
o segundo termo do lado direito da Eq. (284)) é

1
/§T’)‘7\/—9Agpgdx: —/ V, TP/ —g&sdx
Q Q
+ }{ T7¢,/=gdo,. (290)
o0

21 Note, de passagem, que a condigdo de anulamento da variagdo
funcional da métrica corresponde a equacdo de Killing, a qual
determina as transformacdes de coordenadas que representam
simetrias do espago-tempo em estudo.
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Na Eq. m,
0 = / —Audzx — / V,TP7Eq\/—gda
Q

o, {T“pfp“jg ! Ka?ai) o a(%u))

0, Au + ,@f“} } doy,

0P
9(0,0,1)

_% {(a 02 02 )Ag
[5}9] Va(auaugpo) 3(3u9pa) e

07
——0,Ayg }da .

9(00.9p0) ey
Continuamos escrevendo, na segunda linha da equacdo
recém escrita, a forma explicita das variagoes dos campos
u. Como a transformacdo é uma translagao localizada,
ter-se-a que

Au +

(291)

Au(z) = du(r) — Gpu(x)E’ (x),

em que du(xz) dependerd da natureza do campo: Se ele
é escalar, serd du(xz) = 0, mas no caso geral em que ele
seja tensorial, du dependerd das derivadas de &*(z) de
forma semelhante ao campo métrico [Eq. (285))].

Para a parte —0,u{” da variacdo Au, o termo entre
os colchetes na segunda linha da Eq. reduzir-se-a
ao tensor canoénico de energia-momento, cuja defini¢do
para teorias da segunda ordem foi dada na Eq. (16]).
A substituigdo dessa relagdo, junto com a Eq. (286,
permite exprimir a variacdo da acao dependendo de
¢s(z) e suas derivadas de até a terceira ordem. Com
efeito, denotando, como na Eq. (107),

(292)

0P 0P 0P
"o _ wo._
=0 g ) ) B T a@,a)
o g 0P 02
g a(auaugpa) 8(augpa)
0P
pwer = 27 203
9(0,0097) (293)

o célculo permite transformar a Eq. (291) & equivalente

0 = /—Audw /Vprgfg\/—gdx
Q
+/ Ou (—Akou + BLY 0, 0u) dx
Q

+ / (H°¢y + H*? 0,85 + H*7 0,0,
Q

+H"r?0,,0,0,¢5) dx, (294)

com as quantidades

H = 0,(T" /=g —O"+ AlP 07 g,y — BEP20,0% g ),
(295)

HH = TH7\/=g — "7 — 8, (B0 u) + 205 A)"7

— AT g, — B, BYMNO g\ — 2BE0,07 g,
(296)
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Mo — Auua AVIMT ) B;\uua_8>\B/\uua_Bgl/p)\aogp/\’
(297)

vpo 1 vpo vo 14 g
H!07 = 2 (Bg""? + B + ByP7) . (298)

Em particular, estaremos interessados no limite em
que o campo métrico se torna constante (limite de
espago-tempo plano), em que todas as derivadas do
campo métrico se anulam e /—g = 1. Em tal limite,

H° = 3“(T”0 _ @M0)7 (299)
HM' =TH — QM — 9,(BFO7u) + 23>\A2W7 (300)
HHvo — AMVU AVMU 8>\B;‘/“’U — 8)\32‘1’“0, (301)
= L (B B L B, (302)

em que estarao presentes, é claro, s6 os termos que nao
sejam nulos nos limites indicados.

Como a acao é invariante, por hipdtese, perante a
translacao localizada da Eq. , devera ser 6o/ = 0,
o que entdo implica, vista a independéncia de &, (z)
e de suas derivadas, que cada uma das quantidades
proporcionais a elas seja nula. Neste ponto serd entao
preciso explicitar qual seja a variacdo du do campo
material, que aparece na segunda linha da Eq. ,
uma vez que tal variacdo pode depender, ou nao, das
derivadas de &,(z) até uma ordem relacionada com o
posto do campo tensorial w.

§ Campo escalar:
escalar se cumpre que

No caso em que u é um campo

(303)

A segunda linha da Eq. (294) encontra-se, pois, ausente
neste tipo de teoria.

§ Campo vetorial:
lei de transformacao é

Se u,, ¢ um campo vetorial, sua

/ ox"

u, (y) = Wu”(x) = du, = —0,u,. (304)

A segunda linha da Eq. (294) adota a seguinte forma:

/ {ap (AP*uT — BEVHO,U) D6,
Q

b g At agyue — 0, (B 4+ By ue)
— (BPM 4 BPVH) apu”} 8,0,6,
1
=3 (BI""+ BU™ + B w7 0,0,0,¢

0 (0g; 00g; 009g) }dx (305)
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§ Campo tensorial de posto 2: Caso u,) seja um
campo tensorial de posto 2, sua lei de transformacao sera
a seguinte:

)= i Gy oA (306)

= Ouuy = — 0,8 up, — 00 up,.

Logo, a segunda linha da Eq. (294) serd igual a

/ {aﬂ [AZ (uy +uy”)
Q
—BO (9,u% + Oyuy?)] 0
1
t3 [ (AT + AL (7 + 1))
— (BUPA + BiPRN) (9,u y + 0pu7)
— 0, (B2 + B (u ) 4 uy)) :|8ﬂau£a

1
o g [ (Bgupk + le’“}\ + BZPV}\) (UU)\ + ’U,)\U):|

- 0,0,0,65 + 0(dg; 00g; 000g) }dm. (307)

Como se verifica nas Eqs. (305)) e , qualquer
que seja a natureza do campo material u, no limite
de espaco-tempo plano a segunda linha da Eq.
s6 contribui com termos que sdo proporcionais a 0,&s,
0u0v€s € 0,0,0,€,, mas em nenhum caso contribui com
algum termo proporcional a &,. Por isto, em todos os
casos a imposicao da invaridncia da agdo sob translagoes
localizadas & Eq. , sob o cumprimento das equagoes
do movimento para u e as identidades de Bianchi (que
implicam que seja V,T77 = 0 [32]), levard a identidade

H? =9,(T"* — ") =0. (308)
Essa é a relagado crucial para a prova da equivaléncia
entre o tensor canénico de energia-momento e o métrico:
Como a divergéncia da diferenca entre eles é nula,
ja é evidente que, se um deles satisfaz a equacao de
conservagao, entao o outro também o faz. Ademais, a
diferenca entre eles tera de ser igual a divergéncia de um
tensor antissimétrico:

THT — O17 = 0,YPHT,  YPHT = _YHPT, (309)
Concluimos assim que os tensores de energia-momento
THT e OHY g0 fisicamente equivalentes, no sentido de
levarem as mesmas quantidades conservadas (vetor de
energia-momento).

Quanto ao anulamento dos termos proporcionais as
derivadas de &, até da terceira ordem, elas estabelecem
relagoes de possibilidade para as teorias da segunda or-
dem acopladas ao campo métrico. E claro, todavia, pelo
desenvolvimento feito, que tais condi¢oes dependerao da
natureza (posto) do campo tensorial . Em particular,
analisaremos os termos proporcionais a 0§.
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§ Campo escalar: Como nao hé contribuicdo adici-

onal ao termo proporcional a 9¢, das Egs. (300)) e (309):
0p(BEFO7u) — 20,A017 = 0,Y 17, (310)
isto é, que

Dy (BRFO7u — 24017 —YPH7) = 0, (311)

e portanto se deduz a existéncia de um tensor Z P47 tal
que

_ gPAuo
(312)

BLROTu—2A0MT Y PHT = 9y ZNHT, 7T =

§ Campo vetorial: Das Egs. (300), (305) e (309)),
para o campo vetorial:
0y (BEFO7uy — 24017

_AZ/J,UO' 4 B’[[:V/J.ayuﬂ' _ YPI“T) = 0’ (313)

donde se deduz, também, a existéncia de um tensor
ZAPHT — _ ZpAo tq] que

BO 97 uy—2A0MT — ADUT 4+ BE O, u” —Y PR = 03 M0
(314)

§ Campo tensorial de posto 2: Por ultimo, das

Egs. (300)), (307) e (309) encontra-se que, para o campo

tensorial,

0, [BLAT 7 up, — 2A08T — AL (47, + u,)

315
+B (9,u”y + Oyuy”) — Y] = 0. (315)

Outra vez, deduz-se a existéncia de um tensor Z 1o =
— 7P\ tal que

BEMAT 97wy, — 2A087 — ADPN (u7 ) 4 u,)
+ BN (0,07, + Dyuy”) — YPHT = 9y 20
(316)

Tendo estabelecido desta forma a equivaléncia fisica
entre o tensor candnico de energia-momento e o métrico
no limite de espaco-tempo plano, a seguir derivaremos
o tensor métrico de energia-momento para a eletrodina-
mica de Maxwell e para a de Podolsky.

11.1. Tensor métrico de energia-momento do
campo de Maxwell

Utilizaremos nesse caso a densidade

vV—9g
P = ng“pg”"FWFpg. (317)
A principio, o tensor de Faraday ¢ agora F),, = V,A, —
V., A,. Todavia, uma vez que os simbolos de Christoffel
sdo simétricos em seus dois indices inferiores —o que
significa que no espago-tempo em consideragdo a torsao
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é nula—, é facil mostrar que a derivacao covariante, neste
caso, ¢ irrelevante:

FHV = (aﬂAV - Fp;wAP) - (aVAM - FpV/JAP)
— 0,A, — 0,A,.

Essa parte da densidade &2 é, portanto, independente
do campo métrico. Logo, efetuando variagoes do campo
métrico, a acdo muda segundo

Sof = /Q _L;g [Agw’gWFWFpU + g""Ng""F,, Fpy

1
+ QQATAQ)\TQMPQVOFMVF,UU} dx

:/ \/;g (F)\G'FTU _|_Fp)\FpT
Q

1
— gATFWF“”) Agy-dx.

5 (318)

Daqui que a aplicagdo da Eq. (283) leva ao tensor
métrico de energia-momento
1
AT Ao T AT v
T =FYF" — 17 F, F*, (319)
que é, como provado anteriormente, fisicamente equi-
valente ao canoénico, e que, ademais, ja é simétrico e
invariante de calibre.

11.2. Tensor métrico de energia-momento do
campo de Podolsky

Usaremos agora a densidade

S 1 vo
P = -9 (_4gupg FHVFPU
2

a
+—g" g g‘”VaFMpVUFgV) : (320)

2
Desta vez, embora os tensores de Faraday sejam, como
no caso prévio, independentes do campo métrico, suas

derivadas covariantes nao o sao. De fato, ter-se-a que,
sob uma variagao do campo métrico,

A(VoF,,) = —AT¢, F., — AT¢, F..,  (321)

€
pa

1
AT?,0 = 50 (040ar + OalAgux — 0xAgua) + O(D9)-

o

(322)
Os termos nessa variagdo que dependem das derivadas do
campo métrico serao irrelevantes para nossos propositos,
uma vez que estamos interessados no limite de espaco-
tempo plano. No mencionado limite, a variagao da acao é

o :/ ;g <F>\UFTO- - 19/\TFHUFMV> Ag)\'rdl'
0 2 4
(323)
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2
n % / \/—g{Agpo‘aaFWVgF””
Q
+ AgMP 0P F 0, F° + Ag°Y 0 0, F™,

1
+ QgATAgATapF,upaaFHU}dl' (324)

2
+ a / /_g*gpag#ﬁgm
2 Ja
. { (7AI‘EWFEP — AI‘EMF#E) 6UF[3.Y

+ 0aFpp (AT g, Fory — AL®, Fpe) }dz.
(325)

O primeiro termo, Eq. , é 0 mesmo que ja apareceu
na teoria de Maxwell, e sua contribuicdo ao tensor
de energia-momento é dado na Eq. (319). Quanto ao
termo da Eq. , a aplicagdo da relacao AgHt’ =
—g"7g"? Ags, permite obter sua contribuigao:

T = —a® [ (OPFHT + 9TFHY) 97 Fup + 0, F 0, F™7

1
- 29”3"Fup60F“"] : (326)

Finalmente, o uso da Eq. na Eq. , apos
integracdo por partes e eliminacdo de termos de su-
perficie sob as condi¢bes assintéticas de desvanecimento
das variacbes Ag no infinito, permite obter também a
contribui¢cdo do mencionado termo:

T =a*[ — 970 (Fp0, )
+ ap (F)\TaUF‘ro’ + FTanF)\J)

+ 0N (PO F,) + 07 (FOPE,,) | (327)

Juntando todas as partes, por ultimo, chegamos ao
tensor de energia-momento do campo de Podolsky:

1 2
T)«r _ FAUFTU _ Zg)\TFle;w _ %gArapFupaoF;m
+ 02 [ = P TE 00, + 0,0,
+ FN8,0,F™ + F70,0,F*" — FTP0*0° F,,

- FAPaTaf’F,w} . (328)

Este tensor, é patente, é simétrico e também invariante
de calibre, visto que depende tnicamente do tensor de
Faraday e de suas derivadas.

12. Comentarios Finais
Nesse artigo, mostramos, com apenas alguns tépicos

escolhidos, a enorme importdncia que os teoremas de
Nother possuem nas diversas areas da Fisica atual.
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Iniciamos formulando a teoria classica do campo de
ordem (finita) qualquer, obtendo a equagao diferencial
de Lie para as transformacoes que deixam invariante a
acao. Especializando para teorias da segunda ordem —
suficiente para ilustrar o procedimento geral —, mostra-
mos a forma em que o principio da acgao estaciondaria
de Ostrogradskii-Hamilton leva as equagbes do movi-
mento, quer elas sejam as de Euler-Lagrange, quando
P = £, quer as equagdes canodnicas de Hamilton,
quando & = w0, — . Assim trabalhamos, seguindo
a Nother, os formalismos lagrangiano e hamiltoniano
simultaneamente.

A seguir mostramos o primeiro teorema de Nother,
que se reduz as conhecidas leis de conservacao das
correntes de Nother para campos fisicos, satisfazendo
equacoes de continuidade e que levam, via a regra
integral de Leibniz, ao aparecimento das cargas de
Nother, invariantes no tempo (conservadas) sob condi-
¢oOes assintoticas de anulamento dos campos e de suas
primeiras derivadas no infinito espacial.

O primeiro teorema reciproco de Nother foi entdo
enunciado e provado. Vale salientar que, como escreve-
mos claramente, ele tem por hipdtese que

«r combinacoes linearmente independentes
das derivadas funcionais da agdo se reduzem
a divergéncias. »

Isto é extremamente importante, pois tal hipdtese é
diferente da de supor que existam r cargas conservadas
para campos fisicos. Com efeito, apds exemplificarmos
brevemente a aplicagdo dos teoremas para o campo
escalar relativistico real e o campo de Schrédinger,
passamos a estudar o problema de Kepler na mecénica
dos pontos. No formalismo lagrangiano, o vetor de
Laplace—Runge—Lenz, que junto a energia e o momento
angular determina de forma completa as Orbitas no
problema de dois corpos, ndo pode ser relacionado a
uma simetria, pois sua derivada temporal ndo pode ser
escrita como combinacao linear das derivadas funcionais
da agdo, logo a tese do teorema reciproco de Nother
nao se aplica. Isto mostra que a lagrangiana nao contém
todas as simetrias do sistema fisico que descreve.

O formalismo hamiltoniano, por outro lado, as con-
tém, sim: O espago das fases é capaz de acomodar
as simetrias dindmicas inexpressiveis no espaco das
configuracoes. De sorte que o primeiro teorema reciproco
de Nother sempre se aplica no formalismo hamiltoniano,
em que todas as simetrias estdo presentes. Assim sendo,
no formalismo hamiltoniano, para campos fisicos, a
existéncia de simetrias é equivalente a existéncia de
quantidades conservadas. Aqui, pois, pode-se escolher
livremente se se aceita como axioma (matemético) o
principio de simetria (invaridncia) ou como axioma
(empirico) a lei de conservagao: as duas escolhas tornam-
se logicamente equivalentes.

Além do mais, vimos que as correntes de Nother sdo
geradoras de transformacoes canoénicas e formam uma
algebra de Lie fechada. Essa algebra (de parénteses
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de Poisson) é igual & &lgebra (de comutadores) das
transformacgoes das coordenadas e momentos. Isto é o
que permite encontrar a algebra do grupo de simetrias
estudando a algebra das correntes de Nother.

Passando ao segundo teorema de Nother e seu reci-
proco, em que o grupo de simetrias é localizado (depen-
dente do ponto), mostramos que em tais circunstancias
é imperativo que ao menos um dos campos envolvidos
tenha sua variacdo dependente das derivadas dos para-
metros do grupo, pois se assim nédo fosse as equagoes de
Euler—Lagrange tornariam-se identidades.

Provamos que as identidades que derivam desse teo-
rema reduzem-se, para campos fisicos, & mesma lei de
conservagao do primeiro teorema, além de um conjunto
de equagoes de descida que permite construir a corrente
conservada por derivagoes sucessivas de um tensor an-
tissimétrico cujo posto depende da ordem da teoria. Em
particular, isto prova que na mecénica do ponto material
a corrente de Nother é nula quando construida com
coordenadas fisicas.

Finalmente, as identidades do segundo teorema de
Nother levam também a uma reducdo do ntmero de
equagoes de Euler-Lagrange independentes, isto é, ao
aparecimento de vinculos, pois torna em identidades
algumas delas, havendo entdo mais fungdes incégnitas
do que equacgOes para determind-las. Decorre disto que
as condigoes iniciais ndo determinam univocamente a
evolugao posterior do sistema.

Isto foi explicitamente exemplificado no modelo me-
canico de Christ-Lee com potencial nulo [requerimento
esse que pode perfeitamente ser relaxado adicionando
um potencial da forma V(r*r)], que construimos par-
tindo do principio da invariancia de calibre e fazendo
um paralelismo com o método de Utiyama.

Na aplicacao dos teoremas a eletrodindmica fermi-
onica de Maxwell, obtém-se, é conhecido, um tensor
candnico de energia-momento que ndo é nem simétrico
nem invariante de calibre. Introduzimos para solucionar
tais dificuldades o método de simetrizagdo de Belinfante—
Rosenfeld, fazendo-o para teorias de até segunda or-
dem, mostrando dessa forma, construtivamente, que
tal procedimento lhes é aplicaivel com os resultados
desejados. Em qualquer caso, o procedimento consegue
simetrizar o tensor canonico de energia-momento sempre
que o sistema ao qual se aplica seja fechado, como
comprovamos explicitamente.

A eletrodindmica de Podolsky foi construida esten-
dendo o método de Utiyama para conter teorias de
calibre livres da segunda ordem — seguindo a Ref. [25].
O célculo de seu tensor candnico de energia-momento
simetrizado pelo método de Belinfante—Rosenfeld, con-
tudo, é um procedimento longo devido a grande quan-
tidade de termos contidos no tensor de spin. Por isso,
estudamos com detalhe a relagdo deste tensor simetri-
zado com o tensor métrico de energia-momento definido
na teoria da gravidade einsteniana (ou, equivalente-
mente, na teoria de calibre do grupo das translagdes).
Demonstramos que, para teorias de campos escalares,
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vetoriais e tensoriais de posto 2, de até segunda ordem,
os dois tensores efetivamente se equivalem, exceto pela
divergéncia de um tensor antissimétrico de posto 3; as
duas formas de calcular o tensor de energia-momento
sa0, assim, fisicamente equivalentes. Isto permitiu calcu-
lar de forma rapida os mencionados tensores tanto para
a eletrodinamica de Maxwell quanto para a de Podolsky.

Finalizamos mencionando alguns pontos que nao fo-
ram analisados neste artigo.

Ao longo do texto, tem-se usado como hipétese que
as variagoes dos campos — e de suas derivadas até uma
determinada ordem — se anulam no infinito. Isto é valido
em uma multidao de casos, porém nao em todos. Um
exemplo notdvel é o tratamento da teoria da gravidade
de Einstein, em que o tensor métrico nao se anula no
infinito; ainda em solugbes «assintoticamente planasy,
como a de Schwarzschild, a métrica tende ao valor cons-
tante igual & metrica do espago-tempo de Minkowski,
mas nunca ao valor nulo. Em tais circunstancias, por
exemplo, se acrescenta a acao termos adicionais, como o
termo de York-Gibbons-Hawking.

Hipodteses semelhantes regem a validade do segundo
teorema de Nother, em que os pardmetros e suas de-
rivadas se assumiram nulas na fronteira 02 da regido
Q C R*. A tais transformacdes se conhece como «trans-
formacgoes de calibre pequenas», em contraposicao as
«transformacoes de calibre grandes», que nao respeitam
a anterior condi¢do. Em tais circunstancias, os termos
de fronteira ndo podem ser desconsiderados.

Por dltimo, desejamos salientar que a definicdo do
tensor métrico de energia-momento nao deve ser con-
siderada a resposta definitiva a questao de como definir
semelhante grandeza. Um exemplo claro de que ela nao
estd isenta de dificuldades encontra-se nas teorias com
termos topoldgicos na agao — por exemplo, as teorias de
Chern-Simons —, pois tais termos, por serem independen-
tes da métrica, nao contribuem para a derivada funcional
da acao em relagdo a esta. Fica claro que a construcao
do tensor fisico de energia-momento ndo é um assunto
trivial.

Nao ha duavidas, esperamos ter deixado claro, de que
os teoremas de Nother sao ferramentas extremamente
poderosas para o estudo da Fisica e que suas aplicagoes
vao muito além do calculo das cargas conservadas.
E justo, pois, reconhecer os desdobramentos a que eles
tém conduzido, alguns dos quais apontamos neste artigo.
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