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Apresentamos de forma pedagdgica o tema das distribui¢des de probabilidade, que é central para o entendimento
da mecéanica estatistica e da mecanica quantica, além de ser importante para todo tipo de descricdo estatistica

dos fendmenos naturais.
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We present a pedagogical treatment of probability distributions, which is central for the understanding of
statistical mechanics and quantum mechanics, apart from being importante for every kind of statistical description

of natural phenomena.
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1. Introducao

O uso de varidveis aleatérias em fisica foi uma das
grandes ideias da segunda metade do século XIX, quando
Boltzmann, Maxwell e Gibbs desenvolveram a mecanica
estatistica e abriram caminho para um entendimento mi-
croscépico das leis da termodindmica. A ideia fundamen-
tal por tras desse desenvolvimento é a de que um sistema
muito complicado e imprevisivel pode, mesmo estando
submetido a leis deterministicas, exibir comportamento
aparentemente aleatério e pode ser descrito de forma
eficiente como se fosse realmente aleatorio.

O conceito central dessa abordagem é o de distribuicao
de probabilidade. Esse conceito é indispensavel para
o entendimento tanto da mecanica classica quanto da
mecénica quantica. No primeiro caso, porque sistemas
cadticos ou com muitos graus de liberdade se prestam
muito bem a uma descricao probabilistica; no segundo
caso porque o moédulo quadrado da funcdo de onda
é interpretado justamente como uma distribuicdo de
probabilidade.

Apresentamos neste artigo um tratamento pedagdégico
das distribui¢cbes de probabilidade mais importantes,
suas propriedades matematicas e suas aplicagoes em
problemas fisicos.

2. Variaveis Aleatorias Discretas

Digamos que uma certa quantidade z assume valores
a partir de um conjunto finito, {z1,...,zn}, € que a
probabilidade de ocorréncia do valor z,, é dada por
p(zy,). A probabilidade pode ser conhecida de antemao,
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porque o processo de geracdo da variavel aleatoria é
bem conhecido, ou pode ter de ser estimado a partir
das frequéncias dos resultados em um niimero grande de
realizagoes.

O exemplo mais simples é a distribuicdo uniforme,
em que todos os valores sao igualmente provaveis. Eo
caso de um dado ou de uma moeda, se acreditarmos que
ndo estdo viciados, ou dos niimeros da Mega Sena (na
pratica, até novembro de 2021 a dezena mais sorteada,
53, apareceu 278 vezes, enquanto que a dezena menos
sorteada, 26, apareceu apenas 203 vezes [I]).

Outra distribui¢do famosa é a de Zipf,

Q’N(n) x 1
Dzipt e’

(1)
que descreve a populacdo dos paises no mundo, ou a
populagdo das cidades de um pais, ou a frequéncia
de ocorréncia das palavras de um idioma [2, B]. A
quantidade pgi’é\g(n) é a resposta para as perguntas
“quantos dentre os N brasileiros moram na n-ésima
maior cidade do Brasil”? ou “qual a probabilidade
de ocorréncia da m-ésima palavra mais frequente em
um texto de N palavras?”; o pardmetro a deve ser
determinado empiricamente.

A distribuicao de Poisson

A —A A"
pPoisson(n) =e

— 2

- 2)
é ttil na descrigdo do ntimero de ocorréncias independen-
tes de um mesmo evento em um dado intervalo de tempo.

. )\ 7 o1

Por exemplo, a quantidade pp ;..o (1) é & probabilidade
de que acontecam n decaimentos de uma amostra de
elemento radioativo ao longo de um minuto, sendo A o
nimero médio de decaimentos por minuto.
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Se um evento tem probabilidade p de ocorrer e 1 — p
de nédo ocorrer, entdo a probabilidade de que ele ocorra
exatamente n vezes em N testes é dada por

i) = () )@= @)

que é chamada de distribuicdo binomial.

Como mencionado na Introduc¢do, a um conjunto
de probabilidades {p(x1),...,p(xn)} podemos associar
uma entropia, que de forma adimensional é dada por

S=- ZP(JUn) log(p(wn))- (4)

De certa forma, a entropia mede a falta de informacao
a respeito do estado do sistema. Se soubermos que ele
estd no estado m, por exemplo, teremos p,(m) = Onm
e S=0.

Se todas as probabilidades forem iguais, p(x,) =
1/N, entdao S = log(N). No emsenble microcanénico
da mecénica estatistica, a entropia de Boltzmann ¢
justamente dada por S(E) = klog(W), onde k é a
constante de Boltzmann e W é o niimero de microestados
com energia F. Ja no ensemble candnico, a probabilidade
depende da temperatura,

o~ En/kT

p(En) = 7 (5)

sendo a funcao de particdo dada por Z =) e~ En/kT
de modo que ficamos com

E
S=—k Zn:pn (=B, /KT —log(Z)) = % + klog(Z2).
(6)
A identificacdo Z = e entre a fungdo de particao
e a energia livre de Helmholtz leva & igualdade termo-
dindmica F = (E) —TS.

—F/kT

3. Variaveis Aleatorias Continuas

Seja x uma varidvel aleatoria que assume valores
continuos. Dizemos que p(x) é sua distribui¢do se a
probabilidade de x estar no intervalo (a,b) é dada por
f; p(x)dx. Toda distribui¢do satisfaz as propriedades
de ndo-negatividade, p(z) > 0, e de normalizagio,
J p(z)dz = 1. Note que p(z) ndo é uma probabilidade,
e sim uma densidade de probabilidade (ou seja, é a sua
integral que é uma probabilidade).

Na mecénica quantica, a funcdo de onda ¥(z,t) sa-
tisfaz a equagao de Schriodinger e portanto sua evolugao
temporal é deterministica. Entretanto, seu médulo qua-
drado fornece a distribui¢do da variavel aleatéria que
resulta do processo de medi¢do da posicao da particula
em questdo no instante ¢, ou seja, |¥(z,t)|* = pi(x).

Na mecanica classica, o uso de distribui¢ées de pro-
babilidade esta ligado ao fato de que nenhum processo
de medida tem precisdo infinita, de modo que é sempre
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necessario associar uma incerteza & posi¢gdo (ou ao
momento, ou a ambos) de uma particula, mesmo que
nao estejamos levando em conta efeitos quanticos. No
caso de sistemas cadticos, essa incerteza cresce exponen-
cialmente com o tempo.

Se tivermos certeza absoluta de que a varidvel x as-
sume um certo valor, digamos x(, entao sua distribuicao
é uma funcao delta, 6(x—xg). Se consideramos altamente
provavel que z esteja proximo de xg, com uma incerteza
bem pequena, entao usaremos uma distribuicao proxima
da delta; por exemplo, uma funcao que seja constante na
vizinhanga de xy e nula fora dessa vizinhancga, ou algo
mais suave como uma gaussiana.

Em analogia com a entropia de Gibbs, muitas vezes se
define a “entropia” da distribuicdo p(x) como sendo

smz—/mm%mmm, (7)

e de fato a relacio termodindmica F = (E) — TS
decorre da mesma forma que para varidveis discretas.
Entretanto, essa nao é uma boa definicao de entropia.
Basta notar que p(z) pode ser maior do que 1, o que
pode levar a uma “entropia” negativa. Ademais, essa
entropia nao tende a zero quando a incerteza na variavel
desaparece. Mesmo com esses pontos problemaéticos, a
quantidade acima costuma ser utilizada.

E importante saber mudar de varidveis. Se z possui
distribui¢ao de probabilidade p(z) e temos uma varigvel
que é funcgdo dela, y = f(z), entdo quem serd 7(y),
a distribuicdo da variavel y? Para responder a essa
questao, recorremos a ideia de que a probabilidade deve
se conservar. Supondo, por simplicidade, que f(z) é
injetora, esperamos intuitivamente que a chance de y
ter o valor yy deve ser igual a chance de x ter o valor xg
tal que yo = y(zo). Mais concretamente,

b y(b)
/p(w)de/ 7(y)dy
a y(a)

Se b — a, temos

(o) im POV )Wy )
e, portanto,
0 )))
T(y) = W 9)

Outra forma de proceder é usar a fungao delta de Dirac
para escrever:

Tww:/p@ww—quMa (10)

Note a presenga de um moédulo no denominador de @,
necessario para evitar a ocorréncia de probabilidades
negativas.
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4. Variaveis Pseudo-Aleatorias

Com excecao daqueles que acontecem na escala quantica,
os fendmenos naturais ndo sdo realmente aleatorios.
Se jogarmos o nosso dado sempre da mesma maneira,
exatamente da mesma maneira, sem variar o impulso, a
altura da mao, a inclinacao, o material da superficie onde
ele vai cair, a densidade do ar, sem variar absolutamente
nada, as leis de Newton garantem que o resultado vai
ser sempre o mesmo. Na pratica, isso é impossivel, de
modo que o resultado é pseudo-aleatério e usar uma
abordagem probabilistica faz sentido.

Em geral, comportamento pseudo-aleatério é comum
em sistemas cadticos. Por exemplo, o famoso mapa
logistico produz uma série de ntmeros entre 0 e 1 a
partir da relagdo de recorréncia x,11 = 4z,(1 — x,).
Esses ntmeros sao gerados a partir de um procedimento
simples e deterministico, mas se distribuem erratica-
mente no intervalo (0,1) e sdo pseudo-aleatérios. A
distribuicdo de probabilidade que descreve esse conjunto
de pontos é ﬂ\/ﬁ, de tipo Beta. Um outro exemplo é

0 mapa
2z
7f0r0§1’§\@71,
1— 22
Tn+1 = (11)
1—a?
for vV2—-1<z <1,
2z

que gera pontos distribuidos de acordo com a distri-
buigao m. Em geral é muito dificil determinar
a distribuicdo de probabilidade associada a um mapa
cadtico [4]. A semelhanga entre sistemas cadticos de
poucos graus de liberdade e sistemas termodindmicos é
explorada, por exemplo, em [5].

A aplicacdo mais chocante de métodos probabilisticos
a situacoes deterministicas talvez seja a que envolve
os numeros primos. Por incrivel que pareca, varias
propriedades dos ntmeros primos sugerem que eles
estao distribuidos, entre os inteiros, de maneira pseudo-
aleatéria. Essa hipotese, conhecida como modelo de
Cramér, postula que a probabilidade de que um niimero
n seja primo é aproximadamente @, o que funciona
em algumas situac¢ées. Por exemplo, decorre dai que a

quantidade de nimeros primos menores que um valor

dz

qualquer X > 2 deve ser aproximadamente f2X gz ©

que esta de fato correto.

Outro exemplo é teorema de Erdés-Kac [6], que diz
que se w(n) é o numero de fatores primos distintos
do numero n, entao para m > 1 a quantidade
(w(n) —loglogn)/+/loglogn tem distribuigdo gaussiana
com média 0 e varidncia 1. O comportamento dos ciclos
de permutagoes de N niimeros, com N > 1, também tém
caracteristicas pseudo-aleatérias muito semelhantes as
dos niimeros primos, envolvendo distribuigoes de Poisson
[7-9).
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5. Momentos e Cumulantes

Seja p(x) uma distribuigdo de probabilidade. As grande-
zas

M, = /x"p(x)da? = (z") (12)

sdo seus momentos. Note que My = 1 para toda
distribuicao, ji que sdo sempre normalizadas. O primeiro
momento corresponde ao valor médio da varidvel. A
diferenca entre o segundo momento e o quadrado do
primeiro é a chamada varidncia, e mede o quanto a
variavel se distancia de sua média,

0 =My — M; = ((z — (2))?). (13)

A funcao geratriz dos momentos,

(oo}

iy =y A (14)

n!

n=0

chamada de funcdo caracteristica, se relaciona com a
distribuicdo da seguinte maneira:

22/93"0@)% = /p(x)
N / pla)ettdr, (15)

= (tz)"
Z(n') dx

n=0

ft)

ou seja, por uma espécie de transformada de Laplace
(note que ainda ndo especificamos o espaco no qual a
varidvel estd definida), que talvez possa ser invertida
para fornecer p(z) dada f(¢). Em vez da fungio geratriz,
muitas vezes se usa a chamada funcao caracteristica, que
¢ simplesmente

o(t) = £(it) = [ pla)eda, (16)

O resultado acima é interessante porque muitas vezes
os momentos podem ser obtidos experimentalmente,
ou numericamente. Ou seja, podemos medir a média,
a variancia, etc. Tendo em maos essas quantidades
podemos, em tese, obter informagbes a respeito da
distribuicdo que as gerou.

Outro conjunto de niimeros que pode ser usado para
caracterizar uma distribuicdo sdo seus cumulantes. Seja
C,, o cumulante de ordem n e seja

oty =y (17)

a funcdo geratriz desses ntimeros. Os cumulantes sdo
definidos em termos dos momentos através de uma
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relacdo entre as respectivas fungdes geratrizes:

g(t) =log[f(t)], f(t)=es. (18)
Como

Moyt?

log (1 + Myt + + O(tf‘))
t2
= Myt + (Mo _M12)§+O(t3)a (19)

vemos que o primeiro cumulante coincide com a média e
o segundo é justamente a variancia. O terceiro e o quarto
cumulantes sdo chamados, respectivamente, de obliqui-
dade e curtose. Nos casos mais simples, a obliquidade e a
curtose medem, respectivamente, o quanto a distribui¢ao
é inclinada e o quanto seu pico é achatado.

Todos os cumulantes de ordem maior que 2 sao
nulos para uma distribui¢do gaussiana. Sendo assim,
podemos dizer que, de certa forma, os cumulantes de
uma distribuigdo p(z) medem o quanto ela difere de uma
gaussiana.

Os cumulantes possuem duas propriedades importan-
tes, que nao sdo compartilhadas pelos momentos: 1) os
cumulantes da soma de variaveis aleatorias independen-
tes sdo iguais as somas dos cumulantes individuais; 2)
com excecao do primeiro, sao invariantes por translagao,
ou seja, os cumulantes de p(x+a) sdo iguais aos de p(x).

Os quatro primeiros momentos sao dados em fungao
dos cumulantes por

M, = C4, (20)
My = Cy + C?, (21)
Mz = C3 + 3C2Cy + C3, (22)
My = Cy +4C3Cy + 3C3 + 6C,0% + CF. (23)

Os coeficientes que aparecem nessa férmulas sdo conhe-
cidos como numeros de Faa di Bruno. Para descrevé-
los, precisamos do conceito de particdo. As partices de
um inteiro positivo sdo as maneiras de escrevé-lo como
soma de inteiros positivos. Por exemplo, o nimero 4
tem cinco particoes: 4, 3+1, 2+2, 2+1+1 e 1+1+1+1. O
nimero de partes da particdo A é denotado £(\), e ()
é o numero de vezes que a parte j aparece em \. Por
exemplo, £(2,1,1) = 3, r1(2,1,1) = 2, r2(2,1,1) = 1.
Em geral, temos

n!
o= o e e

onde a soma é sobre todas as particoes de n. Por outro
lado, os primeiros cumulantes em fun¢do dos momentos
sao:

Cy, = M, (25)
Cy = My — M7, (26)
Cs = M3 — 3My M, 4+ 2M 3, (27)
Cy = My — 4AM3M; — 3M3Z + 12Mo M7 — 6M7,  (28)
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e a férmula geral é:

(=1)*N=1(g(N) = 1)n!
Cpn = Z 1 ()] l_IMZ (29)
AFn HJ' Aty (A)! i€

A relagdo entre momentos e cumulantes possui uma
interpretacao interessante quando vista em termos
graficos. Representamos o cumulante C,, por um grafo
ciclico que possui n vértices. O produto C,,C,, corres-
ponde a um grafo com n + m vértices e dois ciclos, que
visitam n e m vértices cada.

A Figura [I] mostra todas as possibilidades com 4
vértices. Temos 1 caso que consiste de quatro com-
ponentes triviais, de um vértice sb, correspondendo a
C{; temos 6 casos que consistem de duas componentes
triviais e uma componente de dois vértices, correspon-
dendo a C?Cy; temos 3 casos que consistem de duas
componentes de dois vértices, correspondendo a C3;
temos 4 casos que consistem de um componente trivial
e uma de trés vértices, correspondendo a C7C3; e temos
1 caso totalmente conexo, que corresponde a Cy. Note
como cada conjunto de grafos na figura corresponde a
um termo na expressao de My em termos de cumulantes,
Eq. .

De acordo com essa interpretagdo, dizemos que o
cumulante C,, corresponde ao diagrama ciclico de n
vértices conexo, enquanto o momento M, corresponde
a todos os diagramas de n vértices com componentes
ciclicas, inclusive os que nao sdo conexos.

De fato, essa relacgio entre diagrams conexos/
desconexos é mais geral do que a relagdo entre cumulan-
tes/momentos. Seja f uma fungao que associa a qualquer
grafo um ndmero real. Suponhamos que a fun¢do seja
multiplicativa, no sentido de que seu valor em um grafo

Py I P ——
EO Oééoo oo—oé
el ,Eo o o
P T :

e

Figura 1: Relagdo graifica entre momentos e cumulantes:
decomposi¢do de grafos em componentes conexas.
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desconexo é dado pelo produto dos valores calculados
sobre as componentes conexas: F(AU B) = F(A)F(B).
Entao, se

s= > Flg (30)

g€ todos

é uma soma de F' sobre todos os grafos com componentes
conexas de um certo tipo (ciclicas, por exemplo), pode-
mos obter a mesma soma porém restrita a grafos conexos
do mesmo tipo tomando o logaritmo:

logls) = Y. Flg). (31)

g€ conexos

6. Distribuicoes Beta, Gamma e
Gaussiana

Suponha que temos um problema fisico que queremos
descrever de maneira estatistica. Temos uma variavel
aleatéria x e queremos associar a ela alguma distri-
bui¢do. Qual a distribuicdo mais natural? A resposta
depende da natureza do espago no qual a variavel
estd definida: ele é finito, semi-infinito ou duplamente
infinito?

6.1. Intervalo finito, Beta

Algumas varidveis aleatérias tém seu valor restrito a um
intervalo finito. A posi¢do de uma particula dentro de
uma caixa, por exemplo, ou a posi¢do de um oscilador
com energia finita, ou a condutancia de um sistema
eletronico.

A distribuicao uniforme é a mais simples que podemos
imaginar nessa situa¢do. Em um intervalo finito, (a,b),
ela é dada por p(z) = 1/(b — a). No caso do intervalo
(0,1), temos p(z) = 1. Essa distribuicdo tem momentos

dados por
! 1
/ 2dx = (32)
0 n -+ 1

e fungdo geratriz f(t) = +(e' —1).
Existe uma generalizacao da distribuicdo constante no
intervalo finito (0, 1), chamada de distribuigdo Beta, que

é especificada por dois pardmetros positivos:
; -1 -1
Prina(®) = Ba* (1 —2)" ", (33)

Para que ela seja corretamente normalizada, é preciso
que

l_ 1xa—1 —335_1
5= ata—ar (34)

e essa integral é conhecida como a primeira integral de
Euler ou integral Beta, dai o nome da distribui¢ao. Ela
é dada em termos da fungdo Gamma (veja na préxima
subsegdo):

_ TI(a+p)

(@)t () (35)
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Podemos generalizar a distribuicio Beta para um
intervalo genérico (a,b), usando a forma (z —a)* " 1(b —
x)f~t,

A distribui¢do constante corresponde ao caso particu-
lar « = 8 = 1. Para que a distribuicao seja normalizavel
temos que ter a, 8 > 1/2.

Se a = 3, a distribuicdo é simétrica. Se o > 1, valores
muito pequenos de x sdo pouco provaveis, e o contrario
acontece se a < 1 (a situagdo na vizinhanca de x =
1 é andloga, com (8 em lugar de «). Os momentos da
distribuicao Beta sao dados por

Tla+n)T'(a+B) (36)
F()(a+B+n)

1
/ Bz"z® Y1 — 2)? " tdx =
0

Um exemplo importante da distribuicao Beta é o
seguinte. Imagine que temos um oscilador harmonico
que satisfaz mv? + kz? = ka3, ou seja, tem frequéncia
angular w e amplitude xp, mas ndo temos nenhuma
informacéo sobre onde ele esta. Se medirmos sua posi¢dao
num instante qualquer, é razoavel supor que a proba-
bilidade de que esteja num intervalo de tamanho dz
é proporcional ao tempo que ele fica nesse intervalo,
portanto inversamente proporcional a velocidade que
tem quando passa por ali, ou seja,

dx _ dx ' (37)

() w23 — 22

Essa é uma distribui¢io Beta no intervalo (—xzg, zg) com
parametros o = 3 = % Esse tipo de densidade de proba-
bilidade aparece também em aproximagoes semiclassicas
da mecanica quantica.

Se distribuimos pontos de maneira uniforme sobre a
circunferéncia S, ou seja se tivermos o angulo § com
distribuicdo uniforme, entdo a projecdo desses pontos

1

. : : — coef serd 1
sobre o eixo horizontal x = cos 6 sera [dz/d8] = Tsm(@)]’

que em termos de y = 2% é a distribuicio Beta em (0,1)
com pardmetros a = 8 = % De forma mais geral, como
discutido em [I0], a proje¢do da esfera em RY sobre
RM leva a uma distribuicio Beta para o quadrado da
distancia até a origem, com pardmetros a« = M/2 e
8= (N—M)/2.

Outro exemplo notavel é distribuicao de Wigner,
conhecida como lei do semi-circulo, dada por i\/él — x2,
Ela pode ser vista como um caso particular da Beta no
intervalo (—2,2) com pardmetros a = § = 3/2. Essa
distribuicao descreve os autovalores de matrizes hermi-
tianas e com elementos independentes e distribuidos de
forma gaussiana [I1], no regime de grandes dimensoes.
Seus momentos pares sao os chamados numeros de
Catalao,

L N () e

2 _92

Podemos mencionar ainda o contexto de transporte
eletronico através de cavidades quinticas com dindmica
classica caética [12]. Se as guias de entrada e saida

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 44, €20210424, 2022



€20210424-6

tém apenas um canal de transmissao aberto cada uma,
entdo a condutancia do sistema, 0 < g < 1 em
unidades apropriadas, tem distribuicao de probabilidade
constante se nao houver simetria de reversao temporal
e proporcional a ¢g~/2 se houver essa simetria (ambas
distribuicoes Beta).

6.2. Intervalo semi-infinito, Gamma

Algumas varidveis aleatorias podem estar restritas a um
intervalo semi-infinito, tipicamente (0, 00). E o caso, por
exemplo, da coordenada radial de uma particula em
duas ou trés dimensodes, ou do intervalo de tempo entre
dois decaimentos radioativos do mesmo atomo, ou duas
colisdes no modelo de Drude.

No modelo de Drude, um elétron se move livremente
exceto por colisdes com impurezas imoveis. Digamos que
P(t) é a probabilidade de nenhuma colisdo ter ocorrido
durante um intervalo de tempo t. E razoavel supor que
duas colisoes sao eventos independentes e portanto a
probabilidade de ndo ocorrer colisdo em (0, + t2) seja
igual & probabilidade de néo ocorrer colisdo em (0,t)
multiplicada pela probabilidade de ndo ocorrer colisdo
em (t1,t1 + t2). Supondo ainda que a probabilidade de-
pende apenas do intervalo de tempo e nao dos instantes
inicial e final, queremos que P(t; + t3) = P(t1)P(t2).
Concluimos imediatamente que P(t) = e~*/T para algum
parametro 7.

A distribui¢do exponencial Le*/¢ é o caso mais
simples de distribuicdo Gamma. Seu valor médio é £ e
sua variancia é £2.

Por exemplo, se x e y sao coordenadas no plano e tém
ambzas a mesma distribuicdo gaussiana, proporcional a
e~ ¥ eae Y respectivamente, entdo a distribui¢do da
distancia até a origem, r = /22 + y2, é proporcional
a re~"". Se definirmos z = r2, entdo a varidvel z tem
distribuicdo exponencial.

A distribuicido Gamma mais geral contém dois
parametros reais e é dada por

oL () = Ga® e /8, (39)

PGamma

A normalizagio exige que

1 oo
5:/0 o e/ 8 dy, (40)

que é conhecida como a segunda integral de Euler ou
integral Gamma. Sua solucdo é justamente a funcdo
Gamma,

/Oo e %de = T'(a), (41)
0

uma generalizagdo do fatorial, pois se o é um niimero
inteiro, entdo I'(ar) = (o — 1)!. A constante de norma-
lizacao é

1

“= &r(a)

. (42)
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Por exemplo, a fun¢ao de onda do estado fundamental
do atomo de hidrogénio decai exponencialmente a partir
da origem, sendo proporcional a e~"/% onde ag ¢ a raio
de Bohr. A densidade de probabilidade correspondente,
em coordenadas esféricas, é proporcional a r2e=27/%
(note o fator r? que vem do elemento de volume). Essa
é uma distribui¢do Gamma com o = 3 e £ = ag/2.

Se a < 1, a distribuichio Gamma favorece o valor
x=0.Se a > 1, entdo z = 0 passa a ser improvavel
(é necessério que a > 1/2).

Os momentos da distribuicdo Gamma sao

| e lerte = HEE
A funcgio geratriz desses momentos é
f) = e (44
1—ct°
que realmente satisfaz
10 = [ () (45)

Ja os cumulantes sdo dados simplesmente por C, =
a(n —1)IE", j& que a sua fungdo geratriz é

g(t) = —alog(1 - &b). (46)

E curioso que, quando a = n+1 é um nimero inteiro e
& =1, a distribuicdo Gamma coincide com a distribuigcao
de POiSSOIl, pg:él’rlna(x) = plm:‘oisson (n)

E interessante notar que a distribuicdo Gamma pode
ser encarada como um caso limite da distribuicao Beta
em (0,1): se temos 2~ !(1 — z)? e fazemos = = y/(£f)
e depois tomamos 3 — 00, o resultado é proporcional a
Yy lemv/E,

6.2.1. Distribuicao de Pareto

Podemos generalizar a distribui¢do Gamma usando um
intervalo semi-infinito (a,00) com a > 0. A versdo
mais popular dessa situagdo é a que obtemos ao fazer
& — oo. Nesse caso, temos a distribuicdo de Pareto, que
corresponde a uma lei de poténcia:

aa®

xa—i—l :

p;;‘o;eto(z) = (47)
Empiricamente, observa-se que essa distribuicao des-
creve bem a distribuigdo de renda em um pais (muita
gente ganhando pouco, raros miliondrios) e a distri-
bui¢do do tamanho das cidades (muitas cidades peque-
nas, poucas metrépoles), entre outros dados obtidos em-
piricamente. Leis de poténcia parecem ser muito comuns
na natureza, ainda que sua real validade matematica seja
discutivel [13].

Como a distribui¢do de Pareto é muito concentrada,
ela deu origem ao chamado “principio de Pareto” de que
80% dos resultados correspondem a 20% das causas (ou
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seja, 80% da populacao viveria em 20% das cidades, ou
80% da riqueza estaria nas maos dos 20% mais ricos,
80% das vendas de uma loja seriam feitas para 20%
dos clientes etc). Esse principio s6 vale exatamente se
a distribuicao tiver pardmetro o =log, 5 ~ 1, 16, mas ja
foi observado (em proporgdes um pouco diferentes) em
varias situagoes.

A distribui¢do de Pareto s6 tem os primeiros momen-
tos

)

aa™

M, = n<a. (48)

a—n’
Os momentos com ordem maior que «a divergem, de
modo que a funcdo geratriz ndo existe.

Se x tem distribuigdo de Pareto no intervalo (a,c0),
entdo a varidvel y = log(z/a) tem distribui¢do exponen-
cial.

6.3. Intervalo duplamente infinito, Gaussiana

E se nossa varidvel aleatdria nao estiver contida em
um intervalo finito mas, em vez disso, puder assumir
qualquer valor real? Nesse caso, a distribuicao gaussiana
é de longe a mais popular:

1 )2
e T (49)

PGlanss () =
oV 2T

Essa distribuicdo tem valor médio u e varidncia o2.

Sendo a distribuicdo uma fung¢do par em torno da
média, os momentos impares em torno da média sdo
nulos,

oo
/ (& = 1> s (2)d = 0. (50)
—o0

Por outro lado, os momentos pares em torno da média
sao dados por

> n o n n 2n '
/ (l’ - :U/)Q pléauss(x)dx = 02 (ZTL - 1)” = 02 (2,”7,3' .

(51)
Os momentos originais, por sua vez, s&o um pouco mais
complicados,

— 00

) [n/2] |
n _j,o _ n: 2k, n—2k
/_OOJj pGauss(x)dx - kzzo k'(n— 2k)'2k0 H .
(52)
A fungao geratriz desses momentos é
f(t) _ et202/2+tu. (53)

Neste caso, a fungdo caracteristica, Eq. (16]), e a
distribuicdo original podem ser relacionadas por uma
transformada de Fourier,

p(t) = eV /2t — / b

— 00

Peiauss(@)e! Cdw. (54)
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Por outro lado, a funcdo geratriz dos cumulantes é
simplesmente

g(t) = t?c%/2 + tu, (55)

de modo que todos os cumulantes de ordem maior que
2 sao nulos para uma distribuicdo gaussiana, como ja
comentamos anteriormente.

O estado fundamental do oscilador harmdnico
quantico, ou seja, a solugdo da equagao de Schrodinger

& ()+mw2
2m dx? x 2

da origem a uma distribuicdo de probabilidade gaussi-

ana,
() = || e (57)

com média 0 e varidncia proporcional a V.

A gaussiana é também a solugdo fundamental da
equagao de difusao, %—f = D%7 para x € (—00, 00). Isso
significa que, se a condigdo inicial for ¢ (z,0) = §(x), a
solugao no tempo t sera dada por

wi(a) = "), (56)

Y(z,t) = ——=e" 77, (58)

Parte da importancia da distribuicdo gaussiana vem
do chamado Teorema Central do Limite: a soma de um
nimero grande de varidveis independentes e identica-
mente distribuidas, com varidncia finita, serd sempre
gaussiana, mesmo que essas varidveis ndo o sejam.
Concretamente, digamos que z;, com 1 <1¢ < N, sdao N
variaveis aleatérias independentes, cada uma dela com
distribui¢do p(x), sendo que (z) = p e ((x — u)?) =
o2. Entdo, quando N — oo a distribuicdo da varidvel
y = (x1 + -+ + 2y)/N fica indistinguivel da funcéo

’égu/s\s/ﬁ(y), qualquer que seja p(z).

O exemplo mais famoso do teorema central do limite
é o movimento Browniano. Em uma dimensao, se uma
particula se move de forma aleatéria, tendo a cada passo
uma certa probabilidade de se deslocar um pouco para
esquerda ou um pouco para a direita, sua distancia
a partir de onde comecou tera, depois de um tempo
longo, distribuicdo gaussiana [I4], com varidncia que
cresce linearmente com o tempo (essencialmente, esse
é 0 mesmo problema resolvido pela equagao de difusdo
mencionada acima).

Em um espago de dimensdao N, o quadrado da
distancia até a origem é dado por 72 = Zfil z2. Se
0s ; sdo varidveis aleatoérias independentes, cada uma
delas com distribuicao p%’;uss(x), entao a distribuicao da
variavel r é

2
TN—le—r /2

pghi(r) = WF(N/Q)’ (59)

que é chamada de distribui¢do Chi. Para N = 2 ela
é conhecida como distribuicdo de Rayleigh e descreve,
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por exemplo, o primeiro estado excitado do oscilador
harmoénico quantico e também os autovalores de matrizes
circulantes aleatdrias de alta dimenséo [15]. Para N = 3
ela é a distribuicao de Maxwell-Boltzmann, que descreve
a velocidade das particulas que compdem um gas.

A distribui¢do Chi também descreve a diferenca Ay —
A1 entre o maior e o menor autovalor de matrizes
hermitianas 2 x 2 com distribuicdo gaussiana. Talvez
valha a pena fazer essa conta explicitamente no caso de
matrizes reais. A diferencga entre os autovalores da matriz

M = ( Cbl lc) ) éd = /(a—c)?+4b%. Tomamos a
distribui¢do conjunta como sendo proporcional a

—3Tr(M?) _ e—a2/26—c2/26—b2' (60)

e
Fazendo a mudanca de varidveis a — ¢ = dcos#@, 2b =
dsin 6 e a+c = e, temos um jacobiano que € proporcional
ade

¢l potte

2 2 4

(61)

A integral sobre e é trivial e chegamos ao resultado
(que corresponde & Chi com N = 2). O aspecto mais
interessante desse cédlculo é justamente o jacobiano, pois
ele mostra que os autovalores se repelem: a varidvel d tem
pouca chance de ser nula. Em outras palavras, matrizes
aleatérias néo costumam ser degeneradas [10].

Uma observacdo interessante é que, se r tem a distri-
buicdo Chi apresentada acima, a varidvel z = 72 tem
distribuicao

SN/2-1,—2/2

2N/20(N/2)’ (62)

que é as vezes chamada de distribui¢do Chi-quadrado,
mas que é simplesmente uma distribui¢ado Gamma com
a=N/2ef=2.

Finalmente, é interessante notar que a distribuicao
gaussiana pode ser encarada como um caso limite da
distribuicdo Beta simétrica em (—1,1): se temos (1 +
2)#(1 — 2)? e fazemos » = y/\/B e depois tomamos

, _ .2
8 — 00, o resultado é exatamente e ¥ .

6.4. Principio variacional
Comentamos na Secao 3 que a quantidade
oo
Stl=- [ s og@lis (@)

nao é uma defini¢do adequada de entropia. Nao obstante,
vale notar que a gaussiana é a distribuicao que maximiza
esse funcional, dados os trés vinculos

[ stayia =1, (64)

— 00

/jo zp(z)dr = M,y (65)
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/OO 22p(x)dx = M. (66)

— 00

De fato, a equacgao de Euler-Lagrange para esse problema
é dada por

§s

5 = —log(p) — 1 — vy — 1z — vpa? =0, (67)

cuja solucdo é imediata e fornece justamente a gaussiana.
Assim, de certa forma pode-se dizer que, ao supormos
que uma varidvel aleatéria definida em (—o0,00) tem
distribuicdo gaussiana, estamos fazendo a escolha de
“maxima entropia”, ou seja, a hipdtese que pressupoe
o minimo de informacao a respeito do problema.

No caso do intervalo semi-infinito (0,00), podemos
acrescentar uma penalidade para o valor z = 0, se
quisermos tornar menos provavel que a varidvel tenha
esse valor. Uma maneira de fazer isso é acrescentar um
termo logaritmico ao funcional e escrever

Slol = — / " {ple) loglo(x)]dz + (o — )p(z)log o} d.

(68)
A distribui¢do Gamma maximiza esse funcional, com os

vinculos e .
Finalmente, para uma variavel aleatéria no intervalo
(0,1) introduzimos duas penalidades,

Sl == [ {ota@) lozlp(o)ld + (0 = Dp(a) g
T (8- 1)p(x) log(1 - 2)} da. (69)

A distribuicdo Beta maximiza esse funcional, com o

vinculo .

7. Outras Distribuicoes Importantes

As distribuicbes Beta, Gamma e gaussiana sdo funda-
mentais, mas ha varias outras distribuicdes de proba-
bilidades importantes além delas. Mencionemos alguns
exemplos.

7.1. Distribuigao lorentziana

A distribui¢do lorentziana (também chamada distri-
buigdo de Cauchy):

w(@— P+ )’

—00 < T < 00. (70)

Uma caracteristica dessa distribuicao é que, como ela
decai muito devagar, ndo tem nenhum momento bem
definido. Nem mesmo a média existe. A grandeza p é a
moda e a mediana, mas nao é a média; por outro lado, a
grandeza a é a largura a meia altura, mas nao é o desvio
padrao.
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Em termos de um parametro complexo, z =
i + ia, a distribui¢do lorentziana pode ser escrita

1
T—2z

€como %Im ( ) Sua fungao caracteristica é bastante

simples,

= a 1]
ite dr = iut—at. 71
| e ()

—00

Se t > 0, essa funcio é simplesmente e’*t.

A largura de linha dos estados excitados de um
atomo (existentes por causa da interagdo com o vécuo
eletromagnético e responsavel pelo tempo de vida finito
dos estados excitados) é uma lorentziana (a varidvel
sendo a energia).

A lorentziana nao esté sujeita ao teorema central do
limite, por ndo ter variancia. Em vez disso, ela satisfaz
sua propria versao do teorema: a soma de varidveis
identicamente distribuidas com distribui¢ao lorentziana
também tem distribuicao lorentziana.

Se x e y sdo duas varidveis independentes com distri-
buicao gaussiana, de média 0 e varidncia 1, entao a razao
x/y tem distribuicdo lorentziana, com y=0e a = 1.

7.2. Distribui¢des de valores extremos

Seja uma variavel aleatéria x com distribuicdo de pro-
babilidade p(x). Sua distribui¢do cumulativa

X

Plz< X)= / p(z)dx (72)

— o0
representa a probabilidade de que x tenha valor menor
do que X.

Imaginemos uma nova varidvel aleatéria & que é o
maior valor de x dentre um sorteio de N realizacoes
independentes,

,xN). (73)

Z = max(z1,. ..

E claro que T < X se e somente se x; < X para todo i.
Portanto,

N
P@E<X)=][Pla<X)=[P@<X)V. (74

i=1

Por exemplo, se p(x) = %e‘x/f, entdo P(z < X) =
(1 — e=X/¢). Subtraindo um fator ¢log(N), por con-
veniéncia, temos P(Z — {log(N) < X) = P(Zz < X +
§log(N)) e

eiX/g N —Xx/¢
P(i<X+flog(N))—<1— N) —e° ,

(75)
onde tomamos o limite N — oo. Esse é o caso mais
simples de uma variavel com distribuicdo de Gumbel,
cuja cumulativa é em geral dada por e=¢ © 7.
Temos aqui um caso de universalidade [I7], porque

o valor extremo deslocado, & — gy, tem distribui¢iao de
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Gumbell, quando N — oo, para qualquer distribuicao
original p(z) que decaia mais rapido do que qualquer
poténcia quando x — oo. O valor do deslocamento é
dado pela igualdade P(x < gy) =1—1/N.

A distribuicdo de Gumbell ji foi usada para des-
crever a chuva mais forte do ano e outros fenémenos
meteorolégicos [I8]. Matematicamente, ela descreve
bem o moédulo do maior autovalor de matrizes nao-
hermitianas [I9].

Se p(z) decai como uma poténcia, p(x) ~ 1/z%HL
como no caso da distribuicdo de Pareto, entdao o valor
extremo tem distribuicdo de Fréchet, cuja cumulativa é
do tipo e N/X7.

Existe ainda uma terceira classe de universalidade,
quando p(z) = 0 para z > a e p(z) ~ (v — a)* !
quando z tende a a pela esquerda (essa situagdo inclui
uma distribuicdo constante num intervalo finito, por
exemplo). Nesse caso, o valor extremo tem distribuicao
de Weibull, cuja cumulativa ¢ do tipo e~ N(@=X)"

8. Conclusao

Distribui¢goes de probabilidade sdo um conceito fun-
damental em fisica e matemaética, indispensdveis na
compreensdo da mecanica estatistica e da mecéanica
quantica, sem falar no tratamento estatistico de dados
que hoje em dia s6 cresce, com computadores cada vez
mais rapidos processando quantidades de dados cada vez
maiores.

Apresentamos neste artigo uma discussdo acessivel
das principais distribui¢bes de probabilidade que sao
encontradas na fisica, mencionando suas principais pro-
priedades e exemplos de aplicacdes. Esperamos assim
contribuir para a formacado de estudantes de fisica,
fornecendo um material de referéncia e de apoio aqueles
que estao encontrando essas ideias pela primeira vez.

Agradeco o apoio financeiro do CNPq (306765/
2018-7) e os comentérios de um parecerista andnimo.
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