
Revista Brasileira de Ensino de F��sica, vol. 24, no. 3, Setembro, 2002 367

Um C�alculo Aproximado do Poder das Pontas

An approximate treatment for the strenght of the points
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C�alculo aproximado do potencial e da densidade de carga de um condutor quase cil��ndrico eletrizado
�e realizado seguindo m�etodo desenvolvido por Maxwell em seu Treatise para condutores quase
esf�ericos. Com isso, �e poss��vel obter rela�c~oes diretas entre densidade de carga e curvatura para
casos simples. O plano carregado, levemente corrugado, �e tamb�em abordado.

An approximate treatment of the potential and of the charge density of a quasi-circular conducting
cylinder is carried out along the line proposed by Maxwell in his `Treatise ' for quasi-spherical
conductors. This allows us to establish relations between charge density and curvature in simple
cases. The slightly corrugated charged plane is also treated.

I Introdu�c~ao

Antigamente, o ensino da Eletrost�atica dava muita

aten�c~ao ao estudo dos condutores eletrizados. Ilus-

trando o que se chama de `o poder das pontas' �gu-

rava mesmo o torniquete el�etrico em que, �a semelhan�ca

do torniquete hidrodinâmico, que gira com a eje�c~ao de

�agua, aquele gira ao ser ligado a uma fonte de tens~ao.

A eletricidade se acumula nas pontas, o campo el�etrico

ioniza o ar e a repuls~ao entre as cargas da ponta e as

ionizadas de mesmo sinal faz o torniquete girar em sen-

tido oposto ao da ponta, como se fosse movido, pela

rea�c~ao ao `vento el�etrico' [1] criado pela ponta.

Mais geralmente, o `poder das pontas' signi�ca a

preferencial acumula�c~ao de carga nas regi~oes de maior

curvatura da superf��cie do condutor eletrizado, fato que

pode ser constatado experimentalmente com o aux��lio

do `plano de prova' [2,3]- um disco male�avel, manu-

seado com um isolante, que se aplica �a superf��cie do

condutor, em variadas regi~oes da mesma. Do ponto de

vista te�orico, a justi�ca�c~ao do poder das pontas �e mais

dif��cil porque exige correlacionar em geral a fun�c~ao po-

tencial nas vizinhan�cas do condutor com as proprieda-

des geom�etricas da superf��cie. Aqui faremos uma abor-

dagem bem mais modesta ao problema, aproveitando

uma solu�c~ao aproximada dada por Maxwell em seu Tre-

atise [4] do potencial de um condutor quase esf�erico,

adaptada aqui para o caso de cilindros quase circulares,

procurando obter a densidade de carga e relacionando-a

com a curvatura, que, no presente caso, �e �unica.

II Solu�c~ao aproximada: o poten-

cial

A solu�c~ao aproximada proposta no Treatise [4], adap-

tada ao nosso caso, �e a seguinte.

Seja o cilindro `quase circular de equa�c~ao polar, r e

�; �� < � < �,

r = a(1 + "f(�)) (1)

em que " �e pequeno comparado com 1 e a �e o raio m�edio

(ou seja,
R �
�� f(�)d� = 0). Admitiremos que f(�) �e su�-

cientemente regular e que �e representado por uma s�erie

de Fourier

f(�) =

1X

n=1

(hn cosn� + gnsen n�) (2)

Como solu�c~ao geral da Equa�c~ao de Laplace, o poten-

cial criado pelo condutor carregado pode ser expresso

por

V (r; �) = V0 +A0 log
r

a
+ "

1X

n=1

An cosn� + Bnsen n�

rn

(3)

em que V0 �e o potencial do condutor e " marca aqueles

termos que se anulam quando o condutor �e perfeita-

mente circular. Desejamos determinar An e Bn.
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Na superf��cie do condutor (e no seu interior),

V (r; �) = V0 e tamb�em podemos escrever

log
r

a
= log(1 + "f(�)) ' "f(�) (4)

Como o somat�orio da Eq. 3 j�a cont�em "; o denomi-

nador rn pode ser aproximado para an e obt�em-se

0 = "A0f(�) +

1X

n=1

"

an
(An cosn� +Bnsen n�); (5)

ou tendo em conta a Eq.2

0 =

1X

n=1

[(A0hn+
An

an
) cosn�+(A0gn+

Bn

an
)sen n�] (6)

de onde, por argumentos conhecidos, obt�em-se

An

an
= �A0hn (7)

e
Bn

an
= �A0gn (8)

Em duas dimens~oes, o potencial do condutor n~ao

determina a solu�c~ao no espa�co: �e a densidade de carga,

A0, que o faz.

III A densidade de carga

A densidade de carga, �, no CGS, �e obtido de

4�� = �
@V

@n
(9)

n designando aqui a normal ao condutor. A dire�c~ao de

n e a dire�c~ao de r diferem de um ângulo que, em radi-

anos, �e da ordem de ", e como cos " ' 1 � "2

2
, para "

pequeno, e, ent~ao, podemos tomar a dire�c~ao de n como

sendo a de r. Ent~ao, aproximadamente,

4�� = �
@V

@r
= �

A0

r
+"

1X

n=1

n

rn+1
(An cosn�+Bnsenn�)

(10)

Desenvolvendo-se 1=r, com r dado na Eq. 1, como

a(1� "f(�)) e no somat�orio fazendo-se rn ! an, vem

c

4�� =
�A0

a
[1� "

1X

n=1

(hn cosn� + gnsenn�)] + "
1X

n=1

n

an+1
(An cosn� +Bnsenn�) (11)

d

e substituindo-se os valores de An e Bn dados nas Eqs.

7 e 8, vem

4�� = �
A0

a
[1� "

1X

n=1

(1� n)(hn cosn� + gnsenn�)];

(12)

equa�c~ao que mostra que o somat�orio efetivamente se

inicia em n = 2, ou seja, que o termo para n = 1 `que

d�a a posi�c~ao do centro de massa do condutor, suposto

de densidade uniforme, em rela�c~ao �a origem' [4] pode-

ria ser eliminado a priori da Eq. 2. A Eq. 11 tamb�em

mostra que para uma densidade de carga positiva, �0,

A0 �e negativo. Reescrevemos a Eq. 11 como

� = �0[1 + "

1X

n=2

(n� 1)(hn cosn� + gnsenn�)] (13)

com �0 = �A0=4�a.

IV O raio de curvatura

O raio de curvatura, R, em coordenadas polares �e dado

por [5]

R =
(r2 + r02)3=2

r2 + 2r02 � rr00
(14)

onde r0 e r00 signi�cam derivadas primeira e segunda em

rela�c~ao a �: Para a aproxima�c~ao de 1a. ordem do nosso

c�alculo, vamos tomar r2 ' a2(1 + 2"f( �)), r0 ' "af 0(

�), r02 ' 0; rr0 ' a(1 + "f( �))"af 00( �) ' "a2f 00( �),

de maneira que R �e

R =
a(1 + 3"f(�))

1 + 2"f(�)� "f 00(�)
' a[1+"(f(�)+f 00(�))] (15)

ou tendo em conta a Eq. 2

R = a[1� "
X

n=2

(n2 � 1)(hn cosn� + gnsenn�)] (16)

A curvatura K igual a 1=R �e

K = K0[1 + "

1X

n=2

(n2 � 1)(hn cosn� + gnsenn�)] (17)

com K0 = 1=a, a curvatura m�edia.
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V Discuss~ao

V.1 Casos \puros"

Casos \puros" s~ao aqui de�nidos como aqueles em

que um �unico n comparece na deforma�c~ao do cilindro,

seja ele m. Discutiremos o caso em que ela �e do tipo

cosm� com m par. cosm� tem m per��odos angulares,

cada um compreendendo ângulo de �p = 2�=m. As

pontas estar~ao em �pk = �2�k=m e, entre elas, os va-

les (depress~oes) em �vk = ��(2k + 1)=m, 0 � k �

(m� 1)=2. Com

r = a(1 + " cosm�) (18)

tem-se para a densidade de carga e para a curvatura

� = �0[1+"(m�1) cosm�] eK = K0[1+"(m
2�1) cosm�]

(19)

Escrevemos tamb�em a express~ao do potencial V (z),

sendo z = r � a;

V (z; �) = V0 � 4��0a[log(1 +
z

a
)� "(

1

1 + z
a

)m cosm�]

(20)

Na verdade, a curva z(�) que faz V (z) na Eq. 20

igual a V0 s�o �e dada pela Eq.17 na ordem de ". Em or-

dens superiores de ", "2, "3, etc., aparecer~ao harmônicos

de ordem m � 1, m � 2, etc. Permaneceremos em pri-

meira ordem.

Comparando-se a dependência angular de r, � e K

com m, vê-se que ela �e mais forte para K, depois para

� e, em geral, mais fraca para r. Do valor de � nas Eq.

19 vê-se que a diferen�ca entre as densidades de carga

nas pontas e nos vales �e de 2�0"(m�1), isto �e, aumenta

com o estreitamento do per��odo, quando as pontas �-

cam, relativamente, mais agu�cadas. Tamb�em das Eq.

19 vê-se que, aproximadamente, vale a rela�c~ao

�(�)

�0
= (

K(�)

K0

)
1
m+1 (21)

mostrando que para o caso puro pode-se escrever uma

rela�c~ao direta entre a densidade e a curvatura. Por

exemplo, para m = 2, quando o cilindro �e el��ptico, te-

mos �(�) � 3
p
K(�) e �(�) � r(�). Na Fig. 1 mos-

tramos r=a, �=�0 e K=K0 para esse caso, m = 2;com

" = 0; 1 e na Fig. 2, para m = 4; com " = 0; 05:

V.1.1 Placa plana levemente corrugada

Para um dado valor de m, o per��odo angular �e

�p = 2�=m, como visto acima, e o arco correspondente,

l, �e

l =
2�a

m
(22)

Como em 1a ordem todas as grandezas tem esse

�unico per��odo, s�o necessitamos do que ocorre no per��odo

em torno da origem, ��=m � � � �=m, para descrever

as grandezas tomemos nele o arco x, correspondendo a

� = x=a: Teremos

m� =
mx

a
=

2�x

l
(23)

Fa�camos, agora, o raio a crescer e nos mantenhamos

nas vizinhan�cas da superf��cie do cilindro. Devemos fa-

zer tamb�em m crescer para que l se mantenha �nito,

Eq. 22. Teremos uma superf��cie praticamente plana,

levemente corrugada, isto �e, "a = b0 << l. A Eq.20

para o potencial, na aproxima�c~ao z << a, �e

V (z; �) = V0 �
4�a�0z

a
+

4��0a" cosm�

1 +m z
a

(24)

Figura 1. Gr�a�co polar para r(�); �(�) e K(�); normaliza-
dos �a unidade, para r(�) = 1 + 0; 1 cos 2�. Tra�co cheio para
r(�);pontilhado para �(�) - que nesse caso coincide com o
de r(�) -, e tracejado para K(�):

Figura 2. O mesmo que na Fig.1, para r(�) = 1 +
0; 05: cos 4�:

Em primeiro lugar, notemos, ao passarmos da

solu�c~ao cilindro �a solu�c~ao plano, que esta herda daquela

a condi�c~ao de campo nulo no interior do cilindro (essen-

cialmente z negativo). Para corrigirmos isso, devemos

pôr 2� em vez de 4� na Eq.23, com o que subtra��mos

o campo 2��0 ao primeiro termo da Eq.23 e obrigamos

que o segundo cancele o primeiro para z na superf��cie do

cilindro. Fazendo-se as substitui�c~oes v�alidas para o caso

a ! 1, que s~ao a" ! b0, m� ! 2�x=l, m=a ! 2�=l,

tem-se �nalmente

V (z; x) = V0 � 2��0z +
2��0b0 cos 2�

x
l

1 + 2�z
l

(25)
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para a qual vale a observa�c~ao do tipo feita abaixo da

Eq.19.

V.2 Caso geral

Nas Figs. 3 e 4 mostramos �(�) e K(�), normali-

zados, para r=a = 1 + 0; 05:(cos2� + 0; 5: cos3�) e nas

Figs.5 e 6, para r=a = 1 + 0; 05:(cos 2� + 0; 5: cos 3� +

0; 25: cos4�): Figs.3 e 5 s~ao gr�a�cos polares, incluindo-

se tamb�em os de r (�) =a, enquanto as Figs. 4 e 6 s~ao

gr�a�cos cartesianos. Vê-se que m�aximos e m��nimos

de �(�) e K(�) se correlacionam perfeitamente, sem-

pre com K(�) mais proeminente. Ali�as, �(�) est�a, em

geral, mais pr�oximo de r(�) do que de K(�), por�em, a

determina�c~ao de r(�) depende da loca�c~ao da origem e

�e, em termos pr�aticos, menos access��vel.

Figura 3. Mesmas conven�c~oes, para r(�) = 1+0; 05:(cos 2�+
0; 5 cos 3�):

Figura 4. Gr�a�co cartesiano para compara�c~ao entre �(�) e
K(�);normalizados, para r(�) da Fig.3. Tra�co cheio para
�(�) e tracejado para K(�):

Figura 5. Mesmas conven�c~oes dos outros gr�a�cos polares,
para r(�) = 1 + 0; 05:(cos 2� + 0; 5 cos 3� + 0; 25 cos 4�):

Figura 6. Como na Fig.4, para r(�) da Fig.5.
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