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Nesse trabalho introduzimos os operadores de Schrédinger de forma ingénua e despretensiosa, mas munida de
certa precisdo e didatica. Sdo mencionados os tipos de potenciais mais estudados, os periédicos e os aleatérios e,
via simulagdo numérica, comparados os autovalores da matriz truncada de um operador munido de um potencial
peridédico e com este mesmo potencial perturbado por uma varidvel aleatéria continua com distribuigdo uniforme.
Avaliamos qual a magnitude necessaria da varidvel aleatéria para produzir diferenga significativa entre os conjuntos

de autovalores.

Palavras-chave: Operadores de Schrodinger, potencial periédico, potencial perturbado.

In this paper we introduce Schrédinger’s operators in a naive and unpretentious way, but with some precision
and didactics. The most studied periodic and random potential types are mentioned and, by numerical simulation,
compare the eigenvalues of an operator’s truncated matrix with a periodic potential and the same potential
disturbed by an evenly distributed continuous random variable. We evaluated the magnitude of the random
variable required to produce a significant difference between the eigenvalue sets.

Keywords: Schrodinger operators, periodic potential, disturbed potential.

1. Introducao

A fisica de matéria condensada de um elétron é uma sim-
plificacao que tem tido um sucesso notével na descricao
de certas propriedades dos cristais. As nogoes basicas de
materiais isolantes, condutores e semi-condutores podem
ser explicadas pelo espectro de energia de um tnico elé-
tron que se move sob a influéncia de um arranjo periédico
de dtomos e do principio de exclusdo de Pauli [1]. O dl-
timo determina a ocupagao dos estados por elétrons nao
interagentes. No modelo de um elétron, a interagdo entre
os elétrons ¢é negligenciada e as propriedades espectrais e
de transporte do material sdo descritas pelo modelo de
uma particula do operador Hamiltoniano de Schrédinger.

De fato, em condutores e semi-condutores, elétrons
livres tém que partilhar o espago total disponivel no
interior do material - e por isso seus niveis de energia
se empilham criando uma estrutura de bandas a partir
de cada nivel de energia atomico. Em bons condutores
(metais) os elétrons estdo tdo fortemente degenerados
que eles acabam por nao contribuir de forma significativa
para a capacidade térmica do metal. Muitas propriedades
mecanicas, elétricas, magnéticas, épticas e quimicas dos
sélidos sdo consequéncias diretas da repulsao de Pauli
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entre elétrons livres ou semi-livres. Para mais detalhes,
veja [1] e [2].

Descrevendo a evolugdo temporal do elétron, a equagao
de Erwin Schrodinger dependente do tempo é dada por

ﬁ2
iﬁ%\IJ(t,x) = —%A\I/(t,x) +V(x)¥(t,x), (1)
onde t é a variavel temporal, z é a variavel espacial e
h= 4 =1,05457 x 10-%4Js é a constante de Planck
dividida por 27. O operador Hamiltoniano H sera, por
simplicidade tomando um sistema de unidades adequado
para o qual m = % e h =1, escrito como
HY(t,x) = (A 4+ V(2))¥(t,x). (2)
Ainda, é possivel reescrever a equagao usando o ope-
rador H como sendo HV = i%\lf para o qual o problema
de existéncia e unicidade das solugdes da equagao (1
com o estado inicial ¥g = ¥(0, -) dado pode ser reduzido
ao problema do estabelecimento da auto-adjunticidade
para o operador linear H, ou seja, se o operador for
hermitiano estd garantida a existéncia e unicidade de
solugoes com estado inicial Wy.
A equagdo de Schrodinger tem raizes no modelo
ondulatério da mecénica quantica, comegando da ideia
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que uma particula livre se comportaria como uma onda
plana e poderia entdo ser descrita por uma funcio de
onda ¥ da forma

U(t,x) = Ae'F T, 3)

para todo t € R e para todo € R?, a qual se propaga

com velocidade constante |;—‘ =M€ (0,00) na diregdo

k € R\ {0}. O A da equagio é um niimero complexo nao
nulo que representa a constante de normaliza¢ao. Usando
algumas das leis fundamentais da teoria quantica, a saber,
a equacao de Einstein

E=hw (4)
e a relagdo de Broglie para o comprimento de onda

27 2mh
A= — = ——
k' mlv]’ (5)

onde ol
mlv
]{j =
) (6)

chega-se a equagao quando se quer determinar a evo-
lugdo temporal de ¥ comecando de algum estado inicial
Uy. Com efeito, a energia mecéanica total £ de uma par-

ticula de massa m em termos da energia potencial V(x),
sendo p o momentum da particula, é

p2
E= -+ V(). (7)

Usando a equagao @, temos

m|v|

p=mfv| = h = kh, (8)

ou seja, p = kh, e pela equacdo (8), a equacdo (7) fica

(hk)*

hw = o + V(). (9)
Nos termos da equagao @, é particularmente dificil de
escrever uma equagao de onda para uma particula por
conta da energia potencial, por isso a ignoraremos por
enquanto. Se a particula tem massa nula, por exemplo
um féton, entdao a equagdo de onda eletromagnética seria
apropriada, isto é, a equacao de movimento é

0%¢(t,x) _ 1 0*((t, )
Ox? 2 Ot?

(10)

onde ((t,x) é a amplitude dependente do tempo e do
espago (campo elétrico ou magnético) da onda, e ¢ é a
velocidade da luz. A solucdo da equagao é a onda
plana

C(t,z) = Aetthz=wt) (11)

pois o movimento de onda sempre é descrito como fungéo
de (x—|vl|t), onde |v] é a velocidade da onda, e w = |v||k|.
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Para ondas eletromagnéticas, |v| = ¢, a velocidade da
luz.

Aplicaremos a equagao ao caso de uma particula
material (massa nao nula), mas, por simplicidade, conti-
nuemos com V(z) = 0, caso denominado de "particula
livre”. Substituindo a amplitude (¢, z) pela funcéo de
onda VU (t, z), considerando ¢ — v e assumindo uma solu-
¢ao tipo onda plana andloga a equagéo (|11]), inserimos
esta solucdo na equacao , e ap6s dividi-la por ¥(t, z)
de ambos os lados da equacgao, obtemos

1
N . \2
(ik)* = v—z(—zw) , (12)
0 que ¢ inconsistente com a equacao @D pois, com
V(x) =0, k? x w e ndo w?. Para obter apenas a primeira
poténcia de w, devemos derivar ¥ (¢, x) apenas uma vez
com respeito ao tempo. Isto resulta na modificacao da

equagao , alterando ((t,x) por U(t,z) e % por

% , obtendo

0%V (t,x) _ Ka\ll(t,x) (13)

02 ot

onde K é uma constante. Inserindo a equacao na
equacao e isolando K,

; 0%V (t,x)
27 \2 k-x—wt )
(ik)? Ae'k-a—wt) o (14)
oV (t, x)
= K1 15
py (15)
= —iwKAeFr=wt) o (16)
que nos da
/€2
K=—. 17
iw (17)
Mas, da equagdo @D, com V(z) = 0, temos que
hw = % implica em %2 = 27"‘, assim
2m
K=—-i— 18
i (18)
e portanto
0% (t,x) 2m 0V (t, x)
—_— = —— 19
02 “h ot (19)
Multiplicando ambos os lados por f% temos
h% 02U (t,x) oY (t, )
- — L =ik 2, 20
2m Oz ’ ot (20)

Esta equagao da onda é aplicavel somente a uma particula
livre, isto é, uma particula para a qual o comprimento
de onda de de Broglie é constante por toda a parte. O
comprimento de onda de de Broglie é constante pois a
energia total é presumidamente constante, entdo a ener-
gia cinética, e portanto o momentum, sdo constantes. No
caso de uma energia potencial constante, ainda é simples,
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pois o comprimento de onda de de Broglie é constante,
e V(z) = 0 é um caso particular de V(z) = V) = s
constante. Portanto podemos, sem restri¢cdes, escrever

n2 92 L O0U(t,x
<_2’/n8l‘2 + ‘/0) \Il(t,x) = Zﬁ%, (21)

que é consistente com a equagao (E[) com V(z) no lugar
de V. Em mecéanica quantica, quantidades observaveis
como a energia, momentum e posi¢io sdo representadas
por operadores. Nao é um grande salto trocar em Vo
por V(x), para entdao obter a forma unidimensional da
equacgdo de Schrédinger dependente do tempo apresentada

em ,

2 2
iﬁ%@(t,x) = < mo V(:v)) U(t,z).  (22)

" 2m 02

Para mais detalhes, veja [3].

Por simplicidade vamos considerar o exemplo em que
x € R dado por ¥(x) = Bsen(k - x) + C cos(k - ), numa
caixa rigida satisfazendo ¥(xz) =0 se < 0 ou z > a.
Suponhamos também V' (x) = 0. Por continuidade, temos
U(x=0)=V(x=a)=0,logo¥(z=0)=C=0c¢e
U(z = a) = Bsen(k - a) =0, de onde ka = nm, ou seja,

kn:nE de onde Anzﬁzz—a,coma:nf e
a kn n 2
U(z) = Bsen(k - x). (23)

Escrevendo ¥ como uma série de Fourier, temos

U(t,z) =Y cnUn(t,z), (24)

n=0

com
U, (t,z) = Bsen(k, - x)e ™. (25)
eikn-w _ efik:,fa:
Como sen(ky, - z) = 5 , temos
\I’n(t,l‘) _ E (ez’(kn-x—wt) _ e—i(kn-x-i-wt)) ) (26)
27

Como ¥ é uma funcao senoidal, sua segunda derivada
também é uma funcdo senoidal e satisfaz

0%V (z) 0%(Bsen(k - x))

Ox? Ox?
(27)
de onde 520 ()
) p2
5 = kW (x). (28)
Fazendo V(z) = 0 em (7)), por e (9, temos
2 2.2
P hk
E=K =— = 2
v 2m  2m’ (29)
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logo
2mE
=2 (30)
e como supomos V(z) = 0, na verdade temos E = K,
onde K é a energia cinética, de onde, usando 7 a

equacao se torna

0%V (z) 2mK
= — ‘1/ . 1
) = =) (31)
Para um potencial V(x) ndo nulo, temos que
K =FE —V(x), logo
0%V () 2m(E — V(x))
o — e @)

nos da

 2m 9x2

( sl V@)) U(z) = BU(z)  (33)

chamada de equag¢ido de Schridinger independente do
tempo unidimensional que é obtida resolvendo a equagao
por meio da separagio de varidveis, como em [4].

Para o caso de maior dimensao, digamos d, o opera-
dor diferencial de segunda ordem da lugar ao operador
Laplaciano

A=V?=

=1

e a equacdo de Schridinger independente do tempo é
escrita como

(-30+VE) 0 = BV (39

2m

Escrevendo o operador Hamiltoniano como
2
H = - A + V(z), entdo a equacio 1' é de fato

2m
uma equagdo de autovalores (e autovetores) para H, que
pode ser escrita de forma resumida simplesmente como

HV(z) = BV (). (36)

1.1. Resolvendo a equagao de Schrédinger

Utilizando o método de separacao de varidveis, podemos
escrever

U(t,z) = AetF2=t) — f(t)u(z), (37)

para f(t) = VAe ™t e u(z) = VAe!**), Entdo, para
(to, z0) € R com W(tg, o) # 0, temos

VAe—iwtgilkao) U(t,x U(t,x
f(t) = (ko - ( ‘ -0) - ( 0)7 (38)
ei(k-z0) \/Zez(k Zo) u(ﬂCo)
Aeilk-z) g—iwto W(t W(t
u(e) = YACLDE Winw)  Mllo.x) )
e~ wto VAe—iwto f(to)
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de onde f € C'(R) e u € C*(R?). Além disso, segue

9 )
5 Lt 2) = f(t)u(z) (40)
e
AV(t,x) = A(f(t)u(z)) = f(H)Au(z).  (41)
Avaliando em , temos
if (Du(z) = (“A+V(2))¥(t ) 42

= —AU(t, x)—l—V(x,)\I/( x)
= —f(O)Au(z) + f()V(z)u(x)
= JO) (mA+V(z)) u(z),

e para T = xo, tal que u(zo) # 0, f satisfaz a equagdo
diferencial ordinaria

) =i [ S ) — —ingo,
(46)
onde
N\ —Au(xg) + V(xo)u(zg) 7 (47)
u(wo)
cujas solugbes gerais sdo do tipo f(t) = ce” " para

¢ € C\ {0}. Estas solugdes gerais caracterizam comple-
tamente a funcao com relagdo ao tempo.
Como if'(t)u(z) = f(t) (A + V(z))u(x), ao substi-

tuirmos f'(t) obtemos
i(—iAf()u(e) = f(1) (A + V(@) u(@),  (48)
de onde vem
— Au(z) + V(z)u(z) = Mu(z), (49)

para todo = € R?, ou seja, a funcio u satisfaz a equagdo
de Schrodinger independente do tempo.

Seja f : R — R. Dizemos que f ¢é limitada se existe
algum K > 0 tal que |f(t)| < K, para todo t € R. Entao,
a evolucao temporal dada por f é limitada se, e s se, o
autovalor X\ é real, uma vez que

F@O)] = |ce
(50)
e [eSN?] 56 ¢ limitado se F(A) = 0. Essa é uma situagio
fisicamente relevante. Para um maior aprofundamento,
consulte [4]. Vale mencionar que os autovalores sdo de
fato reais, uma vez que o operador é auto-adjunto. Com
efeito, considerando Hv = E1, onde H é um operador
Hamiltoniano autoadjunto (Hermitiano), logo H = H*,
temos

)

,m| _ ‘Cefi(%()\)+z8(>\))t‘ _p }69()\)16

(H,6) = (b, H*6) = (10, Ho). (51)
Por definigdo, temos
[0l = w0y = [, 62)
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entao

Blyl* = Bl,v) = (¥, Ey) (53)
= (¥, Hy) = (HY, ¥) (54)
= (By,y) = E@,¢) = E[¢|? (55)

assim E = E, e portanto E € R. O niimero E é o auto-
valor de H associado a autofuncéo .

2. Operadores de Schrodinger
Discretos

Os operadores de Schrodinger discretos sdo definidos num
espacgo de sequéncias, a saber, o espago de Hilbert
(7% =u: 7% — C; Z lu(n)|? < oo,  (56)

nezd

cuja norma ¢é denotada por

lall = > lu(m)® | - (57)

nezd

Quando uma particula se move no reticulado Z¢, su-
pondo que |lu]| = 1, a probabilidade de encontrarmos tal
particula no ponto n € Z¢ é dada por |u(n )|2, onde u(n)
é uma sequéncia indexada por Z%. E conveniente equipar
Z% com a norma

d
Inlly = Inu . (58)
v=1

Esta norma reflete a estrutura de reticulado de Z?. Dois
vértices n e m de Z% sdo conectados por uma aresta, se
eles forem vizinhos préximos, ou seja, se ||[n —ml|; = 1.
Para n,m € Z% a norma ||n —m||; d4 o comprimento do
menor caminho, ndo necessariamente tinico, entre n e m.
O operador Hy, a energia cinética, é o andlogo discreto
de —A, a saber

Ho(u(n) =~

[m—n|l1=1

(u(m) —u(n)).  (59)

Este operador é chamado de Laplaciano discreto para o

reticulado Z¢. Sua representacio matricial é dada por
-1 selli—jli=1,

Hy(i,5) = 2d sei =}, (60)

0 caso contrério,
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ou seja,
-1 2 -1 0
Hy = o -1 2 -1 0 (61)
o -1 2 -1
1 Vi1 1
o 1 Vi
0 1

€20190259-5

para o caso unidimensional. Por simplicidade, conside-
ramos H} = Hy — 2dI, assim o operador de Schrodinger

discreto unidimensional é dado por H = —H, + V na
matriz (62]):

0

1 0 (62)

‘/(n—i-l) 1

A equacgao de Schrodinger independente do tempo, Hy = E1, toma a forma matricial :

1 Viyy 1 0
0 1 Vi 1
0 1

Vin+1)

O operador é representado pela equacdo de recorréncia,
para n € Z e 1 € ¢*(Z), dada por

[HY](n) = Yn-1) + Vin)Vn) + Yn+1), (64)

cuja equagao de autovalores e autoestados é dada por

Y1) + Vimy¥(n) + Yn+1) = By (65)

3. Potenciais

Considere o potencial periédico V(x) em uma dimensao
satisfazendo V' (z 4+ na) = V(z), para x € R, onde a é a
constante da rede discreta e n é um inteiro. A equagao de
Schrédinger para autovalores de energia para um elétron
¢é dada por

(A +V(z)) ¥a(z) = Ma(2).

Claramente, a funcao de onda ¥y (x + na) também satis-
faz a mesma equagdo. Assim, 1) (x + na) se diferencia de
¥ (x) somente por uma fase independente de x, ou seja,

(x4 na) = etknay, (z),

(66)

(67)

onde k£ é um numero real. A equacao representa,
em uma de suas formas, o Teorema de Bloch [5], a qual
gera importantes consequéncias na teoria de condugao de
elétrons. Considerando que ¥ (x) e ¥(z + na) satisfazem
a mesma equacgao, elas sao linearmente dependentes, ou
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0

1

Yn—1) Yn—-1)

Yy | =E| Ywm (63)
Ynt1) Ynt1)
seja,
P(z + na) = e(na)y(x). (68)

Usando o mesmo argumento outra vez, obtemos

¥(z + na + ma)

I
’:\
i

I
2
3
S
A

+
)()
ma)i(z).

Como a fun¢do de onda (1(x)) ndo se anula em geral,

obtemos ¢(na + ma) = c¢(na)c(ma), ou seja,

oz +y) = c(x)c(y), (69)

conhecida como equagcdo funcional exponencial de
Cauchy.

Lema 3.1 A equacio funcional exponencial de Cauchy
c(z +vy) = c(z)c(y) tem por solugio geral c(y) = e,
onde A: R — R é uma fungio aditiva, ou c(y) = 0.

Demonstragdo. De fato, c¢(y) = 0 é solucdo da equacao
(69), para todo y € R. Suponha que ¢(yo) = 0 para algum
Yo- Logo,

(70)

c(y) = c((y —yo) +yo) = c(y — yo)c(yo) =0

para todo y € R, entéo se a func¢do ¢ se anula num ponto,
ela é identicamente nula. Note que ¢(x) = e” satisfaz a
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equacao , logo esta admite solucdo néo trivial. Além
disso, a funcio c(y) é estritamente positiva. Com efeito,
tome por exemplo y = % na equagao 1@) logo teremos

2
t t t t t

(71)

Tomando o logaritmo natural em ambos os membros

de (69)), obtemos logc(z + y) = logc(xz) + logc(y), e
chamando A(y) = log ¢(y), verificamos que

Az +y) = Alz) + Aly), (72)

ou seja, a funcdo A é uma funcéo aditiva. Além disso,
c(y) = eAW) ¢ uma solucio geral para a equacio , o
que demonstra o resultado. W

Em particular, c(y) = €% é uma solucio da equa-
¢ao , onde # é uma constante. Como a funcdo 1 na
equagao (@ deve ser finita para todos os intervalos, a
constante 6 deve ser um numero imagindrio puro 6 = ik,
onde k é um nimero real, logo

c(y) = e*v. (73)
Combinando as equagoes com , obtemos
Ua(x 4 na) = e*"%yhy (), (74)
0 que mostra o Teorema @ seguinte:

Teorema 3.2 (de Bloch) As solugdes da equagdo de
Schrodinguer

(A +V(z)) ¥a(z) = M (2) (75)
para um potencial periddico V(x) satisfazem
Az + 1) = ey (@), (76)
onde r € o periodo da fungdo de onda ).

Para mais detalhes, veja [6] e [7].

Nos cristais, os atomos ou os ntucleos sao distribuidos
em uma rede periédica (digamos a rede Z¢ por simpli-
cidade) de uma maneira completamente regular. Vamos
assumir que uma particula (elétron) no ponto x € R% é
estimulada por um potencial da forma ¢ f(z — ) devido a
um &tomo (ou fon, ou niicleo) localizado no ponto i € Z.
Aqui, a constante ¢ (carga ou constante de acoplamento,
em termos fisicos) poderia ser absorvida na fungéo f. No
entanto, uma vez que vamos variar essa quantidade de
atomo para dtomo mais tarde, é 1til escrever o potencial
da forma acima. Entdo, em um cristal regular, nossa
particula estd exposta a um potencial total

V)= af(z—i). (77)

i€Z4

A funcdo f é chamada de potencial de um tnico sitio
para distinguir do potencial total V. O potencial V em
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é periédico com respeito ao reticulado Z?, ou seja,
V(z —i) = V() para todo € R? e i € Z?. A teoria
matemaética dos operadores de Schrodinger com poten-
ciais periddicos estd bem desenvolvida e baseia-se em
uma andlise minuciosa das propriedades de simetria dos
operadores periédicos. Por exemplo, sabe-se que tais ope-
radores apresentam, em geral, um espectro com estrutura
de banda, isto é, para a, < b, < an+1,

o(H) = | lan bal- (78)

Este espectro também é conhecido como sendo espectro
absolutamente continuo.

Nas ultimas décadas, os operadores de Schrodinger
aleatodrios, que se originaram na fisica da matéria conden-
sada, foram estudados intensamente e de forma muito
produtiva. A teoria estd na interface de uma série de
campos matematicos: a teoria dos operadores, as equa-
¢oes diferenciais parciais, a teoria das probabilidades,
em particular o estudo de processos estocasticos, o de
passeios aleatorios e o movimento browniano em um am-
biente aleatério. Os operadores de Schrodinger aleatérios
modelam s6lidos desordenados. Os sélidos aparecem na
natureza de varias formas, sendo que em alguns casos
sa0 (quase) totalmente ordenados.

A maioria dos solidos ndo constitui um cristal ideal.
As posicoes dos dtomos podem se desviar das posicoes de
rede ideais de maneira ndo regular devido a imperfeicoes
no processo de cristalizagdo, ou as posicoes dos atomos
podem estar completamente desordenadas, como é o caso
em materiais amorfos ou vitreos. O sélido também pode
ser uma mistura de varios materiais, como é o caso, por
exemplo, de ligas ou semicondutores dopados (com im-
purezas intencionalmente introduzidas com propésito de
modificar suas propriedades elétricas). Em todos esses
casos, parece razoavel considerar o potencial como uma
quantidade aleatoéria. Por exemplo, se o material for puro,
mas as posi¢oes dos atomos se desviam das posi¢oes da
rede ideais aleatoriamente, podemos considerar um po-
tencial aleatério da forma

Vo(z) =D qf(x—i—&(w)). (79)

i€z

Aqui, &; sdo varidveis aleatérias que descrevem o desvio
do i-ésimo atomo da posicao i da rede. Pode-se, por
exemplo, assumir que as variaveis aleatérias sao indepen-
dentes e identicamente distribuidas. O sub-indice w do
potencial V' aparece para deixar claro que V,, depende
dos pardmetros aleatdrios (desconhecidos). Para modelar
um material amorfo como vidro ou borracha, assumimos
que os atomos do material estao localizados em pontos
w; completamente aleatorios no espaco. Esse potencial
aleatério pode ser formalmente escrito como

V@) = 3 af (@ — wiw)). (80)

i€zd
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Para mais detalhes, veja [8].

4. Metodologia

Realizamos simulagdes no software Mathematica®, para
um caso bastante simplificado, encontrando o espectro
(conjunto de autovalores, na verdade) do operador perié-
dico cujo potencial foi dado pela tal funcao. Acoplamos
ao potencial uma variavel aleatéria a fim de tornar o
potencial periédico aleatério e executamos simulagoes
computacionais para comparar estatisticamente os resul-
tados do espectro do operador de Schrédinger com cada
um dos potenciais. Primeiramente simulamos usando
uma matriz truncada do operador com potencial perié-
dico, que usamos para comparar com todos os outros.
Apbs encontrarmos diferengas significativas entre o espec-
tro do operador periédico e do perturbado, realizamos
20 simulagoes similares para efeito de amostragem.

5. Resultados

Conforme [8], em sistemas unidimensinais, um distirbio
arbitrariamente pequeno em um operador com potencial
periédico, tornando-o levemente desordenado, mudard o
espectro total de absolutamente continuo (composto de
bandas) para puramente pontual e, portanto, de condutor
para isolante.

Vamos considerar um ”caminho”unidimensional na
rede bidimensional. Para investigar nosso caso, conside-
ramos o potencial

V(z,y)=10 Y exp <(xm)2+(y")2>,

0,00724
m,n€”z ’
(81)

7, 0800 1 0 0 0 0 0 0
1 2,5127 1 0 0 0 0o 0 o0
0 1 0, 4470 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0, 0398 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0,0017 1 0o 0 o
0 0 0 0 1 3,99x10°° 1 0 o0
0 0 0 0 0 1 .10
0 0 0 0 0 0 11
0 0 0 0 0 0 0 1 .
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0o 0 o
0 0 0 0 0 0 o o0 o
0 0 0 0 0 0 0o o0 o
0 0 0 0 0 0 0o 0 o
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

(83)

Na Figura temos o conjunto dos autovalores no
plano complexo. Embora com 201 valores, o espectro
estd longe de ser normalmente distribuido, uma vez que
o teste de normalidade de Shapiro-Wilk nos deu um p-
valor de 4,59595 x 10715, o que é bem menor que os
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onde o denominador 202 = 0,00724, que é o dobro da
variancia, foi calculado de modo a ajustar o periodo da
fungdo, (x,y) € R?, e o fator 10 que multiplica a série
serve simplesmente para facilitar a visualizacdo dos au-
tovalores na simulagao. De fato, a funcao V estda bem
definida para todo (x,y) € R?, um vez que

(x—m)®+ (y —n)?
1% - 10 _
(@.9) D o ( 0,00724
m,ne”Z
(2 —u)®+ (y —v)?

< 1 — dud
s 10 / /R b ( 0,00724 uav
+ 40 < 400

e a integral da distribui¢do Gaussiana converge. O 40
compensa o valor no qual a série é superior a integral
numa vizinhanga de (z,y) = (0,0).

Para fins de simulagdo, truncamos a matriz (bi-infinita)
(Equacao ) do operador em uma matriz de Mg com
201 linhas e 201 colunas, sendo que o valor 201 foi esco-
lhido pois tomamos —100 < m < 100 e —100 < n < 100.
Assim, o potencial fica dado por

e o periodo da funcio foi dividido em 20 partes, de modo
a facilitar a visualizagdo. O primeiro bloco da matriz,

com 20 linhas e 20 colunas (com valores arredondados) é
dado pela matriz (83):

V(z,y) =
100 100

10 Z Z exp

m=—100 n=—-100

(z =m)* + (y —n)*
0,00724 ) (82)

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
. 1 0 0 0 0 0 0 0
1 - 1 0 0 0 0 0 0
0 1 . 1 0 0 0 0 0
0 0 1 3,99 x 102 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0,0017 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0, 0398 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0, 4470 1 0
0 0 0 0 0 0 1 2,5127 1
0 0 0 0 0 0 0 1 7, 0800
0 0 0 0 0 0 0 0 1

EHrO0000 00000000 00000

0, 05 costumeiros, para um intervalo de 95% de confianca.
Para avaliarmos o espectro com ”impurezas”induzidas
pela aleatoriedade, considere as variaveis aleatorias &7 e
& com ¢ € [0, 1] e distribuigdo uniforme, e o vetor alea-
torio & = (£1,&2). Uma vez que estamos lidando com o
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truncamento da matriz do operador, ndo poderemos per-
ceber diferencas significativas simplesmente comparando
o retrato de cada espectro. Com propdsito de comparar
se ha diferencas significativas entre os dois espectros,
utilizamos um teste de hipéteses. Para o potencial com
perturbacao 10¢,

Comparagao Estatistica de Autovalores de um Operador de Schrédinger Perturbado

complax plane

0.2F

0.0 g vve v

-0.2F

-04F

S
o
>
-
o}
o
=
=1

Re

Figura 1: Espectro do operador com potencial periédico V(z, y)
no plano complexo.

100 100 (@
Viog(z,y) = 10 Z Z exp (—

m=—100 n=—100

O espectro do operador com potencial perturbado (com
fator 10€) no plano complexo é apresentado na Figura
O espectro ndo é normalmente distribuido, com p-valor
de 1,295 x 10710 no teste de Shapiro-Wilk.

Utilizando o teste de hipdteses para dados nao-
paramétricos de Mann-Whitney, obtemos um p-valor
médio de 0,073495, que é pouco maior que 0,05 para um
intervalo de 95% de confianga, quando comparado com o
espectro do operador periédico, logo os espectros nao sao
significativamente diferentes. Realizamos 20 simulagoes
para este caso, as quais sdo apresentadas na Tabela 1.

_1051)x—m)2+((1—10§Q)y—n)2> . (84)

0,00724

complex plane
T

=2 0 2 4 6 8 10 2
Re

Figura 2: Espectro do operador com potencial perturbado
Vioe(z,y) no plano complexo.

Finalmente, para o potencial com perturbacio 102¢,

m=-—100 n=-100

0,00724

100 100 2 2
Vo) =10 503" exp (_((1 —100&;) z —m)? + (1 — 100&) y — n) ) | (85)

O espectro do operador com potencial perturbado (com
fator 102¢) no plano complexo é apresentado na Figura
O espectro nao é normalmente distribuido, com p-valor
de 2,3045 x 10719 no teste de Shapiro-Wilk. Utilizando o
teste de hipoteses para dados nao-paramétricos de Mann-
Whitney, obtemos um p-valor médio de 0,03579, que é
pouco menor que 0,05 para um intervalo de 95% de con-
fianga, quando comparado com o espectro do operador
periédico, logo os espectros, nesse caso, sao significati-
vamente diferentes. Realizamos 20 simulagbes para este
caso, as quais sao apresentadas na Tabela 2.

6. Consideragoes Finais

Fomos capazes de perceber diferengas significativas entre
o espectro do operador com potencial periédico e do
perturbado, todavia precisamos de uma perturbacao da
ordem de 10%¢, com £ € [0, 1) uniformemente distribuida.
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Para os valores de perturbacoes menores testados, nao po-
demos distinguir estatisticamente os dois espectros. Para
mais informagoes sobre programacgao em Mathematica,
veja [9].

complex plane

04f

0.0

Im

=02

=2 0 2 4 6 8 10 12
Re

Figura 3: Espectro do operador com potencial perturbado
Vio2e(,y) no plano complexo.
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Tabela 1: p-valores para o fator 10&.

Simulagao 1 2 3 4 5 6 7
p-valor 0,0687 0,0615 0,0836 0,0875 0,0589 0,0655 0,0782
Simulacao 8 9 10 11 12 13 14
p-valor 0,0606  0,0622 0,1204 0,0475 0,0985 0,0679 0,0729
Simulacdo 15 16 17 18 19 20

p-valor  0,0580 0,0726 0,0550

0,0469 0,1091  0,0944

Tabela 2: p-valores para o fator 10%¢.

Simulagao 1 2 3
p-valor 0,0314 0,0335 0,0314

Simulagao 8 9 10
p-valor 0,0392 0,0391 0,0314

Simulagao 15 16 17

p-valor 0,0317 0,0319 0,0316

4 5 6 7
0,0365 0,0338 0,0314 0,0395
11 12 13 14
0,0388 0,0466 0,0409 0,0346

18 19 20

0,0441 0,0361 0,0323
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