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Este artigo tem como objetivo o estudo e a avaliagdo do modelo analitico de uma corda dedilhada. As condic¢oes
iniciais que ocorrem em instrumentos com este tipo de ataque serdo aplicadas & equagdo geral do movimento das
ondas em uma corda para que seja obtida a descricdo matematica de tal movimento; em seguida sera evidenciado
o que é possivel concluir de tais resultados quando aplicados a instrumentos musicais.
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This article aims to study and evaluate the analytical model of a plucked string. The initial conditions that
occur in instruments with this type of attack will be applied to the general equation for the movement of waves
on a string, so that the mathematical description of such movement is obtained; then, it will be shown what is
possible to be concluded from such results when applied to musical instruments.
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1. Introducao

Diferentes tipos de ataques, ou seja, diferentes manei-
ras de iniciar o movimento da corda de instrumentos
musicais, geram timbres nitidamente distintos. Isso é
perceptivel comparando, por exemplo, um piano, onde
as cordas sao percutidas — atingidas com um martelo
— a um violino, onde um arco é friccionado contra a
corda para produzir som. Essas caracteristicas sonoras,
praticamente uma identidade sonora de cada tipo de
instrumento [I], devem-se majoritariamente ao fato de
que o timbre é resultado da soma de varias ondas
com diferentes frequéncias (os harménicos). A ampli-
tude associada a cada uma dessas ondas e respecti-
vas frequéncias é diretamente influenciada pela técnica
usada para tocar e pela forma caracteristica como
o instrumento funciona, conferindo-lhes caracteristicas
sonoras peculiares, conforme discutido por Henrique [2],
em especial nos capitulos sobre cordofones friccionados
e cordofones dedilhados.

Modelar analiticamente o ataque em uma corda
permite nao s6 ampliar o entendimento de como sao
gerados os sons nos instrumentos musicais como também
evidenciar a influéncia de cada pardmetro do sistema nos
harmonicos e no som como um todo. Possibilita também
aplicar esse conhecimento em diversas situacdes, como
na facilitagdo da busca por um timbre especifico ou no
estudo da captacdo eletromagnética em instrumentos
musicais, uma vez que, além das caracteristicas de
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cada modelo de captador [3| 4], este precisa ainda ser
posicionado no instrumento. Além disso, trata-se, no
caso da corda dedilhada, de um importante exercicio de
aplicagdo de calculo, uma vez que pode ser facilmente
contextualizado e eventualmente acompanhado por uma
demonstracao sonora quando se dispée de um violdao ou
uma guitarra elétrica.

Dedilhar uma corda significa deslocé-la de sua posigao
de equilibrio e logo em seguida solta-la para que comece
a vibrar, como em um violdo, uma guitarra, um baixo
elétrico, uma harpa, entre outros instrumentos. Para
realizar essa ac¢ao, chamada de ataque, pode ser usada
uma gama de ferramentas, desde os préprios dedos
das maos até palhetas ou plectros, objetos geralmente
triangulares feitos para auxiliar a producao de sons nesse
tipo de instrumento.

Cada uma dessas ferramentas altera o timbre final, por
conta de seu material, formato e demais caracteristicas.
Porém, o som também ¢é afetado por outros parametros
geométricos, como o ponto onde a corda ¢é deslocada
da posi¢ao de equilibrio e a respectiva amplitude dessa
acao, os quais serdo analisados a seguir com o objetivo de
entender quantitativamente o efeito da alteragao de cada
um desses pardametros sobre a onda e consequentemente
o som resultante [5]. Do ponto de vista do ensino de fisica
contextualizado com instrumentos musicais, o trabalho
soma-se a proposta do uso do violao para o ensino de
conceitos de fisica ondulatéria por Santos et al. [6] e
também por Coelho et al. [7], do uso de um protétipo
e do violdo para o ensino de actstica por Neto [§],
das propostas do uso do violdao no ensino de Fisica de
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grupo de Grillo et al. [9, 10] e da discussdo a respeito
do funcionamento do violdo feito por Zaczéski et al. [4].
Estes textos que podem dialogar com a visdo fisica da
teoria musical proposta por Dantas e Cruz [II], assim
como outras discussbes sobre as cordas como as feitas
por Toneguzzo [I2] e por Catellil e Mussatto [13] [14] ou
mesmo abordagens com carater epistemoldgico como o
de Lima e Damasio [I5].

2. Modelo e Solucao

2.1. Equacgao da onda e solugao geral

Consideremos uma corda esticada ao longo do eixo =z,
presa nas duas extremidades (x =0 e x = L). A fungéo
que representa o movimento das ondas em cordas no
geral é nada mais que a f(z,t) que satisfaz a chamada
equacao da onda:

1 Pf(x,t)  Pf(a,)
2 o2 9z

(1)

cuja dedugdo pode ser encontrada na Ref. [I6]. As
solugdes para essa equagao serdo obtidas pelo método
de separacao de varidveis, que se inicia assumindo que a
solugdo pode ser escrita da forma

[z, 1) = F(2)T(b),

ou seja, como um produto de uma funcgao espacial e uma
fun¢ao temporal. (O que é justificado pela linearidade da
equagao (1)), ou seja, >, a; Fj(x)T;(t) também ¢é solugao,
para qualquer a;.) Para essas solucoes, temos:

2
. TgE =F@)T(1)

2
. ZLED  P(a)T (1)
o que faz com que possamos reescrever a equagao
como
LF@)T"(t) = F"(2)T(8)

2@ = x

e depois rearranja-la para que o lado direito seja uma
fung¢ao apenas de z, e o lado esquerdo uma func¢ao apenas
de t. O tnico caso em que uma fun¢do apenas de x ¢é
igual a algo que nao depende de z (e, analogamente, que
uma fungdo de ¢ é igual a algo que ndo depende de t)
é quando ambos os lados sdo iguais a uma constante,
chamada constante de separacao A.

') _ L F()
()~ Flo)

=\ 2)

O que temos agora sao duas EDOs, nas variaveis z e t.

() = 5 F(a) Q
T(£) = AT(t) (4)
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Usando a relagdo de dispersao (w = kc), relacionando
a frequéncia com a frequéncia angular (w = 27f) e
estabelecendo A = —k?, onde k é o nimero de onda
(isso nos permitira trabalhar com solugées do tipo senos
e cossenos [I7], que é o nosso objetivo), temos agora:

F'(z) + %F(a:) =0 (5)

T"(t) + K*T(t) = 0 (6)

Para as quais adotaremos solugoes oscilatérias da
forma

F(x) = Asin(kz) + B cos(kx) (7)
T(t) = cos(wt — ¢) (8)

onde ¢ é a fase da oscilacao.

Para encontrar os valores de A e B, aplicaremos as
condi¢oes de contorno, nas quais a corda estd presa nas
duas extremidades. Em uma das pontas: f(x = 0,t) =0,
ou ainda F(0) = 0, portanto B = 0. Na outra ponta:

fle=L,t)=0
F(L)=0
Asin(kL) =0 (9)
Se A = 0, terfamos uma solugdo trivial, portanto

garantimos que isso nao seja necessdrio fazendo k = “F,
com n inteiro positivo.

Lembrando que a solugdo é da forma f(z,t) =
F(x)T(t), somamos todas as n solugdes que obtivemos
até agora para chegar na solucdo geral, ji4 no formato
de combinacgao linear do produto das solu¢oes da EDO

espacial e da temporal:
> nmx
fa,t) =" Apsin (“7) cos(wnt = 6a),  (10)
n=1

onde A, é o coeficiente associado & amplitude do n-ésimo

harmonico, w, = "¢ e ¢, é a fase associada a cada

harménico (dependendo das condigdes iniciais).

2.2. Corda dedilhada: condigao inicial

Em um instrumento de cordas dedilhadas, como o violao
ou a harpa, a corda comecga a vibrar depois que algo
(seja um dedo, uma palheta ou algo similar) a desloca
da posi¢ao de equilibrio e depois a solta. Matematica-
mente, isso pode ser descrito considerando uma corda de
comprimento L e adotando um sistema de coordenadas
tal que o eixo = corra ao longo da corda. Dessa forma,
podemos considerar que a corda estd presa nos pontos
(0,0) e (L,0). Para modelar o deslocamento da corda até
a posicao da qual sera solta, toma-se um ponto na corda
(z = a) que sera levado até uma altura (y = b), como
ilustra a Figura[l} e atribui-se o instante ¢ = 0 para essa
configuracgdo.
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0 a L X

Figura 1: Corda de comprimento L presa nas extremidades x =
0exz = L. O ponto z = a é deslocado da posicdo de equilibrio
de uma distancia b. Se estivesse em repouso, a corda estaria
toda no eixo z, ou seja, y(z) = 0. Com a corda nessa condigio
inicial, é possivel aproxima-la por duas retas, sendo a primeira
entre 0 <z < ae asegundaentrea <z < L.

—Retal (0<z<a):

Relembrando a forma geral de uma fungéo linear, que
nos dard uma reta genérica:

y(x) =mz +n, (11)

onde m é o coeficiente angular, e n é o coeficiente linear.
Sabemos que y1(0) = 0 e y1(a) = b (pois a reta passa
pelos pontos (0,0) e (a,b)), entdo podemos substituir
z = y = 0 na equagdo para descobrir que, nesse
caso, n = 0. Sabendo disso e substituindo x = a e y = b:

Y=mr—+n

b= ma
b
= —. 12
m ; (12)

yi(z) = - (13)

—Reta2 (a<zxz<L):
Novamente partimos da equagao (L1)), agora sabendo que
ya2(a) = b e y2(L) = 0. Podemos entdo substituir x = L
ey =0

y=mr-+n

O0=mL+n

n=—mlL (14)

E agora usamos © = a, y = b e o recém descoberto

n=—mklL:

y=mx-—+n

b=ma—mL

b
= — 15
m= g (15)
que nos déa, portanto, n = —(QILLL). Ou seja, a Reta 2
pode ser escrita como
() b bL
z) = T —
vz @-L)" (a-1L)
(x—1L)
=b—70>=. 16
y2(z) (@=L (16)
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A funcdo que descreve a corda como um todo no
instante t = 0, em que estd deslocada, como ilustra a
Figura[l] fica descrita pelas seguintes equagéo:

foimo) om0 ST (17)
r,t=0)= 17
b(f_*LL;, <z<L.

3. Desenvolvimento e Resultados

Sabendo das condi¢Oes iniciais impostas pelos resultados
obtidos em , supomos que a corda estd na posigao
da Figura [llem ¢t = 0, e a partir dai é deixada vibrar
livremente. Para esse instante, o deslocamento da corda,

de acordo com a equagéo (|10)), é:
= nrx
fz 0) ;::1 sin { — (18)

O termo ¢, (que representa a fase da oscilagdo) foi
desconsiderado. Isso pode ser feito sem perda de ge-
neralidade, pois ele é constante e estara embutido nos
coeficientes A,,.

Utilizaremos essas informagoes e alguns artificios ma-
tematicos para obter os coeficientes A,. O primeiro
passo é multiplicar ambos os lados das duas equagoes de
condigoes iniciais (do fim da secdo anterior, mas agora
com t = 0) pelo termo sin(™f*), com m € Z (o que
facilitard nosso trabalho em passos subsequentes):

f(z,t =0)sin (?) :stin (m;rac)’ (19)
f(z,t =0)sin (m;r:ﬂ) = bgz:éi si (m;rx) . (20)

Entao integramos de x = 0 até L, cada expressao em
seus respectivos dominios. Facamos isso com a primeira
sentenca, que se aplica para valores de x entre 0 e a:

/Oa dx f(xz,t =0)sin (mgm)
/Oada? stin(mgx)

2/; dz zsin (?) (21)

Usando a tabela de integrais Schaum [19], a integral
anterior resulta em:

b rsin(™FE) — MEE cos(FE) (@
T a m2r? 0

a

br L2 /mrx Lz mmx
:a{m%ﬂ sm( L ) T on 8 (T)}
br L? . /mma La mmwa
*{ Sm(L)_%COS(L>
Lz mm0 Lo mm0
‘m%ﬂm(z,>+mﬁm<z;ﬂ
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b[ 2 <m7ra) La (mwa)}
——sin — — co8
m2m? L mm L
L* (mﬂa) Lb (mﬂa)
= sin — —cos .
m2n2a L

Agora, na integral da segunda sentenca, que se aplica
para valores de x entre a e L, precisaremos separar os
termos para que fique mais pratico e organizado:

[ e st =0 (77)

a

(22)

mm

(23)

/ L d bL . (TTMT:Z?)
— x sin :
a (a—1L) L

O primeiro termo, ji utilizando o resultado da integral
anterior, fica:

/aL dz (alirm sin (m;rx)

z(ai‘L)/adexsin(

- (a f L) [m2ﬂ'2 sin (mzx)

— e (",

b L L?
[ sin(mm) — P cos(mm)

L

(a — L) Lm?2x2

L? . /mrwa La mma
_m27r2sm( L )+%COS( L )}

bLa cos (mwa) bL? cos(m)

= - mm
(a — L)mm L (a — L)mm
bL2 . /mma

"~ (a— L)ym2n? S ( L ) ' (24)

e o segundo termo:

/ade (ab_LL) sin (m;rx)
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Podemos entdo juntar os dois termos novamente (j&
. . 2
eliminando os termos —2£_ cos(mm), que aparecem
(a—L)mm ’

em ambos os resultados, portanto, subtrair um do outro

os anula):
L
/ dr f(z,t =

B bLa cos (
- (a—L)mnm L

(a —bLI;an?TQ sin (mﬂa)

2
(a —bi)mﬂ' o8 (m;m)

0) sin ( 7

(26)

Agora, pelas propriedades das integrais, podemos so-
mar as duas equagoes e com as quais estavamos
trabalhando:

/Ode flz,t =

_ mbf;;a sin (mﬂa) bL o8 (mﬂa)
abL mma
(a — L)ymm o8 ( L )

+

Ta bLQa— —abL2
:mwzsm( L }

)
+—cos( La)
)

abL — bL (a — )—bLQ}
L)

|
|
{abL2
[

_ _sin (mﬂa abLZ]
m2 L
mma\ rabl — abL +bL? —bL?
oo (g I) ]
- a(a —b£;m27r2 sin <m2a> ’ 27)

Basta entao integrar o lado esquerdo dessa equagao, o
que faremos usando a eq. :

= g A, sin (%)
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f(z,t =0)sin (m;rac)
= g A, sin (?) sin (?)
/OL dx f(x,t =0)sin (m;rac)

= nzl [An/o dz sin (?) sin (?) ] (28)

Resolvendo a integral do lado direito:
/ dx blIl ) sin (mzx)
= /OL dx l; cos {(n — m)WL—x}
— %cos [(m + n)?”

L X
%/0 dx cos[(nfm)L}

— ;/OL dx cos [(m+n)%} . (29)

Aqui chegamos em um ponto em que precisaremos
considerar 2 casos: quando m e n sdo iguais, e quando
sdo diferentes. Essa separacdo é motivada pelo fato de
que se simplesmente seguirmos com a integracdo, nos
depararemos com uma divisdo por (m — n), o que pode
nos deixar com uma divisdo por zero no caso m = n se
nao tomarmos os devidos cuidados. Vejamos entao o caso
m # n primeiro, onde podemos resolver sem problemas:

%/0 dzx cos [(n—m)%]

_ ;/()de cos [(m+n)%m}

|y -]
S ———
= s o ™ T
e (CRe0e 4
- zﬂ(nL— my S (= m)%o
_ m sin | (o + n)ﬂ
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= D — sin [(n — m)m7]

L

" St sin [(m + n)7]. (30)
Essa expressdo resultard em zero, pois ambos os
termos estao multiplicados pelo seno de um maultiplo
inteiro de m, que é sempre nulo. Observe que, como
comentado anteriormente, havia no primeiro termo uma
divisdo por (n — m). Isso néo foi problema aqui, pois
estavamos tratando do caso em que esses dois inteiros
sdo diferentes. Mas no caso a seguir, em que m = n,
sabemos que o termo (m —n) é nulo, portanto, devemos
evitar que ele apareca no denominador. Vejamos como

esse problema é contornado:

;/Lda: cos [(n—m)%]
—f/ dz cos [(m—i—n)?}ﬂ

%/0 dzx cos {Oﬂ-—;}

- ;/Odecos {(m—l—n)%ﬁ}

dx

l\.’)\r—l

\
| — |
l\D\H
F£
=
"
3
+
2
| I

(31)

NGB
N |
3
+

Aqui, o segundo termo do pentultimo passo é igual
a zero pelo mesmo motivo do caso m # n, e o termo
m —n nao é problema pois ele zera todo o argumento
do cosseno e desaparece.

Analisando entdo os termos do somatério do lado
esquerdo da equagao , vemos que quase todos eles
zeram, a nao ser quando m = n. Portanto temos:

/Odef(

Tendo feito tudo isso, podemos finalmente obter os
coeficientes A,, pois o resultado da pode ser
substituido no lado esquerdo da :

bL? nwa L
7 sn(ZEEY g 2
a(a — L)n2x? - ( L ) "2

2bL>2 . /nma
~ a(L — a)n?n? s (T) (33)

0) sin (nLLx> = Ang (32)
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Temos tudo o que é necessario para construir a solugao
completa para o caso de cordas dedilhadas. Partiremos

da solucao geral :
> nmw
flx,t) = HZ::I A, sin (T) cos(wnt — dp,) (34)

Agora, substituimos o resultado obtido em , para
chegar em:

2bL?
a(L — a)m?

|1
X Z 2 sin (%) sin (?) cos(wnt)
n=1

(35)

f(x’t) =

(Como dito anteriormente, desconsideramos o termo
¢n sem perda de generalidade).

4. Analise, Discussao e Aplicagoes

4.1. Analise dos resultados e implicagoes praticas

Para entender o que significam e a que conclusao nos
levam os resultados obtidos, é necessiario entender o
efeito de cada parte da funcdo obtida. Analisando a

solugdo geral :
flz,t) = Z A, sin (?) cos(wnt — ép)
n=1

repara-se que ela pode ser separada em 3 partes:

e um termo temporal oscilante: cos(w,t — ¢p);
o um termo espacial oscilante: sin (?),
e e um termo de amplitude: A,,.

O termo temporal é o que vai fazer a corda oscilar a
partir do instante inicial, com uma frequéncia angular
descrita pelo termo w, e uma fase descrita por ¢,.
Porém, algo que o termo temporal nao leva em conta
é o decaimento da intensidade do som ao longo do
tempo, que aconteceria numa situagao real por efeito da
resisténcia do ar, da dissipa¢do da energia da corda para
o corpo de um instrumento acustico ou da atenuacao
devido ao campo magnético do captador em um instru-
mento eletréfono [4]. Estamos considerando um sistema
ideal, portanto, esses efeitos nao foram colocados na
fung¢do. Entretanto, um modelo simples pode ser adotado
ao se multiplicar a parte temporal por e~ *, sendo \
um numero real positivo que carrega as informagoes da
atenuacao, podendo ser obtido empiricamente.

O termo espacial nos permite saber a forma com a qual
a corda vai vibrar, os nés e os ventres. Casos notaveis sdo
os pontos onde (%) é um namero inteiro, o que faz com
que o termo espacial (e portanto a func¢ao toda naquele
ponto) seja nula. Esses pontos serdo os nds de cada
harmoénico. Em qualquer harmoénico, os pontos z =0 e
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x = L resultardo em nés, o que faz sentido, ja que a
corda esta presa em ambas as extremidades. Mas, além
desses pontos nodais das extremidades, cada harmonico
n terd (n — 1) nos, distribuidos uniformemente ao longo
da corda, onde a funcao serd zero.

Resta analisar o efeito dos coeficientes de amplitude
A, na fun¢io. Eles estdao, em cada termo, multiplicando
as funcgoes seno e cosseno, ou seja, alterando sua am-
plitude a cada instante no tempo e em cada ponto no
espago. Como a intensidade sonora é proporcional ao
quadrado da amplitude, o coeficiente associado a cada
harménico nos diz quao intenso esse harmoénico serd
naquele caso. Nas cordas dedilhadas, que é o que esta
sendo analisado, esses coeficientes tém a seguinte forma
(como demonstrado na segdo anterior):

726[12 sin (@>
a(L — a)n2n? L/

Observa-se que a amplitude depende do comprimento
da corda L, do quanto a corda é deslocada de sua posicao
de repouso b e do ponto a ao longo da corda escolhido
para realizar esse deslocamento. Além disso, a presenca
de um termo n? no denominador dos coeficientes implica
que nesse tipo de corda a frequéncia fundamental (pri-
meiro harmonico, n = 1) serd a de maior intensidade,
e que a amplitude de cada harmonico seguinte (n = 2,
n = 3, etc) decaird em relagdo ao anterior numa taxa de
().

A parte envolvendo o seno nos da informacées im-
portantes, por exemplo, se a corda for atacada num
ponto a tal que (%) seja inteiro, a intensidade do n-
ésimo harmonico sera nula. Ilustrando a situacao, se o
ataque ocorrer em a = (%), qualquer harménico par ira
se anular completamente. A Figura [2| traz o grafico dos
coeficientes A, (a) para alguns valores de n. Verifica-se

Ay =

[N
T

—_~
£
£
N
—_ T —_
) = ~
c ~. e
< IS el .
N e
L =t
- n=2
—--n=3

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650
a (mm)

Figura 2: Coeficiente A, (a) em fun¢do de a paran =1, 2 e 3.
Foram estabelecidos para a construc3o desse grafico os valores
L = 650mm, medida préoxima da encontrada comummente
em instrumentos como o violdo e a guitarra elétrica, e um
deslocamento da posicdo de equilibrio b = 4mm.
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que o coeficiente A,(a) muda de acordo com o lugar
onde a corda é atacada. Nela observam-se exemplos dos
padrées descritos anteriormente: a amplitude de cada
harmoénico é sempre menor que a do anterior; a curva de
cada coeficiente A,, cruza o eixo horizontal (n—1) vezes,
exatamente nos pontos onde a é um multiplo de (%)
Convém ainda ressaltar que os coeficientes nao precisam
ser nulos em x = 0 e x = L, uma vez que na solugao
completa o respeito as condigoes de contorno é garantido
pela parte espacial da solucao.

A funcdo f(z,t) representa, em cada instante ¢, o
quao distante um ponto x qualquer estd da posicao de
equilibrio (f = 0). Portanto, ao fazer um grafico com f
no eixo vertical e x no eixo horizontal, para um conjunto
de pardmetros a e b, o que teremos é o formato da
corda no instante ¢ escolhido. A solucdo é composta
de uma soma infinita de termos, permitindo que para
fins de anélise cada termo n possa ser estudado. Para
que a forma da corda obtida a partir da solugdo seja
igual a forma imposta na condic¢do inicial, é preciso que
varios termos sejam computados, para que no limite
de n — oo a solucao descreva exatamente a forma da
condicdo inicial. Na Figura |3] vemos ilustrada como a
soma de vérios harmonicos, agora com um ¢t = 3L/4c
fixo, faz com que a solugdo se aproxime da condig¢ao
inicial.

Além dos resultados obtidos aqui, é importante ressal-
tar novamente que nao foram levados em consideracao
os efeitos de perda de energia que ocorrem a partir do
momento de ataque, seja por atrito da corda com os
pontos de fixacdo ou pela resisténcia oferecida pelo ar
ao movimento da corda, ou pela dissipacdo da energia
para o corpo do instrumento. Entretanto, o efeito de
dissipagdo da energia da corda é fundamental para que
ocorra o processo de producdo de som em qualquer

f(x,t) (mm)

0 50

100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650
X (mm)

Figura 3: Somas dos primeiros 3, 5, 10 e 50 termos da solu¢3o
f(z,t) em funcdo de x. Para todas essas curvas, t = 3L

acr @ =
60mm e b = 4mm.
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instrumento cordéfono acustico, o que sera exemplificado
na sequéncia, junto a outras implicagdoes praticas do
resultado aqui obtido.

A parte espacial da solucao é a responsavel por parte
da forma da onda que se forma na corda quando se toca,
por exemplo, o violao. E ela que traz as informacoes
dos pontos onde a vibragao da corda se anula, seus nés,
a quantidade destes e os pontos onde esta localizado
o maximo do deslocamento em relagdo a posicao de
equilibrio. A dependéncia com o inverso do comprimento
da corda é o que permite obter diferentes notas musicais
ao se pressionar a corda contra as casas, como exempli-
fica Zaczéski et al. [4]. O fato da relagdo entre frequéncia
e comprimento ser inversa faz com que a frequéncia
aumente ao se diminuir o comprimento vibrante da corda
e vice-versa, uma vez que a velocidade de propagacao da
onda na corda se mantém constante.

Ja a parte temporal da solucdo é responsavel pela
emissdo sonora do instrumento, com um conjunto de
frequéncias bem definidas. Cada frequéncia de som £,
emitida esté relacionada a frequéncia angular por f,, =
2. A essas frequéncias sao atribuidas de maneira bem
definida as notas musicais, tomando por referéncia mais
comum a nota [d tendo a frequéncia de 440Hz. Afinar
a corda do instrumento nada mais é do que fazer com
que a frequéncia com a qual a corda estd vibrando
corresponda a uma frequéncia que possui uma nota
musical associada a ela, sendo isso feito de maneira geral
quando o instrumento ja estd com as cordas instaladas,
através do aumento ou diminuicdo da tensdo aplicada
em cada corda.

O termo de amplitude, o qual multiplica tanto a parte
espacial quanto a temporal, atua como um seletor de
intensidade de cada termo n da solucdo geral. Sua de-
pendéncia tanto com o ponto onde a corda é tocada a, o
deslocamento da posi¢ao de equilibrio b, o comprimento
L e a ordem n do harmdnico traz a explicacdo para
alguns comportamentos das cordas dedilhadas que sao
conhecidos pelos misicos e que podem ser verificadas
com alguma facilidade dispondo de um violao ou uma
guitarra elétrica. A primeira e bastante intuitiva é que
quanto maior for o deslocamento inicial com relacao a
posicao de equilibrio, maior serd a amplitude da corda,
uma vez que A, o b. A dependéncia com o ponto
onde a corda é tocada pode ser explorada para modi-
ficar caracteristicas do som obtido, uma vez que certos
termos n e seus harmonicos correspondentes podem ser
intensificados ou anulados dependendo do ponto onde o
musico toca a corda. A dependéncia com o comprimento
L da corda, que pode ser resumida a A, o L, implica
que quanto menor for o comprimento vibrante da corda,
para um mesmo conjunto de pardmetros, menor é a sua
amplitude, algo que se verifica ao tocar um violao e ir
diminuindo o tamanho da corda ao se pressionar a corda
contra casas sucessivas. O termo de amplitude também
é responsavel por parte das caracteristicas do som do
instrumento, sendo que, no caso das cordas dedilhadas,
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a intensidade dos harmoénicos decai com 7712 Esse decai-

mento mais rapido que o das cordas friccionadas, o qual
é proporcional apenas ao inverso de n [18], é responsavel
em partes pelas diferencas de timbre entre o som do
violao e do violino. O termo A, traz caracteristicas
do som de uma corda dedilhada, mas no processo de
formacdo do som nao é o unico fator determinante.
Durante a transmissao da vibracao da corda para o corpo
do instrumento, e por fim a producao da onda sonora,
véarios elementos do instrumento modulam a intensidade
dos harmonicos, construindo assim o timbre daquele
instrumento.

Por fim, o termo de atenuagdo, embora nao esteja no
foco deste trabalho, desempenha um papel muito im-
portante na producdo de som dos cordéfonos acusticos.
Modelar a dissipagao de energia envolve aspectos mais
complexos, de forma que serdo discutidos apenas os
conceitos fundamentais associados ao tépico. Caso nao
houvesse dissipagdo da energia da corda através da
transmissao do movimento da corda para o corpo do
instrumento, ndo haveria som e a corda continuaria em
movimento por tempo indeterminado. Assim, a trans-
missao de energia da corda para o corpo do instrumento
desempenha um papel primordial para a produgao de
som em um cordéfono. Embora nao seja uma corda
dedilhada, Donoso et al. [I§] exemplificam de maneira
bastante diddtica como o processo ocorre no violino.

A dissipagao de energia para a producao do som pode
ser exemplificada com um experimento muito simples,
dispondo apenas de um diapasdo. Ao atingi-lo com um
pequeno martelo ou mesmo com os dedos, segurando-
o pela haste, deve-se cronometrar o tempo que ele
fica vibrando e observar o nivel de intensidade sonora
percebido. Agora, repete-se o processo, encostando a
sua haste em uma superficie como a de uma mesa;
o som percebido é mais intenso, entretanto, o tempo
de sua duracdo é menor, uma vez que a energia do
diapasdo vibrando transforma-se em som irradiado pela
superficie, j4 que a area desta é maior que a das partes
vibrantes do diapasdo, deslocando muito mais ar e
produzindo um som mais intenso. De forma simples, esse
é também o motivo pelo qual os cordéfonos actusticos
precisam de uma caixa acustica. A drea da superficie
da corda (S = 27RL, com R o raio da corda e L
o comprimento) é muito pequena para deslocar ar em
quantidade suficiente para sensibilizar nossos ouvidos.
Isso passa a ser resolvido com o acoplamento da corda
ao corpo do instrumento, o qual passa a ter uma &rea
vibrante significativamente maior, permitindo a emissao
de som igualmente mais intenso pelo instrumento.

4.2. Sobre o posicionamento de captadores

O som gerado por um instrumento de corda dedilhada
pode ser convertido em sinais elétricos (para poste-
rior gravacdo, processamento e/ou amplificagdo) através
de um dispositivo chamado captador. Captadores sdo
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constituidos por bobinas e imas permanentes, os quais
S0 responsaveis por um campo magnético que magne-
tiza as cordas metéalicas do instrumento e é igualmente
perturbado com o movimento das mesmas [20]. Dessa
forma, o campo magnético varia de acordo com a
vibragdo das cordas, o que induz corrente elétrica nas
bobinas, de acordo com a Lei de Faraday [4 [16].

O captador, portanto, para captar melhor o sinal de
um harmoénico especifico, deve ser posicionado onde se
encontra um dos ventres desse harmonico, local onde a
vibracdo da corda é mais intensa. Consequentemente,
a perturbagdo do campo magnético é maior, levando a
geracao de um sinal elétrico mais intenso.

Disso surge um problema infelizmente insoltvel por
definicdo: em um instrumento como a guitarra elétrica,
violdo, entre outros, para mudar a nota que serd tocada
numa corda é necessario posicionar o dedo em alguma
posi¢ao do brago e pressionar, o que diminui o tamanho
da parte vibrante da corda. Isso é equivalente a mudar o
tamanho da corda em si, e como as posicoes dos ventres
de um harmoénico dependem do tamanho da corda,
conclui-se que estes estardo em um local diferente para
cada nota [2I]. Um captador posicionado idealmente
para captar a maxima intensidade possivel de uma nota
estard, portanto, em uma posicao nao ideal para captar
outras notas.

Nao existe entdao uma tunica posicao ideal para ins-
talar captadores em instrumentos como esses. Possiveis
maneiras de lidar com este problema ou minimiza-lo
incluem: posicionar mais de um captador (comumente
dois ou trés), que possibilitard ao musico escolher através
de chaves seletoras a combinacao desejada de captadores
e portanto buscar um timbre mais proximo do desejado;
posicionar os captadores em posi¢ées onde usualmente
sao colocados, o que trard um timbre que parecerd, por
se assemelhar aqueles que se ouve frequentemente, mais
familiar; ou, em uma solugdo menos ortodoxa, optar
por uma instalacdo de captador que possa se mover
livremente entre varias posi¢oes ao longo da corda. Essa
construgdo torna o instrumento demasiado complexo,
porém, possui um grande potencial diddtico, como no
caso do protétipo da Figura [4] construido por Matheus
H.S. Mayer. Amplamente utilizado em demonstracgoes,
o prototipo recebeu o apelido de mayerdfono e possui
certas semelhangas com o histérico pau-elétrico [22]
criado na Bahia por Dod6 e Osmar.

Entretanto, a andlise desenvolvida com o modelo
analitico que foi apresentado permite entender a razéo
pela qual certas relaces geométricas sdo importantes na
construgdo de um instrumento de cordas com captacao
magnética. Apesar de toda a precisdo necessiria para a
construcao de um instrumento musical, este ndo deixa de
ter influéncias da época e local onde foi concebido e dos
diferentes usos que tem na criagdo musical. Isso faz com
que um mesmo instrumento possa ter versoes distintas,
sendo talvez a mais conhecida visualmente a do piano
vertical ou de armério e o piano de cauda. Ambos sdo
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Figura 4: Protétipo construido para demonstragdes relacionadas
ao posicionamento do captador e a sua influéncia no som
resultante. Possui um Unico captador que pode se mover em
linha reta, através de trilhos, entre o final do brago (A) e
a ponte (B). Pode ser ligado a um amplificador como uma
guitarra elétrica.

pianos, mas com construgoes e caracteristicas distintas,
inclusive as sonoras. Embora nao seja visualmente tao
perceptivel, a existéncia de variantes ocorre em diversos
instrumentos, como o violdao, a guitarra elétrica, o
clarinete, o fagote, etc.

Dave Hunter [23] explora a questao das sonoridades es-
pecificas da guitarra elétrica exemplificando com os mo-
delos mais amplamente conhecidos desse instrumento.
Cada um é descrito em termos de suas caracteristicas,
detalhes do tipo de captador, etc. Como comentado
anteriormente, nao existe uma posicdo que possa ser
considerada completamente ideal para a instalacdo do
captador. Todavia, posicionamentos especificos em cada
modelo de guitarra tém uma contribuicdo relevante para
que uma guitarra Les Paul tenha as caracteristicas
sonoras pertinentes ao modelo. Para esta andlise, toma-
remos os modelos Les Paul e Stratocaster, os quais, além
de serem relativamente bem conhecidos, apresentam
como caracteristica diferentes tamanhos da escala, que
correspondem ao comprimento vibrante da corda (e nao
a peca homoénima do instrumento). A primeira tem uma
escalaEl de 24,75”, considerada uma escala curta, e a
segunda 25,57, que é um comprimento considerado mais
comum, uma vez que é utilizado em outros instrumentos
da familia da guitarra elétrica.

Essa diferenca no comprimento vibrante L da corda
afeta o instrumento e seu tocar. Do ponto de vista
geométrico do posicionamento dos captadores, esses
dois modelos de guitarra elétrica apresentam diferencas,
primeiro devido as diferentes escalas e, segundo, devido
a Les Paul possuir dois captadores e a Stratocaster trés.

1 Foram mantidas as dimensées em polegadas decimais pois, dada
a origem norte americana do instrumento, consagrou-se o uso
destes valores nessa unidade.
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Retornando ao problema inicialmente insoltvel, verifica-
se, entretanto, que o posicionamento dos captadores é
um dos responsaveis pelas caracteristicas sonoras de
cada modelo de instrumento cordéfono eletrificado. Isso
acontece porque para cada nota tocada em cada corda
existe uma relagdo geométrica bem definida entre o
tamanho da corda e a posicdo do captador, resultando
em um sinal gerado pelo captador que é caracteristico
dessa configuracdo. Do ponto de vista pratico, ao se
construir uma guitarra ou baixo elétrico, deve-se ob-
servar rigorosamente o posicionamento do captador ou
dos captadores, para que o instrumento construido soe
como o modelo de referéncia. Igualmente os modelos de
captador utilizados afetam de maneira relevante o resul-
tado sonoro do instrumento [24]. Assim, é importante
ter em mente que captadores sdo objetos extensos com
diferentes geometrias, o que também afeta o sinal elétrico
resultante, uma vez que o campo magnético variavel
gerado pela movimentagao da corda é integrado na area
da bobina do captador [4]. Desta forma, reitera-se que
posicionamento e tipo de captador sao dois aspectos
relevantes para o resultado sonoro de um instrumento
de cordas com captagdo magnética.

5. Conclusoes

Descrevemos um modelo que aplica uma condigao inicial
simples, a qual permite uma resolucdao analitica fechada,
para o caso das cordas dedilhadas. Ao abordar um
caso envolvendo condi¢Ges iniciais, propusemos um caso
que pode ser usado para preencher as lacunas desse
tema em cursos de cédlculo e métodos matematicos no
ensino superior. A aplicacdo em instrumentos musicais
pode tornar a motivagdo ao estudo desse problema
mais atrativa para os estudantes. Do ponto de vista
do funcionamento dos instrumentos musicais, o modelo
permite explicar, de maneira fundamentada em uma
solucdo matematica, como a posi¢do onde se dedilha a
corda afeta o resultado sonoro, algo que é explorado tec-
nicamente pelos musicos. E, no caso de eletréfones, como
o baixo e a guitarra elétrica, permite entender como
o posicionamento do(s) captadore(s) afeta o resultado
sonoro desses instrumentos, auxiliando luthiers em uma
area que apresenta pouca literatura disponivel.
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