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Neste trabalho fazemos uma breve revisdo sobre a formulagdo hamiltoniana dos sistemas classicos que estao
vinculados a subvariedades para que, dentro deste contexto, fique claro qual é o verdadeiro significado de uma

teoria classica de calibre.
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In this work we make a brief review on the Hamiltonian formulation of classical systems that are constrained to
submanifolds so that, within this context, make it clear what is the true meaning of a classical gauge theory.
Keywords: classical systems, differentiable manifolds, gauge theories.

1. Introducao

De acordo com a literatura, diversas teorias fisicas po-
dem ser classificadas como teorias de calibre, entre as
quais podemos listar alguns exemplos bem famosos, como
a Eletrodindmica Cléssica [1] e o Modelo Padrao das
particulas elementares [2]. Alids, no que diz respeito a
Eletrodindmica Cléssica, por exemplo, vale dizer que ela
é muito mais do que um exemplo famoso, pois é através
dela que o conceito de uma teoria de calibre normalmente
é introduzido aos estudantes. Essa introdugao é feita sob
a afirmacao de que as equacoes de movimento dessa teo-
ria sdo covariantes: ou seja, quando os campos elétrico
e magnético nao variam quando realizamos alteracoes
especificas nos potenciais que os definem [3|. Isso se deve
ao fato de que esses campos sao definidos por derivadas
dos potenciais. Logo, para manté-los invariantes, qual-
quer transformagao que seja anulada por essas derivadas
serd valida.

Apesar de nao ser dificil mostrar a invaridncia des-
ses campos, e consequentemente das equagdes de movi-
mento de uma teoria de calibre apds essas “alteracoes
especificas”, algo que ainda ndo estd muito claro para al-
gumas pessoas é o que é realmente uma teoria de calibre.
Alids, por que uma teoria de calibre leva esse nome? Sera
que existe algo mais fundamental por tras do fato das
equagoes de movimento de um sistema fisico continuarem
sendo expressas com o mesmo formato mesmo depois
destas alteragoes?

Diante de todas essas possiveis indagacoes, o objetivo
do nosso trabalho é um s6: oferecer ao leitor um texto
(que tenta ser o mais didatico possivel dentro dos padroes
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de um artigo cientifico) com uma interpretagio relativa-
mente simples, porém bastante fundamental, que visa
esclarecer o que é uma teoria classica de calibre. Fazemos
isso tomando como base um fato que nao costuma ser
apresentado na literatura comum desse tema: que uma
teoria classica de calibre é aquela que descreve um sis-
tema fisico que estéd vinculado a uma subvariedade que
pode ser fixada de infinitas maneiras.

Para deixar claro ao leitor o que esta nossa tltima
afirmacao quer dizer, cada uma das Sec¢Ges deste trabalho
serd dedicada a um tépico especifico. No caso da proxima
Segdo, fazemos uma apresentagio bésica sobre a descri¢ao
de sistemas classicos, mostrando porque é razoavel supor,
por exemplo, que os espagos onde estes sistemas estao
definidos se identificam como wvariedades diferencidveis.
J& a Secdo 3] é dedicada & apresentacdo do que ¢ a teoria
de sistemas cldssicos com vinculos sob a ado¢do de uma
formulagdo hamiltoniana, para que, na Se¢do [ uma
teoria cldssica de calibre possa ser definida como um caso
particular das teorias com vinculos. Por fim, vale dizer
que, além de “salpicarmos” estas Se¢bes com exemplos
que sdo uteis tanto & compreensao dos sistemas com
vinculos como das teorias classicas de calibre, usamos a
Subsecao para ilustrar como essa interpretagao, de
uma teoria classica calibre como um sistema hamiltoniano
com vinculos, ajusta-se a um exemplo tradicional da
Eletrodinamica Classica.

2. Sobre a descrigao de sistemas classicos

Quando precisamos descrever um sistema classico que
estd definido num espaco com n dimensoes, sempre pro-
curamos fazer isso da maneira mais simples possivel,


www.scielo.br/rbef
mailto:resende@if.usp.br

el312-2

associando a funcdo 27 : [0, oo ) — R que melhor se
ajusta a trajetéria do sistema na j-ésima direcdo, onde
7 =1,...,n. Entretanto, existem, pelo menos, dois bons
motivos para afirmarmos que fazer tal ajuste nem sem-
pre é algo tdo simples. O primeiro deles pode ser bem
entendido desde que notemos que, como um espaco n-
dimensional pode ser parametrizado por mais de um
sistema de coordenadas, este ajuste de fungbes pode
ser feito de modo ndo tnico. E exatamente isso o que
acontece, por exemplo, com um sistema fisico que esta
definido sobre uma esfera de raio R constante que esta
mergulhada no R3: afinal, apesar de ser perfeitamente
possivel descrever esse sistema por meio de uma fungao

que se apoia sobre uma perspectiva cartesiana do R3,
também é perfeitamente possivel descrevé-lo usando uma
outra funcao

q(t) = (o (1),0(t), R)

que se vale de uma perspectiva esférica.

Apesar de, neste exemplo, parecer que a descri¢ao
que ¢é feita através de uma fungdo ¢ : [0, oo ) — R3
é mais confortavel (j4 que ela se vale de um ntmero
menor de func¢des nao constantes quando comparada
az:[0,00)— R3), vale observar que as situacdes
fisicas reais nem sempre sdo tao simples como a de um
sistema que esta definido sobre uma esfera. E, no caso, é
exatamente diante desta observagdo que surge o segundo
motivo que nos faz afirmar que fazer tal ajuste de fungoes
nem sempre é facil: pois 4],

e se, por um lado, nem sempre somos capazes de
enxergar todas as simetrias que um sistema fisico
possui (as quais certamente nos levariam a uma des-
cricdo mais simples, haja vista que elas reduziriam
o numero de pardmetros independentes envolvidos
para com esta descrigdo),

e por outro lado, as formulagoes lagrangiana e hamil-
toniana que descrevem um sistema nem sempre nos
levam a um conjunto de equactes mais facilmente
resolvivel, se expressas em termos de um nimero
menor de parametros ou de fungdes nao constantes.

Além desses dois motivos, se também quisermos apon-
tar um terceiro, este pode perfeitamente se relacionar,
por exemplo, com a diferenciabilidade das fungoes que
sdo ajustadas as trajetdrias do sistema. Porém, quando
supomos que essas trajetérias podem ser modeladas por
fungées que sao diferencidveiﬂ até uma ordem k, passa a
ser perfeitamente valido considerar que todas as posicoes
que o sistema assume pertencem a uma variedade dife-
rencidvel; ou seja, que estas posi¢coes pertencem a um
espaco topoldgico M, que ndo é necessariamente plano,

1Suposicdo que é justamente a que fazemos quando, a partir da
fungdo que modela a aceleragido, obtemos as equagoes de movimento
de um sistema.
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que tem n dimensdes e que pode ser interpretado como
uma generalizagdo de um espago euclidiano [5].

A propésito, é devido a toda essa questao da diferenci-
abilidade de uma Variedadtﬂ que acaba ficando claro que,
para todas as curvas que podem ser definidas através
de aplicagoes diferencidveis « : (—¢, &) — M,,, também
somos capazes de definir vetores que sdo tangentes a
elas em cada um dos seus pontos [6]. Trata-se de uma
observacao que, apesar de simples, é muito importante
ao contexto da Mecanica Classica, haja vista que é esta
observagao quem nos mostra que, quando analisamos um
sistema cldssico usando uma formulacéo lagrangiana, a
sua descrigao se da através de uma fungao L : TM,, — R
cujo dominio

TM, ={(z,%): 2 € M, , & € T,M,}

se identifica como um fibrado tangente [6]; ou seja, um
dominio que se identifica como um conjunto que, por ser
definido como a unido disjunta de todos os espagos T, M,
que sdo tangentes em cada ponto de M,,, é capaz de
nos dar informagdes sobre a posicdo z = (z',...,2") e a
velocidade & = (;i:l, e ,x’”) do sistema. Tais informacoes
sdo imprescindiveis para a determinacao univoca da tra-
jetéria desse sistema sobre M,, entre os instantes t; e to,
a qual pode ser obtida das equacdes de Fuler-Lagrange
0S oL d OL 1
dzi Oz dtoii (1)

desde que admitamos que a a¢do

to
S:/‘Mt 2)
ty

relacionada ao sistema seja estaciondria [7].

3. Teorias de sistemas com vinculos

Em todo caso, vale dizer que existe um bom motivo
geométrico para darmos destaque a identificacdo do
dominio de L como um fibrado tangente, motivo esse que
nao se atém ao jargao matemaéatico. Para entender qual
é esse motivo, devemos levar em conta que a expressao
da energia do sistema em moldes lagrangianos é dada
por [8]
5:§£¢j—L.
oxJ

Pois, como é a partir desta expressao que a fungao que
protagoniza a formulacdo hamiltoniana de um sistema

classico se constroi como
H=Elisqp)

é justamente isso que mostra que o dominio (ou espago
de fase) de H é um fibrado cotangente T*M,; ou seja,

2 Apenas por uma questdo de simplicidade, eventualmente omiti-
remos o termo “diferenciavel” que predica uma variedade, assim
como também omitiremos que essa diferenciabilidade s6 vai até
uma ordem k.
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o dominio de H é a unido disjunta de todos os espacos
que sdo cotangentes em cada ponto de M,, ji que a
transformagao

oL

que o define troca os pardmetros 7 pelos seus duais P;.

Do ponto de vista mais basico, que estd relacionado a
transigdo entre essas duas formulagoes (e o qual também
consta em grande parte dos livros que tratam de Mecanica
Cléssica), é possivel afirmar que a tunica diferenca pratica
que existe entre elas é que

e enquanto, na primeira (que é a lagrangiana), o
sistema classico é descrito por um conjunto de
n equacoes que contém derivadas de sequnda
ordem,

o na segunda (que é a hamiltoniana) usamos um
conjunto de 2n equagoes

. OH . OH
¥ === e Pj=———

6Pj oxd
equivalente a para descrever a mesma dinamica,
agora em termos das posi¢oes x7 e dos momentos
Pj, s6 que usando apenas derivadas de primeira
ordem [9).

Em outras palavras, as equac¢des de movimento de um
sistema classico até podem se tornar mais faceis de serem
resolvidas quando escritas sob uma formulacdo hamilto-
niana, porém dobram de tamanho. No entanto, do ponto
de vista geométrico que permeia essas duas formulagoes,
uma das coisas que também podem ser ditas é que, no
que diz respeito a definicdo dos dominios de L e H, tanto
faz se lidarmos com uma formulagao ou com outra: como
estamos assumindo que as posi¢oes do sistema perten-
cem a uma variedade M,,, esses dois dominios sempre se
identificam como duas variedades e, portanto, podem ser
parametrizados de infinitas maneiras [6]. Embora, por
enquanto, essa informagao possa soar como uma mera
“curiosidade matematica”, ela mostrard toda a sua re-
levancia um pouco mais adiante, mais especificamente
quando apresentarmos a definicao do que é uma teoria
cléssica de calibre na Subsecao [1.2]

Contudo, antes de dizermos qual é essa “informacao
relevante”, ja existe uma observacao a ser feita sobre a
transformagao que, inclusive, também serd bastante
atil quando tal “informacao relevante” for dita. Afinal
de contas, existem funcoes lagrangianas L onde, por
exemplo, alguns momentos podem ser nulos. E como
o teorema da fun¢do inversa [10] nos diz que, quando
P, = 0, ndo é possivel expressar ¢ como uma funcao
v®(x, P), é justamente esta nulidade que nos mostra
nao apenas que P, é uma constante de movimento: esta
nulidade também nos mostra que os parametros que
descrevem o sistema nao sao independentes. Ou seja,
pelo mesmo ponto de vista geométrico que ja usamos
acima, é valido afirmar que o sistema fisico que essa
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teoria classica descreve estd vinculado a um subconjunto
T* My, CT*M,, que é, no minimo, definido por

&y (2,P) =P, =0. (4)

Quando esse é o caso, este vinculo deve ser incorpo-
rado a fungdo H : T*M,, — R através de um multiplica-
dor de lagrange A\' que passa a ser visto como um novo
pardmetro do sistema, o que leva a uma hamiltoniana
primdria

HY = H + \'o, (5)

capaz de descrever o sistema fisico apenas quando ®; = 0.

3.1. Equagdes de regularidade

Embora seja um vinculo que define o sistema fisico
sob consideragao, como nada garante que este vinculo
seja o unico, passa a ser fundamental verificar se existem
outros vinculos definindo esse subconjunto 7% M., _,, que,
no caso, deve ser interpretado como uma subvariedade;
ou seja, T*M,,_,, é um subconjunto que pode ser visto
como uma superficieﬂ que estd mergulhada em T*M,,.
Assim, notando que o sistema fisico ja satisfaz a ,
a melhor maneira de fazer tal verificacao é usar, como
ponto de partida, o fato de que

P =0=> & =0 (6)

é uma relacao valida na superficie em questao. Pois, se
®; = 0 é uma relagdo que é imutavel por definir uma
parte desta superficie, ®; = 0 também sera.

3.1.1. Parénteses de Poisson e o algoritmo de
Dirac-Bergmann

Diante dessa necessidade de avaliar o que mais pode surgir
de @, nao deixa de ser interessante notar que toda a
dindmica do sistema em questao pode ser expressa de uma
forma bastante simples usando os chamados parénteses
de Poisson [7] que, para duas fungdes F,G : T* M,, — R,
sao definidos por

OF 0G  OF 0G

{ ’G} oxJ 8Pj 8Pj oxJ (7)

Pois, além deles nos permitirem escrever todas as equagoes

de movimento
2:{4Hm} (8)

de uma forma um pouco mais “enxuta”, sob a consi-
deracao de que z = (z, P), eles também nos mostram
que qualquer vinculo ®; = 0, que define a subvariedade
T*M,,_,, onde o sistema fisico esta definido, também
satisfaz uma equacao

¢1:{¢hHm}:O

que s6 vale nesta subvariedade. Ou seja, se quisermos
avaliar se o sistema possui outra constante de movimento

3Na verdade, como uma hipersuperficie quando n —m > 2.
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®, = 0 além de ®; = 0, basta calcular {<I>1,H(1)} e
igualar o resultado a zero: se o que surgir disso for uma
aplicagdo @5 : T*M,, — R independente da anterior, ela
deve ser incorporada a para que uma nova rodada de
avaliacao seja feita, usando uma nova hamiltoniana

H® = HD 4 \29,

que é um pouco mais completa que H) no que diz
respeito a descri¢do do sistema. Se, ao final desse processo
de investigacao e de incorporacao de vinculos, da equacdo
de regularidade

b,, = {@m,mm} —0, (9)

que precisa ser valida na subvariedade T*M,,_,,, nao
surgir mais nenhuma aplicagdo ®,,4+1 : T*M,, — R
independente das anteriores ®1,...,®,,, a dindmica do
sistema fica completamente definida através de

z= {Z,HT} . (10)
Aqui,

Hy=H™ =H4+X®,, com a=1,...,m, (11)

é a hamiltoniana total do sistema, cuja fisica se restringe
apenas a subvariedade T*M,,_,, que é definida por

B(2) = (D1 (2),..., 0 (2)) = (0,...,0) . (12)

Este procedimento de procura de vinculos é conhecido
na literatura como o algoritmo de Dirac-Bergmann |11].

3.2. Uma observagao importante

Embora o que iremos dizer agora va parecer algo tao
técnico quanto os termos “fibrado tangente” e “fibrado
cotangente” que mencionamos ha algumas linhas, para o
bom entendimento do que segue é importante destacar
que, de acordo com P. A. M. Dirac [11]:

e uma funcado F : T*M,, — R é de primeira classe
quando, para todo indice a, temos {F,®,} =0 na
subvariedade T* M, _.;

e caso contréario, F é uma funcdo de segunda classe.

Apesar desta aparente “tecnicalidade”, o principal motivo
que nos faz dizé-la é que, como qualquer @ , é um exemplo
destas fungoes, quando consideramos que © é uma matriz
quadrada de ordem m com elementos dados por

@ab = {(I)(mq)b} 5

é possivel observar uma igualdade entre o posto K desta
matriz E| e o numero de vinculos de segunda classe que
definem a nossa teoria. Por consequéncia, se O for singu-
lmEl, (i) além disso implicar que m — K vinculos serdo de

40u seja, o nimero K de linhas ou colunas que sdo linearmente
independentes em © [12].
5Isto é, se © for uma matriz cujo determinante é igual a zero.
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primeira classe [8], (ii) como das equagdes de regularidade
([©) segue que

D, ={®, Hp} ={P s, H} +{D,,®,} \° =0, (13)

isso mostra que os m — K multiplicadores de Lagrange
(que sdo usados para implementar estes m — K vinculos
de primeira classe a Ht) nao poderdo ser resolvidos
univocamente. Como se tornara claro logo a seguir, é
exatamente por tras desta nao univocidade que repousa
a interpretacao de uma teoria de calibre.

4. Teorias classicas de calibre

4.1. Um primeiro exemplo

Para introduzir o leitor a ideia de como uma teoria
classica de calibre pode ser interpretada como um caso
particular das teorias de sistemas com vinculos, comeca-
remos analisando um exemplo simples: vamos considerar
um sistema cldssico que é modelado pela lagrangiana [g]

1. 2
in(ﬂc—y) . (14)
Afinal, uma das vantagens deste exemplo é que, a partir
das suas equacoes de movimento

%:y—:ﬁ:() e g:y—a’c:o7 (15)
ja fica claro que existe uma restrigao (ou seja, um vinculo)
entre o comportamento de y (t) e de & ().

Diga-se de passagem, vale notar que essa mesma con-
clusao vinculativa, que transparece em sob moldes
lagrangianos, também transparece naturalmente quando
adotamos uma formulag¢do hamiltoniana, haja vista que,
seja qual for a formulacdo que usamos para a analisar
um sistema, ele continua sendo o mesmo: basta ver que,
além das relacoes

nos mostrarem que
& =P, =0

deve ser interpretado como o vinculo primério do sistema
em questao, é a partir da hamiltoniana primaéria

HY = H 4+ \'®, (16)

(que é obtida segundo a prescrigdo feita na tltima Segdo),
onde

1
H:§Pm2+ypmv

que a relagdo y — & = 0 acaba “ressurgindo” como um
vinculo secunddrio do sistema, haja vista que

&y = {cbl,H(l)} (P y}Po=0 = $y=P, =0.
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Em todo caso, devido a simplicidade desses resultados,
algo que certamente o leitor pode estar se perguntando
é sobre o porqué deste exemplo especifico estar sendo
usado para introduzir a ideia de uma teoria classica de
calibre. E a melhor resposta que podemos dar ao leitor
que se faz esta pergunta se divide em duas partes onde,
a primeira delas, pode ser bem entendida desde que ele
note que nada de novo surge de

by = {<I>2,H<2>} —0.

Ou seja, como esta equacao de regularidade é identica-
mente nula para uma hamiltoniana secunddria

H® = HY 4 X2, = %Pf + MNPy 4 (y+X2) P
que é um pouco mais “refinada” que a , 0s nicos
vinculos aos quais o sistema estd submisso sao

¢ =P, =0 e &=PFP,=0.
E a grande virtude desta conclusao nao é nem que estes

sao os dois Unicos vinculos do sistema fisico: a grande
virtude desta conclusao é que, como

{q)luq)Q}:{Pvaz}:Oa

é exatamente isso que caracteriza estes dois vinculos
como de primeira classe.

Nestes termos, como j& sugerimos ao final da tltima
Secao que a presenca de vinculos de primeira classe estd
diretamente relacionada a caracterizagdo de uma teoria
como “de calibre”, acaba ficando claro o porqué de termos
usado esse sistema, que é modelado por , como um
exemplo, embora (i) ele seja apenas um entre varios e (ii)
ainda nao explicamos como essa presencga de vinculos de
primeira classe caracteriza uma teoria classica de calibre.
Esse ultimo ponto serd explicado apenas na Subsecao
4.2

4.1.1. Sobre a interpretacao usual de uma
teoria de calibre

Entretanto, é quando olhamos para as equagoes de movi-
mento que a segunda parte da melhor resposta que
podemos dar ao leitor aparece. Afinal, devemos notar
que, como a dindmica do sistema em pauta deve ser tal
que y — & = 0, as condicdes iniciais de contorno

£(0)=y0)=F e y(0)=~

(onde «, B e v sdo trés constantes reais) nos levam a
solugao

z(0)=a ,

t
z(t):a+ﬂt+%t2+/ e dt' e y(t)=B+yttp(t)
0

SMais especificamente para a segunda delas, j& que a primeira pode
ser vista como um coroldrio da segunda.
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mais geral possivel de . Aqui, ¢ (t) é uma funcao tal

que ¢ (t) = ¢ () = 0.
Diante deste resultado, e do fato de também nos

mostrar que [§]
d dé
(- am) s

vemos que tanto a agdo S como a lagrangiana L sdo
invariantes sob as transformacoes

s 2=x+f e y = y=y+f (17

onde f é uma fungdo arbitréria do tempo [§]. Ou seja,
pelo ponto de vista que é tradicionalmente conhecido, sao
justamente estas transformacdes que nos permitem ca-
racterizar o sistema modelado por como uma teoria
classica de calibre: pois, seja qual for a f (¢) que esco-
lhemos para fixar uma solugéo « (t), a fisica do sistema
continua sendo descrita por um conjunto de equagoes
que se mantém invariantes.

4.2. Teorias de calibre como sistemas
hamiltonianos com vinculos

Apesar desse sistema, que é modelado por , ser um
bom exemplo de uma teoria classica de calibre onde figu-
ram vinculos de primeira classe, ainda nao explicamos
como a presenca destes vinculos caracteriza tal teoria.
A melhor maneira de explicarmos ao leitor por que isso
acontece é analisando a dinamica de um sistema classico
com vinculos usando e levando em conta algo que,
conforme ja dissemos na Sec¢do 3| tem uma grande re-
levancia: que fibrados cotangentes sdo exemplos de varie-
dades [5]. Afinal, como isso implica que a parametrizagao
z adotada para T* M, nao é tnica, isso garante que é
possivel tomar um outro conjunto de pardmetros para
descrever um sistema classico com vinculos através de

k= {K aHll“ (’f>}<1>/:0 .

Aqui, ®/ (k) = 0 séo os novos vinculos e H{ : T*M,, —
R é a nova hamiltoniana total que descrevem o sistema,
todos adaptados a essa nova parametrizagao .

Por efeito desta linha de raciocinio, como o fato de
reconhecer T*M,,_,,, como uma subvariedade de T*M,,
esta diretamente relacionado ao fato da decomposicao
diferencidvel [6]

(18)

TiMy =T Mo ® (Ti M) (19)
valer em qualquer ponto q € M,,_,,, onde (Tq*/\/lnfm)J'
¢ o complemento ortogonal de T5 M, ﬂ um conjunto
de pardmetros kK = (w,2) acaba se tornando especial:
aquele onde w = (¢,p) e Q = (Q, P) sdo parametrizagdes
intrinsecas apenas de Ty My, e de (T;Mn_m)J_ res-
pectivamente. A principal razao para afirmarmos que essa

70 qual também pode ser chamado de espaco normal da imersio
no ponto q [6].
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nova parametrizacdo k é especial é que, independente de
quaisquer considerages e/ou interpretagoes geométricas,
jé ficou demonstrado na Ref. |13] que existe uma para-
metrizacdo k' = (w’, ) onde uma nova hamiltoniana
total

Ha(w) = Hp(w') + Ap P/ + O(B,P?)  (20)
para um sistema classico com vinculos pode ser expressa
usando

(a) um par de varidveis canonicamente conjugadas
w'=(¢,p) |§| que parametriza apenas T*M,,_,, C
T*M,, e

um outro par de varidveis Q' = (Q', P’) que também
sdo canonicamente conjugadas, para as quais existe
uma bijegdo entre as componentes de P’ = (P}, P1)
easde ® = (Py,...,P,,).

Ou seja, ao compararmos essas duas parametrizagoes
k e k', podemos concluir que, na verdade, elas sdao as
mesmas.

O aspecto interessante que segue desta conclusao é que,
quando desenvolvemos , as equagodes de movimento
do sistema cldssico que estd sob consideragao se reduzem
a (8]

(b)

w={w,Hr}, Qi=Xp,, Qu=AWw,Q) e P=0,
(21)
onde: Hg : T"M,,_,, — R é o que podemos chamar de
hamiltoniana fisica; e Ap, sdo os novos multiplicadores
de Lagrange que implementam os novos vinculos de pri-
meira classe P; = 0 a nova hamiltoniana . E este,
sim, é o aspecto mais importante que esta relacionado
a caracterizagdo de uma teoria cldssica de calibre: pois,
como a nao univocidade, dos novos multiplicadores que
implementam os novos vinculos de primeira classe, nos
permite fazer infinitas escolhas para solucionar
Qi=Xp, ¢ Qu=AWw,Q) , (22)
é todo esse aspecto “desmontado” das equacdes (21]) que
mostra que, qualquer que seja o calibre Ap, que fixemos
para solucionar , esta nossa escolha jamais interferira
na solugao das equacoes fisicas
w={w,Hp} . (23)
Logo, como todas as parametrizacdes que podemos es-
colher para uma variedade se relacionam (uma com a
outra) através de dz'feom077’isrrz05E|7 é possivel afirmar que
uma teoria classica de calibre é muito mais do que aquela
que descreve um sistema fisico

e que estd vinculado a uma subvariedade M,,_,, C

M,

8Em outras palavras, varidveis tais que {¢'#,p’,} = 6!/ para todos
wry=1...,n—m

90u seja, através de aplicagdes diferencidveis cuja inversa também
é diferenciavel.
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 onde o conjunto de vinculos (que define essa sub-
variedade T"M,,_,,, C T"M,,) é necessariamente
composto pelos de primeira classe.

Como a existéncia de um difeomorfismo entre z e &k
garante que fixar um multiplicador Ap, em significa
fixar um multiplicador M em , esta ultima fixacdo é
quem acaba definindo uma expressao
A= fa(2) (24)
para todos aqueles multiplicadores de Lagrange que, por
exemplo, ndo puderam ser determinados em 7 a qual
é perfeitamente mutavel. Ou seja, assim como acontece
com a transformacéao , como sao infinitas as escolhas
dos calibres que podemos tomar para solucionar ,
também sdo infinitas as escolhas que temos para definir
(24) (i) sem nunca afetar a solugdo das equagdes fisicas
do sistema e (ii) sem nunca destruir a covariancia destas
mesmas equagoes fisicas, uma vez que os parénteses de
Poisson sdo invariantes sob transformagoes candnicas [4].
Por se dizer, é exatamente esse aspecto que permite
justificar o termo “de calibre” que estd associado a essas
teorias: pois, do mesmo jeito que, por exemplo, calibrar
um equipamento de medida significa fazer a escolha mais
conveniente (entre as varias que existem) para fixar a
escala que serve como medida, fixar o calibre de um
sistema classico com vinculos significa fazer a melhor
escolha que julgamos (entre as vérias que existem) para
a resolver as suas equagoes de movimento.

4.3. O campo eletromagnético livre como
exemplo de um sistema com vinculos

Conforme ja foi dito no inicio deste trabalho, um bom
exemplo de teoria de calibre é a Eletrodinamica Classica:
uma teoria que, por estar muito bem posta como uma teo-
ria fisica, acabou servindo como um “pano de fundo” para
que outras se erguessem, entre as quais podemos listar

e a Fletrodinamica Quantica, que foi desenvolvida
para descrever o comportamento quantico de siste-
mas eletrodindmicos, e

e 0 Modelo Eletrofraco e a Cromodinamica Qudntica,
que acabaram sendo agregados para definir o Mo-
delo Padrao das particulas elementares.

Contudo, existe uma “pequena” diferenca entre os exem-
plos que acabamos de citar e as teorias classicas de calibre
apresentadas na ultima Subsegdo: estes exemplos sdo mo-
delados por fungoes lagrangianas

L:/Edf
\%

que se valem de uma densidade L que depende de cam-
pos QM (x) = ¢* (Z,t) e das suas derivadas, sendo p =
0,1,2,3 e V um volume que é definido pelas condigoes
de contorno d¢,, (x) =0 [14].

(25)
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Apesar das teorias cldssicas de calibre com uma lagran-
giana serem perfeitamente interpretdveis nos mesmos
moldes da Subsecdo anterior, a melhor maneira que existe
para entendermos quais diferencas estdo presentes nessa
nova situacdo é considerando um outro exemplo simples:
um, onde temos um sistema fisico que, por ser composto
por um tnico féton, é descrito pela densidade de Maxwell

1

£:4

F, F* . (26)
Aqui, F,, = 0,4, — 0,A, é a funcdo que nos permite
expressar os campos elétrico e magnético respectivamente
como

1
Ej =1L o € Hj = igjlefl ,

sendo €, 0 simbolo de Levi-Civita |15] onde j = 1,2, 3;
ou seja,

(27)

1, se (j,k,1) éiguala (1,2,3) ou
(2,3,1) ou (3,1,2) ,

-1, se (j,k,1) éigual a (3,2,1) ou
(2,1,3) ou (1,3,2) ,

0, caso contrério .

Ejkl =

4.3.1. A presenca dos vinculos de primeira
classe

De acordo com , ao expressarmos ([26)) como

£ 5 (H —0,a") 7,

N =

é possivel notar que os campos que correspondem aos mo-
mentos conjugados a A° e A7 sdo dados respectivamente
por

oL oL

=—=0 e Pj= = Al —9,;A" .
§A0

" T

(28)
Logo, como isso mostra que nao é possi_yel expressar A°
em fun¢do dos campos A = (A4°(z),A(z)) e/ou P =
(Po (), P (z)), torna-se inteiramente vélido interpretar

I, =Py=0 (29)

como um vinculo primario, de onde segue que o forma-
lismo hamiltoniano deste sistema eletrodindmico pode
ser primariamente definido por (8]

HO =3 4+ N1,

Aqui, A' é o multiplicador de Lagrange que é necessario
para implementar este vinculo primario a densidade

Lo 0o, 1
Certamente uma das diferencas que o leitor ja deve
ter notado nas iltimas linhas é que, assim como ja acon-

teceu em ([15)), ao invés de lidarmos com as derivadas
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parciais para definir os momentos conjugados, estamos
lidando com derivadas parciais que sdo um pouco diferen-
tes: tratam-se das derivadas parciais funcionais [9], uma
vez que, assim como a agao , a densidade de Maxwell
(26) ndo é uma fungdo, mas, sim, um funcionaﬂ Por
efeito disso, torna-se claro que, se quisermos continuar li-
dando com toda a estrutura que os parénteses de Poisson
oferecem para analisar o nosso sistema eletrodinamico,
precisamos reescrevé-los em termos destas derivadas par-
ciais funcionais. Nesse caso, para dois funcionais F e G
que dependem dos campos conjugados ¢* (z) e P, (z),
os parénteses de Poisson entre eles sdo definidos por

oF &G 0.G 0 F

9= [ |smr e e~

30)
em que t estd sendo usado aqui como um indice apenas
para destacar o fato de que F e G precisam ser fixados no
mesmo instante de tempo. Note que, pelo ponto de vista
das parametrizagoes, é possivel dizer que, nessa nova
situagao de um sistema classico descrito em termos de
campos conjugados, estes se encarregam de parametrizar
uma espécie de “variedade funcional” onde tal sistema
estd definido.

Desta maneira, dando continuidade as buscas por novos

vinculos com o auxilo dos “novos” parénteses de Poisson,
como o vinculo primario tem de satisfazer a

I = {L,’H<1>} —0

sobre a “subvariedade funcional” que ele ajuda a definir,
concluimos que

I, =0;P; =0 (31)

¢é o unico vinculo adicional que aparece. Nestes termos,
como {Z;,Z,} = 0, concluimos que e sdo dois
vinculos de primeira classe e que, portanto, estamos
realmente diante de uma teoria classica de calibre.

4.3.2. Consideracdes adicionais

Apesar de tudo o que acabamos de apresentar ji ser o
suficiente para associar tal sistema eletrodindmico a uma
teoria classica de calibre, ndo deixa de ser interessante
ilustrar como equacdes de movimento, similares a ,
podem ser obtidas em termos de novos campos k () =
(w(x),(x)), onde os pares

w(z) = (a(z),m(x)) e

satisfazem aos itens (a) e (b) respectivamente. Para
que isso seja feito, além de ser importante notar que
as equagoes desse campo eletromagnético livre sdo dadas
por

Q(z) = (Q(x),P(2))

A={AHr};_y ¢ P={PHr};, ,

100u seja, a densidade lagrangiana com a qual lidamos é, como
todas as outras (25]), uma aplicagdo cujas varidveis sdo fungoes de
outras varidveis.
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sendo
Hr=H+ )\111 + )\212

a hamiltoniana total que o modela, é importante notar
que, de acordo com o item (b), os conjuntos de vinculos
Z=A{Zi(z);Z2(x)} e P ={P1(x); P2 (x)} precisam ser
equivalentes e terem o mesmo nimero de elementos.

Por efeito de ja conhecermos o conjunto Z =
{Z1(x); Zo(x)}, cujos elementos ja foram obtidos em
e , nao é dificil perceber que a maneira mais simples
que existe para definir o novo conjunto de vinculos P é
tomando os seus elementos como

7)1:P()=O e 732:8ij:0. (32)

Embora esta escolha talvez nao seja a mais interessante,
¢é diante dela e de que fica claro que podemos to-
mar Q' = A% e Q2 como um funcional que depende de
Az) = (Al (z), A% (z), A? (z)): mais especificamente,
de acordo com o Apéndice A, esta escolha leva a um
0% = —A719;A7, onde A™! é o inverso do operador
A =V2.

Neste ponto, o leitor pode estar se perguntando por
que talvez nao seja a escolha mais interessante para
definir o conjunto P. E a melhor resposta que podemos
dar ao leitor que se faz esta pergunta é que, como o
proprio Apéndice A também mostra que

Q/ = (Ao,ajAj) e 73/ = (Po, —A‘laij) = (0,0)

(33)
¢ uma outra escolha possivel, é exatamente esta outra
escolha que acaba mostrando o grande argumento que
podemos usar para explicar a caracterizacao usual desse
sistema eletromagnético como uma teoria classica de
calibre. Afinal de contas, como sabemos, das equagoes
, que o par Q' = (AO, ;A7 ) pode ser arbitrariamente
fixado sem nunca afetar nem a solugdo nem a covariancia
das equagoes que descrevem o sistema fisico, a escolha
mais simples

A"=0 e 9;47=0 (34)

que podemos fazer para resolver Q' ji corresponde &
mesma fixagdo de calibre transverso [16] que é usualmente
adotada quando nenhuma fonte eletromagnética se faz
presente [1]. Todavia, o aspecto ainda mais interessante
por tras desta fixacdo de calibre se relaciona justamente
para com a transformacao

A AP = AP 9y (35)

pois, como V2x = 0, esta transformacio (que a maioria
dos livros apresenta como a caracterizadora da Eletro-
dindmica Classica como uma teoria de calibre) é jus-
tamente a transformacdo que podemos fazer sobre os
campos de calibre A* = (AO, /I) de modo a preservar
conjugagao canodnica entre os campos Q' e P’ que cons-
tam em .

Em todo caso, independente de qualquer predilecao

por Q(z) = (Q(z),P(x)) ou Q(z) = (Q (z),P' (z)),
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é notavel que a Unica coisa que falta, para completar
a formulacdo hamiltoniana em termos dos campos que
satisfazem aos itens (a) e (b), é encontrar uma expressao
para os campos intrinsecos w (z) = (a(x),7 (x)). Com
essa proposta em mente, e tendo ciéncia de todo o aspecto
transverso que esta embutido em , ao notarmos que
as componentes transversas de A sdo expressas como

A = (s +a1070,) AT, (36)

é possivel perceber que a(z) = (A} (z), A% (z)) pode
ser tomado como parte desses campos intrinsecos, uma
vez que

A, =0 = A% =07 (0, AL +3,A%) . (37)

Logo, como o campo a(x) precisa ser canonica-
mente conjugado a 7(x), torna-se vélido tomar m(z) =
(Pi-(x), Ps-()), haja vista que as suas componentes

P = (8F + A79%0;) P (38)

também satisfazem a uma relacdo similar a .

Com base nestes resultados, além de ser possivel de-
monstrar que equagoes do sistema fisico podem ser redu-
zidas a [8]

A ={AL Hr} =P+ e PF={P+ Hr}=AAT,
(39)
onde £ =1,2¢

He = 5 [(B4) + ]

é a hamiltoniana fisica do sistema, também é possivel
afirmar (através de uma “segunda maneira”) que, como
a solucdo das demais equagoes (nao fisicas) (8]
Pi=Py=0, Q'=)\ Q* = —AQ!
1— 2 = ) =Ap, € -
nao afeta nem a solugdo nem a covaridncia das equagoes

fisicas (39]), estamos realmente diante de uma teoria
classica de calibre.

5. Comentarios finais

Como ja deve ter ficado claro de tudo o que apresentamos
acima, a proposta deste trabalho foi apenas a de oferecer
ao leitor um texto (que tentou ser o mais diddtico possivel
dentro dos padroes de um artigo cientifico) com uma
interpretagdo um pouco mais fundamental sobre o que
é uma teoria classica de calibre, sob o uso de algumas
consideracoes geométricas e da formulagdo hamiltoniana
de um sistema classico com vinculos.

Existem varias referéncias sobre a interpretagao das
teorias classicas de calibre como teorias de sistemas com
vinculos. Ao leitor que se interessa por esse assunto,
podemos apontar as Refs. [§] e [17], por exemplo, de
onde é possivel obter informacoes bem mais especificas e
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avangadas sobre tudo o que apresentamos aqui. Alids, por
falar nestas referéncias, nao deixa de ser valido afirmar
ao leitor que tudo o que apresentamos ao longo deste
nosso trabalho pode ser interpretado como uma andlise
geométrica bastante simples do que consta, por exemplo,
na Ref. [§].
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