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O problema proposto é o de um anel condutor de raio R carregado com n cargas ¢, em que se deseja
anular as forcas de vinculo que nele atuam. A solucdo é colocar no centro do anel determinada
carga () de sinal contrario, de modo que a soma das forgas elétricas sobre cada carga do anel devido
4 carga central e as outras cargas do anel seja nula. Busca-se, portanto, uma fun¢ido Q(ng) que
forneca o valor da carga central em funcao de ng. O resultado mostra-nos que Q(ng) é proporcional
a nln(n)q para n > 2.

The proposed problem is to calculate the charge to be placed in the center of a ring, in which we
distribute n charges equal to g, so that the constraint force become null. The solution for this
problem is to place a charge @ of opposite sign in the center of the ring, so the sum of electric
forces in each charge in the ring, due to the central charge and the other charges, become null. We
search for a function Q(ng) that gives the value of @ in terms of ng. The result is that Q(ng) is

proportional to nln(n)g for n > 2.

I Introducao

Consideremos um anel condutor de raio R, cujo fio te-
nha um didmetro tal que qualquer quantidade de car-
gas (n > 2) seja distribuida linearmente em toda sua
extensao. Tomando-se ng cargas idénticas entre si e
abandonando-as aleatoriamente nesse anel, observar-se-
4 o movimento dessas até encontrarem posi¢des em que
nao experimentem nenhuma forca resultante.

O movimento observado da i-ésima carga — até o
estabelecimento do equilibrio eletrostatico — é devido
a forca repulsiva de Coulomb [1] entre esta e as demais.
Esta forga tem a forma

n

4i qj .
F; —lZ'T]rij, (1)

4d7eg r i
onde r;; = |r; —r;| é a distancia entre duas cargas, €y
é constante de permissividade elétrica e no somatorio
nao se considera j = i.

Apesar da forca repulsiva, as cargas permanecerdao
no anel devido a presenca de forcas de vinculo, que
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também sdo de origem elétrica. Conseqlientemente,
quanto maior n, maior deverd ser a intensidade de tais
forgas para que o sistema permaneca em equilibrio. O
acumulo de cargas no anel gera tensdes que podem ser
anuladas, colocando-se determinada carga puntiforme
Q@ de sinal oposto a g posicionada no centro do anel.
Anular essas forgas de vinculo é equivalente a obter uma
forca resultante nula, F,.s = 0, sobre cada carga do sis-
tema, isto é, sobre as nq cargas do anel e sobre a carga
central ).

Para o célculo de Q(ng), considerou-se um sistema
cartesiano (vide Figuras 1, 2 e 3) com origem em uma
carga q1, Py, (0,0), de modo que o eixo-y tangencie o
anel e o eixo-z passe pelo seu centro, onde estd posicio-
nada a carga central, Py = (R,0). Dada a simetria do
anel e o mesmo valor das n cargas, o angulo formado
pelos raios de duas cargas consecutivas sera de 2 /n. Ja
a distancia em mdédulo de ¢; até a j-ésima carga g; pro-
jetada sobre o eixo-z pode ser escrita como d(g1,g;) =

s

Ir1j| = 2Rcosayj, auj = — [1 = 2(j —1)] § o angulo
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formado entre ri; e o eixo-z, com j = 2,3,..,n.
Observe-se que, por construgdo, ai; encontra-se no in-
tervalo (—Z, %), ndo variando, portanto, o sinal de
cosaij, que serd sempre positivo. A construcdo do
sistema dessa forma apresenta a vantagem da simpli-
ficacdo do céalculo, uma vez que, dada a simetria da
distribuicdo, a componente da forga resultante paralela
ao eixo-y serd sempre nula, e a componente paralela ao
eixo-z tomada sobre a carga q;, terd a forma

Fi, = |Fig| = Y [Fyj|cosaij = 0; (2)
j=2

II Desenvolvimento

Consideremos primeiramente n = 2, ou seja, duas car-
gas q sobre o anel. Procura-se por um determinado
valor de Q(2¢g) tal que F,.s = 0. No equilibrio, as
duas cargas ¢q; e ¢» encontram-se diametralmente opos-
tas (a2 = 0). Do ponto de vista de g1, ou seja, a partir
de g1, obtem-se

Fla: = |F1Q| - |F12| = 0;

ou

|(I1| |Q| _ q192
T%Q s

Sendo [rig| = R, |r12| = 2R, e ¢1 = ¢2 = ¢, tem-se que

Q20 = 7. (3)
Note-se que Q(2¢) ndo depende do raio do anel. Ob-
viamente, isto deve-se ao fato de ) estar posicionada a
meia distancia entre ¢q; e go.
Tomemos, agora, trés cargas g sobre o anel e usando
como referéncia a Figura 1, calculemos o valor de Q(3¢q)
de maneira que a resultante na direcao X seja nula,

Flz = |F1Q| — |F12| COs 12 — |F13| COS 13 = 0.

Figura 1. Trés cargas distribuidas sobre o anel condutor.
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Como |Fi2] = |Fu3], ¢ = ¢2 = ¢, [rig] = R e
Ir12| = |r13] = 2Rcosaiz, sendo —a1y = ai3 = §,
segue que

@ = 27(] senE
-_ )
R? (2RsenT)® 3

pois cos (% — 0) = senf. Aqui, para n = 3, novamente

@ nao depende de R como era de se esperar. Final-
mente,
q
Q(3q) = (4)

= —.
QSeng

Para quatro cargas ¢ sobre o anel, a componente x
da forca resultante tem a seguinte forma

Flz = |F1Q| — |F12| COS 12 — |F13| - |F14| COS 14 = 0.

A partir da Figura 2, observa-se que,

g = 2% cos s + Lz’
R (2R cos ai2) (2R)
ou
q 1 1
QU =1 (z+3) )
2 \senf] 2

Figura 2. Quatro cargas distribuidas sobre o anel
condutor.

Ainda é insuficiente o nimero de cargas para que se
possa abstrair e obter uma fungdo. Sigamos em frente
acrescentando mais cargas ao anel.

Tomemos cinco cargas ¢ sobre o anel (n =5), con-
forme Figura 3.
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Figura 3. Cinco cargas distribuidas sobre o anel condutor.

Entao,

Fla: = |F1Q| — |F12| COS 1p — |F13| COS (13

Duas cargas ¢ = Q(2¢) =4
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— |F14]| cosars — |Fy5| cosags =0,

ou

Q| q q

— =2————————coSaps + 2———— cos a13.
R? (2R cos a2)” (2R cos ai3)”
Portanto,

(6)

q 1 1
5q) = = .
Q(9) 2 <sen§ * sen%?)

Seguindo o mesmo raciocinio para alguns outros va-
lores de n e organizando os dados como feito abaixo,
verifica-se que hd uma relagdo entre o nimero de car-
gas e o numero de parcelas a serem somadas, bem como
a variacdo do valor do argumento de seno:

o Tréscargas g = Q(3¢) =% Le“t%)]

e Quatro cargas ¢ = Q (4q) = 1 [sent%) 2sen1(§2)

e Cinco cargas ¢ = Q (5¢) = £ [Se“t%) + sen(1%2):|

e Seis cargas ¢ = Q(6¢) =% [senl(%) sen(lgz) 25en1(%3):|
e Sete cargas ¢ = Q(7q) =1 Lené) sen(lgz) sen(1§3):|

Oito cargas ¢ = @ (8¢q) =+

M
| —
)
@
=
—~|=
ool
~—|
)
@
=
~|=
ooy
(V)
~—|

Pode-se notar a existéncia de dois padrdes, um para
numero par de cargas ¢ e, outro para namero impar. E
possivel entao generalizar, de modo a encontrar o valor
de Q(ng) para qualquer n > 2:

Q(nq) 5 . m

, para n impar

(7)

Q(ng)

== , para n par.

(8)

(V]
N | =

A limitacao para o uso da série diz respeito a capaci-
dade de célculo do computador e ao tempo disponivel.



Norberto Helil Pasqua e Paulo Daniel Emmel

Para n muito grande — cuja ordem de grandeza su-
pere a precisao da maquina — o célculo torna-se além
de lento, impreciso. O grande nimero de termos soma-
dos torna o erro absoluto maior que o valor das parcelas
adicionadas, prejudicando a obtencdo do valor da carga
central. Uma solucdo para este problema é fracionar a
soma de modo a limitar a propagacao do erro.

A Figura 4 abaixo mostra como evolui o valor da
carga central em relacao a carga distribuida sobre o anel
condutor num intervalo de n = 2 a 10 cargas (neste e
nos demais graficos a carga ¢ foi tomada igual & uni-
dade). Este grafico informa que o valor da carga central
cresce mais rapidamente que a carga do anel.

Gréfico Q(nq) X nq
n=10
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Figura 4. Evolucao da série no intervalo n = 2...10.

Como se comporta @Q(ng) para valores grandes de
n? A Figura 5 apresenta valores de @)(ng) no inter-
valo de n = 2 a 10%. Pode-se observar que, conforme n
cresce, a curva parece tender a uma reta. Pergunta-se:
serd ((nq) linear com ng quando n for muito grande?
E, existe uma expressdo matematica que descreve esse
crescimento e que seja, a0 mesmo tempo, mais pratica
que as séries encontradas acima? A resposta a ambas as
perguntas é sim. O restante deste trabalho é dedicado
a busca dessa expressdo matemadtica e a sua andlise.

A realidade fisica impoe que, para a deteccao de car-
gas elétricas em um objeto, n seja superior a 10°. Em
eletrometros tipicos (como um Keithley modelo 617), o
intervalo de operacdo encontra-se entre 10713 e 1078A.
Sendo a carga elétrica elementar de um elétron ou de
um préton equivalente a 1,602 x 10719C, verifica-se que
tais eletrometros detectam quantidades de cargas entre
105 e 10! unidades. Tal intervalo serd usado na ob-
tengdo e em anélises de Q(ng).
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Figura 5. Evolugdo da série no intervalo n = 2...10°.

Pode-se considerar a Eq.(7) e a Eq.(8) como sendo
equivalentes, pois no intervalo citado acima é comple-
tamente indiferente n ser par ou impar. Além disso, na
Eq.(7) observa-se que o fator 1/2 s6 tem importancia
quando n ~ 10, de modo que se pode despreza-lo.
Isto permite trabalhar com uma tinica expressao para n
grande. Entdo, tomando a série impar, Q(ng)s,, tem-se

Q(ng),, = - Zl ﬁ 9)

N[

Como a Eq.(9) nio depende do raio do anel, este
pode ser considerado de um tamanho tal que a dis-
tribuicdo de cargas seja continua. Neste caso é facil
transformar a série fmpar em uma integral, usando a
defini¢do de soma de Riemann [2] para parti¢do regular

Axz—0

b
lim fwg) Az = | f(z)dz.
e

Assim, fazendo na Eq.(9) Zi = z, = = Az e tomando

o limite de Az — 0, encontra-se

ol

_
2n

Qng) =1

cscxdx ,para n > 2.
T2

us
n

Apds alguma manipulagdo algébrica obtem-se a se-
guinte fungdo denominada obtida, Q(nq).s,

g [ 8 s (3)
Q(ng)op = o ln{ [1+ sin ()] sin (Z) } -

n

Comparando-se os graficos das equagoes (9) e (10),
verifica-se que, para valores grandes de n, essas parecem
posicionar-se paralelamente (Figuras 6 e 7). E possivel
melhorar isto, visando a convergéncia das duas curvas,
através de uma adequada alteragdo dos limites de in-
tegracao. Tomaram-se, para tanto, intervalos de inte-
gracao de tamanho constante e variou-se a origem do
mesmo de modo a minimizar o valor absoluto da dife-
renga entre a série e a integral. Uma boa aproximacio
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foi conseguida através do seguinte intervalo: z; = %r e

z; =1 — BT de modo a obter-se a funciao melhorada,
f =27 16n
Q(HQ)mea

Gréfico Q(nq) X nq

—— série
- - - --fungdo obtida
------ fungéo melhorada

nq

Figura 6. Comparacao da série com as funcoes obtida e me-
lhorada no intervalo n = 2...20. A legenda indica que a
curva série refere-se & Eq.(9), fungio obtida com Eq.(10) e
fungdo melhorada em Eq.(11).

Gréfico Q(nq) X nq
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Figura 7. Grafico comparativo da série com as fungoes
obtida e melhorada no intervalo n = 900 a 1000 cargas.

n | funcao melhorada/série
10* 0, 87557
102 0,99338
10* 0.99977
108 0,99990

Tabela 2 - A fun¢ao melhorada converge as-
sintoticamente para a série.

Pode-se notar que a funcao melhorada estd de bom
acordo com a série. Tal concordancia, estudada para n
variando, em ordem, de 10' a 108, deu-se assintotica-
mente conforme observado na Tabela 2. Aqui é encon-
trada uma outra limitagdo para o calculo de @) através
da série. A quantidade méxima de cargas permitida,
ou o numero inteiro maximo possivel de se operar em
linguagem Fortran 90 (for Windows)! deve ser menor
ou igual a 10°.

Devido a convergéncia da funcdo melhorada é
possivel extrapolar os limites impostos ao uso da série.
Para valores de n com sentido fisico, isto é, valores com-
preendidos entre 10 e 10'! cargas elementares, a funcio
representa uma boa ferramenta para o célculo da carga
central.

Pode-se obter uma funcdo para o calculo de ) mais
compacta, a medida em que se considera somente o
termo dominante da Eq.(11). No intervalo entre 10°
e 10! cargas elementares os argumentos de senos,
de cosenos e de logaritmos neperianos sdo suficiente-
mente pequenos para poderem ser expandidos em série
de Taylor? até termos de segunda ordem. Assim, a
fungdo aprozimada, QQ(ngq).p, pode ser escrita aproxi-
madamente como

~ 32y _ 15 1
Q(nq)ap = o [lnn—}—ln <9ﬂ_>} 3 +0 (n) .

Como % ~ 1 e a constante subtrativa pouco afeta o
calculo para o intervalo de n considerado, pode-se fi-

nalmente escrever,
q
Q(ng)ep = Py -nln(n). (12)
™

Deve-se observar, entretanto, que o termo dominante
da série, Eq.(12) apresenta maior imprecisdo que a Eq.
(11) ou mesmo que a Eq.(10). No caso, como mostrado
na Tabela 3, no intervalo de interesse, a imprecisao é
cerca de uma parte em cem.

n | func@o aprozimada / série
10! 0, 94879
10° 0,97345
10* 0,98654
10° 0,99323

Tabela 3 - A fun¢do aprozimada converge
de forma mais lenta para a série, quando
comparada com a funcado melhorada.

Embora @) ndo seja linear com ng, conforme Eq.(12),
tem-se que In(Q) torna-se linear com In(n) para n
muito grande. Isto é verificado através da derivada lo-
garitmica de @

1
i 20 1Q0Dap] _ [1+

n— o0 0 ln(n) n— oo

lntm} =

INo Fortran 90, o comando INTEGER(4) permite-nos operar com nimeros inteiros no intervalo de —2.147.483.648 a 2.147.483.647.
2c08 () 21— & +0(04),sin(0) =0 -0 (6%) eln(1+0) =+ — & 1 0 (63)
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e mostrado na Figura 8 através de um grafico de 2112((2)) carga central de forma mais rapida. Com esta funcio,

versus ln (n). é possivel extrapolar o valor da série em regioes onde o
uso da série é impraticavel por meios numéricos. Den-

tro da realidade fisica, isto é, com n entre 108 e 1011,

Grafico Logaritmico pode-se usar a funcdo aprozimada (ou o termo domi-

267 nante da série), isto é,
24+ .
22 Q(ng)ap = Gy -nln(n),
S 204 o qual apresenta imprecisao de uma parte em cem nesse
< 18- intervalo.
g " Cabe ressaltar que a proposta inicial deste estudo foi
< 7] solucionar um problema essencialmente teérico. Perma-
1.4 nece em aberto, portanto, o estudo de casos experimen-
12 tais que venham a se utilizar do aqui exposto.
1.0 T T T T T T T T T 1 O 1
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ani%zga im%:jio;d; In[Q(ng)me] tende a linearizar-se com 1. Reitz, J. R., Milford, F. J., Christy, R. W.
4 ' Fundamentos da Teoria do Eletromagnetismo.
T%dicdo, Rio de Janeiro, Campus, 1982.
I11 Conclusao 2. Swokowski, E.W. Cdlculo com Geometria
Analitica. 2%edig¢do, Sdo Paulo, Makron Books,
A funcdo melhorada estd de bom acordo com a série 1994.

e, portanto, constitui um modo de se obter o valor da



