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RESUMO

Esta investiga¢do foi desenvolvida no contexto da educa¢do matematica, com base
nos pressupostos da teoria histérico-cultural, com énfase na obra de Davydov, doutor
em psicologia e seguidor de Vigotski. Davydov coordenou o processo de elaboragio
de uma proposta para o ensino de matemadtica na Russia e efetivou sua publicagio
por meio de livros didéticos e manuais de orientagdo ao professor. Esse material é a
fonte de dados da pesquisa que consistem nas tarefas davydovianas e cujo objetivo se
constitui em investigar o movimento conceitual impresso na proposi¢ao davydoviana
para o ensino de tabuada por meio das agdes de estudo. Os resultados indicam que
a proposi¢do do autor, para o ensino da tabuada, contempla a inter-relagdo das
significagdes aritméticas, algébricas e geométricas no movimento que envolve o
geral, universal, particular e singular no contexto de a¢des de estudo.
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TEACHING THE MULTIPLICATION TABLE IN
THE CONTEXT OF STUDY ACTIONS PROPOSED
BY DAVYDOV AND CO-WORKERS

ABSTRACT

This research was developed in the Mathematics education context based
on the assumptions of the cultural-historical theory, with emphasis on the
work of Davydov, doctor in psychology and Vygotsky’s follower. Davydov
coordinated the process for elaboration of a proposal for mathematics teaching
in Russia, and published through textbooks and teacher’s guiding books. This
material is the data source for the research, which consisted in Davydov’s tasks,
and the aim is constituted in the investigation of the conceptual movement,
Davydov’s proposition to teach the multiplication table through study actions.
'The results indicate the author’s proposition for teaching the multiplication
table contemplates the interrelations of arithmetic, algebraic and geometrical
significations on the movement that involves the general, universal, particular
and singular on the context of study actions.
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LA ENSENANZA DE LA TABLA DE MULTIPLICAR EN
EL CONTEXTO DE LAS ACCIONES PROPUESTAS
POR DAVYDOV Y COLABORADORES

RESUMEN

La investigacién fue desarrollada en el contexto de la educacién matematica
basada en los presupuestos de la teoria histérico-cultural con énfasis para
la obra de Davydov, doctor en psicologia y seguidor de Vigotski. Davydov
coordiné el proceso de elaboracién de una propuesta para la ensefianza de
matemdtica en Rusia, y publicé por medio de libros didacticos y manuales
de orientacién para profesores. Ese material es la fuente de datos de la
investigacién, que consiste en las tareas de Davydov, y cuyo objetivo
es constituido en investigar el movimiento conceptual impreso en la
proposicién de Davydov para la ensefianza de la tabla de multiplicar, por
medio de acciones de estudio. Los resultados indican que la proposicién
del autor para la ensefianza de la tabla de multiplicar contempla la
interrelacién de las significaciones aritméticas, algébricas y geométricas
en el movimiento que involucra lo general, universal, particular y singular
en el contexto de acciones de estudio.

PALABRAS CLAVE
educacién matemadtica; teoria histérico-cultural; Davydov; proposicién de ensefianza;
tabla de multiplicacién.
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INTRODUCAO

No presente artigo, apresentamos os resultados de uma pesquisa' sobre o
modo de organizagio do ensino de tabuada proposto por Davydov e colaboradores
com base nos pressupostos da teoria histérico-cultural. Nessa perspectiva, a tabuada
é constituida por um sistema de relagdes de multiplicidade, cujos resultados (produ-
tos) conformam uma sequéncia numérica na qual cada termo posterior é o anterior
adicionado ao valor da tabuada correspondente.

Com um projeto de formagdo de um novo homem, Davydov almejava
que a escola “ensinasse os alunos a orientarem-se com autonomia na informagio
cientifica e em qualquer outra esfera do conhecimento” (Libaneo e Freitas, 2013,
p- 315). Suas investigacdes foram fundamentadas na teoria elaborada por Vigotski
e desenvolvida por Luria, Leontiev, Galperin, Elkonin, Zaporozhets, entre outros
colaboradores. Davydov foi o pesquisador da terceira geragdo dessa escola que mais
se destacou em psicologia pedagégica (Libaneo e Freitas, 2013; Rosa, 2012).

A proposi¢io davydoviana para o ensino de matematica apresenta uma base
tedrico-metodoldgica que redne principios psicolégicos em virtude de objetivos
pedagégicos e diddticos que promovem nos estudantes o desenvolvimento do
pensamento tedrico-cientifico (Davydov, 1982). Esse € o tipo de pensamento que
possibilita o acesso a esséncia dos objetos.

[...] é a conexio interna que, como fonte dnica, [...] determina todas as outras
especificidades particulares do todo. Trata-se de conexdes objetivas que, em sua
dissociagio e manifestacdo, asseguram a unidade dos aspectos do todo; isto ¢,
ddo ao objeto um cardter concreto. (Davidov, 1988, p. 147)>

Davydov também dedicou seus estudos cientificos a questdes referentes
as a¢oes mentais, fundamentadas na teoria criada por Galperin nos anos de 1950
(Shuare, 1990). De 1959 a 1983, trabalhou com Elkonin no Instituto de Psicolo-
gia Geral e Pedagogia da Academia de Ciéncias Pedagigicas da Unido Soviética.
Nesse instituto eram realizadas investigagbes experimentais sobre as relagdes en-
tre educagio e desenvolvimento por dois grupos de pesquisadores: o de Zankov,
na Escola Experimental n. 17, em Kharkov, Ucrania; e o de Elkonin e Davydov,
na Russia. No entanto, foram as pesquisas do segundo grupo, desenvolvidas na
Escola Experimental n. 91, que propiciaram a formulagio do sistema de ensino
Elkonin-Davydov, também denominado ensino desenvolvimental (Libaneo e Frei-
tas, 2013). Na referida escola foram realizadas pesquisas, por mais de vinte e cinco
anos, sobre a formagio do pensamento tedrico dos estudantes. Estas investigacoes
ocorreram, principalmente, no ensino fundamental, nas disciplinas de matematica,
lingua russa, literatura, ciéncias, artes plasticas e musica (Libaneo e Freitas, 2013).

1 Artigo elaborado com base na dissertagdo de mestrado de Ediséia Suethe Faust Hobold
intitulada Proposiées para o ensino da tabuada com base nas ldgica formal e dialética, sob
orientagdo de Josélia Euzébio da Rosa.

2 As tradugdes sio livres e de responsabilidade das autoras.
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Na década de 1980, as pesquisas sobre o ensino desenvolvimental estenderam-se
para o ensino de 52 a 82 séries.

Davydov e Elkonin detectaram que a atividade de estudo ndo estava
presente nas escolas. Tal fato os levou a propor, em 1960, a elaboragio de novos
programas para o ensino fundamental, com o objetivo de desenvolver o pen-
samento tedrico dos estudantes. Para tanto, Davydov® com os colaboradores
Gorbov, Mikulina e Savieliev elaboraram e desenvolveram, em cardter investiga-
tivo, uma proposi¢io para o ensino de matemadtica que fora depois publicada em
livros didéticos, manuais de orientagdo ao professor, entre outros. Esse material
constitui a fonte de dados desta pesquisa: as tarefas davydovianas. Estas foram
extraidas dos livros diddticos referentes ao 2° e 3° anos do ensino fundamental
(Davydov ez al.,2012,2009). A resolugio das tarefas estd em conformidade com
os manuais de orienta¢do ao professor (Gorbov, Mikulina e Savieliev, 2009;
Gorbov e Mikulina, 2003).

As reflexdes sobre a experiéncia realizada em sala de aula, pelo grupo de
colaboradores de Davydov, possibilitaram um amplo processo de elaboragio e
reelaboragio da proposta. Esse movimento é refletido nos manuais de orienta-
¢do ao professor em forma de relato de experiéncia. Sem essas reflexées nio é
possivel conceber as tarefas apresentadas no livro didédtico como expressio dos
pressupostos oriundos da teoria histérico-cultural. A aparéncia externa das ta-
refas davydovianas é semelhante aos exercicios apresentados nos livros didéticos
brasileiros (Rosa, 2012).

No primeiro contato com o material diditico davydoviano, detectamos
algumas tarefas que indicavam a existéncia de sistematizagio da tabuada nos livros
do 2° e 3° anos do ensino fundamental. Porém, tivemos dificuldade em identificar
quais tarefas eram referentes a tabuada, pois os livros didaticos e os manuais de
orientagio ao professor foram publicados no idioma russo. A andlise desse material
foi realizada com o auxilio da professora de lingua russa Elvira Kim.*

A proposi¢do davydoviana ndo é apresentada de forma fragmentada por
conceitos: primeiro um, depois outro e assim por diante. Ao contrdrio, os conceitos
sdo apresentados de modo interconectado, no contexto de um sistema conceitual.
Neste, um conceito contribui para o desenvolvimento do outro e conforma um
sistema integral. O “conceito cientifico pressupde necessariamente outra relagio
com objetos, s6 possivel no conceito, e esta outra relagido com o objeto, contida no
conceito cientifico, por sua vez, pressupde necessariamente a existéncia de rela¢oes
entre os conceitos” (Vigotski, 2000, p. 294).

Enfim, no emaranhado conceitual, foi dificil identificar quais tarefas eram
referentes, especificamente, ao ensino de tabuada. Além disso, nos questiona-
vamos: se Davydov e colaboradores contemplam o sistema conceitual (Rosa,
2012), entdo podemos considerar que tabuada é um conceito? O que é conceito?

3 Importante aqui trazer a grafia original do nome desses autores: Davydov (IABBIJIOB)
Gorbov (TOPBOB), Mikulina (MUKVYJIMHA) e Savieliev (CABEJIBEBA).
4 Atualmente leciona a disciplina de russo no Centro de Idiomas da Universidade Fede-

ral do Parani (UFPR).
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Se tabuada é um conceito, qual o seu conteido? Como Davydov e colaboradores
propdem o processo de generalizagio, abstra¢io e memorizagio da tabuada em
sua proposi¢io de ensino?

As reflexdes anteriormente apresentadas contribuiram com o processo de
delimitagdo do objetivo de pesquisa: investigar o movimento conceitual impresso na
proposi¢do davydoviana para o ensino de tabuada no contexto das a¢es de estudo.
Para tanto, foi necessirio estudar o material didético referente ao 2° e 3° anos do
ensino fundamental; extrair e reproduzir as tarefas particulares; revelar a relagdo que
permite determinar a esséncia da tabuada; explicitar as agdes de estudo; e estudar
a base tedrico-metodoldgica.

Trata-se de uma pesquisa de natureza tedrica, e o materialismo histérico-
dialético foi adotado como método de investiga¢io. Em concernéncia com o
método, orientamo-nos em trés pares de categorias que consideramos fundamentais
no processo do conhecer: geral/particular, universal/singular e abstrato/concreto.
Cada uma dessas categorias “revela uma determinada face das complexas contradigoes
da realidade em seu movimento e somente a andlise de todas essas faces, em sintese,
pode reproduzir, no pensamento, a representagio do objeto” (Rosental, 1962, p. 299).

Os referidos pares de categorias 16gicas apresentam contradigoes que es-
tdo em constante movimento. Umas categorias “se transformam em outras em
consonancia com o desenvolvimento das propriedades e relagoes dos fendomenos
e processos reais, da realidade objetiva, propriedades e fenémenos refletidos nas
contradi¢des principais” (Rosental, 1962, p. 277). Isso significa que as contradi¢des
existentes entre as categorias, no processo de desenvolvimento do conhecimento,
transformam-se em outras. Por exemplo, o concreto, em determinado momento do
processo de investigacdo, transforma-se em abstrato e vice-versa. Essa transformagio
¢ marcada por um processo de redugdo-ascensio e apresenta-se como estigio de
superag¢do em rela¢do ao inicial.

Adotamos os seguintes procedimentos metodoldgicos: inicialmente iden-
tificamos a orienta¢io metodolégica apresentada nos manuais de orienta¢do ao
professor correspondente as tarefas indicadas nos livros didaticos. Na sequéncia,
procedemos ao estudo concomitante das tarefas com as orientagdes, base para a
identificagdo de que Davydov e colaboradores desenvolvem a tabuada a partir de
um sistema conceitual (conceito de nimero, relagio de multiplicidade, divisibilida-
de, relagio parte-todo, adigio, subtragio, entre outros). Também contemplamos as
tarefas geradoras das condig¢bes de origem da tabuada na proposi¢io davydoviana
(Hobold, 2014). Porém, para o presente artigo, selecionamos apenas cinco tarefas
referentes a tabuada e as reproduzimos fidedignamente, inclusive com a resolugio
proposta nos manuais de orientagdo ao professor. Além disso, prosseguimos com
o estudo da base tedérico-metodoldgica para revelar o movimento conceitual da
tabuada na proposi¢io davydoviana.

A andlise possibilitou revelar que a proposi¢io davydoviana, para o ensino
da tabuada, contempla a inter-relagdo das significagbes aritméticas, algébricas e
geométricas no movimento que envolve o geral, universal, particular e singular por
meio da tarefa de estudo composta por agdes, conforme apresentaremos a seguir.
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AS TAREFAS NO CONTEXTO DAS ACOES
DE ESTUDO NA PROPOSICAO DAVYDOVIANA

Davydov, com seus colaboradores, estruturou sua proposi¢io de ensino em
conformidade com a atividade de estudo (Davydov, 1982). Nesse contexto, os autores
em referéncia apresentam tarefas principais de estudo para cada sistema conceitual.
Cada tarefa principal é composta de agbes que sio desenvolvidas por meio de um
sistema de tarefas particulares correspondentes aos exercicios, ou atividades nas
proposicdes brasileiras.

A finalidade da primeira tarefa principal de estudo, em matemitica, consiste
na “obten¢io e o emprego do nimero como meio especial de comparagio das gran-
dezas” (Davidov, 1988, p. 188). Na segunda, o foco incide nos conceitos de adigio
e subtragdo, inseridos em um sistema mais amplo, que envolve relagio parte-todo,
resolugdo de problemas, equagdes, entre outros (Davidov, 1988).

Os conceitos de multiplicagio e divisio, por sua vez, constituem o nicleo do
sistema conceitual referente a terceira tarefa de estudo. Porém, Davydov e colabo-
radores contemplam as relagdes de multiplicidade e divisibilidade desde o primeiro
ano escolar (Davidov, 1988).

As agdes de estudo sdo compostas de um sistema de tarefas particulares que
objetivam a finalidade almejada, qual seja: a apropriagio de determinado conceito
ou sistema conceitual. Na especificidade da presente investigacdo, a andlise incide
na terceira tarefa de estudo (sistema conceitual de multiplicagio e divisdo), com
recorte para o conceito de tabuada.

Vale salientar que nio se trata de uma sequéncia fragmentada e linear na qual,
para cada agdo, hd um conjunto de tarefas particulares especificas. Em alguns casos, uma
mesma tarefa particular atende a uma ou mais agées de estudo. A referéncia de andlise,
no presente artigo, recai sobre a terceira tarefa de estudo, com recorte para o conceito de
tabuada, no contexto das quatro primeiras agdes (Davidov, 1988, p. 181, grifos do original):

1. Transformagio dos dados da tarefa de estudo com a finalidade de revelar

a relagdo universal do objeto estudado;

2. Modelagio da relagio universal na forma objetal,® grifica e literal;

3. Transformagio do modelo da relagio universal para o estudo de suas

propriedades em forma pura;

4. Construgio de um sistema de tarefas particulares que podem ser resol-

vidas por um procedimento geral.

Para desenvolver a primeira agdo de estudo intitulada zransformagio dos dados
da tarefa de estudo com a finalidade de revelar a relagdo universal do objeto estudado,
Davydov e colaboradores apresentam situagdes que geram a necessidade dos con-
ceitos em seu cardter teérico. Assim, o ponto de partida, na proposi¢io davydoviana,
¢ a observagio e a transformacio dos dados reais da tarefa, ndo soluciondveis pelos

5 A modelagio da relagio universal, na forma objetal, refere-se a revelagdo dos elementos
que a constituem por meio das grandezas discretas e continuas inerentes aos objetos
e fendomenos.
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procedimentos conhecidos pela crianga. A finalidade € revelar e distinguir a relagio
completamente definida de certo sistema integral® (Davidov, 1988), na especifici-
dade deste, a tabuada. Tal relagio é constituida pelos dados da tarefa e atua como
fonte de todas as tabuadas (do sistema integral). Mas qual ¢ a relagio essencial da
tabuada? Quais sido os dados que permeiam todas as tarefas particulares referentes
a tabuada? Para responder aos questionamentos, analisemos a Tarefa 1.

Tarefa 1: Complete os esquemas de setas e compare as areas com medidas M
e A (Figura 1) (Davydov et al., 2012).

(
O\\j

Figura 1—Tarefa 1: registro no esquema a partir da grandeza area
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposicio davydoviana (Davydov ez a/., 2012, p. 64).

O registro no esquema de setas (Figura 1) indica que as superficies foram
compostas pela mesma unidade de medida basica (C), porém as unidades inter-
medidrias sdo diferentes (Gorbov, Mikulina e Savieliev, 2009).

A Figura 1 mostra, implicitamente, que a unidade de medida intermedidria
é composta de guatro (4) unidades basicas. Pela relagio entre a drea com medida
M e a unidade de medida intermedidria, é possivel concluir que esta cabe seis (6)
vezes em M. Os nimeros (6 e 4) s3o introduzidos, conforme Figura 2, no esquema
de setas (Gorbov, Mikulina e Savieliev, 2009).

Na segunda situagio de andlise, a unidade de medida intermedidria (co-
lunas) é composta de #¢s (3) unidades bésicas, que se repete por oito (8) vezes.
Os resultados da medigdo sdo escritos no esquema. Como as unidades de medida

6 Trata-se da relagio vilida para todas as tabuadas, em sua totalidade, e ndo apenas para
algumas tabuadas em particular.
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Figura 2 —Tarefa 1: determinagio da unidade de medida intermediaria
Fonte: Elaboracio nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez a/., 2012).

intermedidria sdo diferentes, serdo representadas por letras distintas (Gorbov,
Mikulina e Savieliev, 2009).

O professor informa que é preciso comparar as dreas das duas figuras.
Relata que um estudante, de outra escola, afirmou que a drea com medida M ¢
maior que a drea com medida A, porque a unidade de medida intermedidria, da
primeira, é maior (Gorbov, Mikulina e Savieliev, 2009). Essa afirmagio estd correta?

Para comparar as medidas, é necessirio conhecer o total das unidades de
medidas bésicas em cada superficie. Para continuar o processo de medigio e infor-
magcio do procedimento adotado, o professor insere a seta superior no esquema e
um ponto de interrogagio (Figura 3), que representa o total de unidades basicas
(Gorbov, Mikulina e Savieliev, 2009).

A operagio adequada para determinar o valor desconhecido (total de unida-
des bdsicas) quando se conhece a unidade de medida intermedidria e a quantidade
de vezes que ela se repete é a de multiplicagdo. O resultado obtém-se com o auxilio
da reta numérica.

Constroem-se duas retas, uma para calcular o valor de M e outra para o valor
de A.Na primeira delas (Figura 4) adota-se, como procedimento de identificagio da
unidade de medida intermedidria, um arco composto de guatro (4) unidades basicas,
o qual se repete por seis (6) vezes (Figura 4). O final do dltimo arco incidird sobre o
numero vinte e quatro (24), total de unidades de medidas bésicas. Na segunda reta,
referente a superficie de medida A, cada unidade de medida intermedidria é repre-
sentada por um arco composto de #7és (3) unidades bésicas. Como surgem oizo (8)
arcos, o resultado é winte e guatro (24). Os pontos de interrogagio sio substituidos
pelos respectivos resultados (Gorbov, Mikulina e Savieliev, 2009).
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)
2
M A
Unidade de medlda Quantidade de vezes N/
intermedidria que a unidade de medida

intermedidria se repete

Figura 3 —Tarefa 1: 0 esquema é completado pela reta superior
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez a/., 2012).

2
M A
C 24 M M.z A C 24 A
—_— _

Figura 4 —Tarefa 1: construgio da reta e determinagio do total de unidades basicas
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposigio davydoviana (Davydov ez al., 2012).
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Ambas as superficies sio compostas de vinte ¢ quatro (24) unidades de
medidas bésicas; logo, M = A (Figura 4). A tarefa particular em andlise é uma das
apresentadas na primeira agdo de estudo. Os dados que possibilitam a revelagio da
relagdo universal da tabuada sdo a unidade basica, intermedidria e total de unida-
des basicas e intermedidrias. Sdo esses dados que compdem a relagio universal do
conceito de tabuada e permeiam todas as tarefas particulares. Inicialmente, cada
tarefa particular é apresentada na forma objetal (dreas das superficies), a partir da
relagdo entre grandezas.

Trata-se do concreto ponto de partida. Este nio revela imediatamente
as conexdes internas da tabuada, que serdo mostradas no processo do conhecer.
O concreto, nesse estagio, pode ser visivel ou nio. “E visivel em suas manifestagoes
concretas, em seu exterior, porém nio é como o concreto, em que as manifesta-
¢oes externas e imediatas estdo ligadas por sua esséncia interna, para as leis de sua
existéncia e desenvolvimento” (Ilienkov, 2006, p. 159). Isto ¢, o concreto ponto de
partida apresenta todas as caracteristicas externas e internas. Porém as relagbes
internas somente sio reveladas no processo do conhecimento, como concreto
pensado, ponto de chegada.

Vale esclarecer que a transformagio dos dados, prevista na primeira agio
de estudo, ocorre em vdrias tarefas particulares. Em algumas sio consideradas as
grandezas discretas, em outras, as continuas. Desse modo, as unidades de medidas
sdo unidades de comprimentos, dreas, volumes, entre outros. Além disso, as uni-
dades bdsicas, compostas ou nio, sio transformadas em unidades intermedidrias.
Essa variedade de grandezas e de unidades de medida evita, de acordo com Davydov
(1982), a generalizagio empirica do conceito.

Na tarefa em andlise, os dados sdo modelados por meio das relagdes entre
grandezas (as dreas das superficies com medida M e A). Esse processo corresponde a
uma parte da segunda acio de estudo: modelacio da relagio universal na forma objetal,
grdfica e literal. Os dados da tarefa foram modelados na forma objetal, por meio da
relagdo entre as dreas expressas na malha quadriculada (Figura 2). Em seguida, os
mesmos dados foram modelados na forma grafica, por meio dos esquemas de setas,
retas numéricas e arcos (Figuras 3 e 4).

Esse movimento de abstragio da relagdo essencial da tabuada culminard
com sua representagio por meio de letras: o modelo é “um sistema representado
mentalmente ou realizado materialmente que, refletindo ou reproduzindo o objeto
de investigagio, é capaz de substitui-lo de modo que seu estudo nos dé uma nova
informagio sobre este objeto” (Shtoff, 1966 apud Davidov, 1988, p. 133).

Os modelos nio sio

[...] simples substitutos dos objetos. As condigdes de criagio, por exemplo, de
um modelo material [objetal], sio tais que “em seus elementos e nas relagdes
entre eles, estdo separadas e fixadas as vincula¢es essenciais e necessirias que
formam uma estrutura completamente determinada” (Shtoff, 1966, p. 281).
Os modelos sdo uma forma peculiar de abstracio, na qual as relagées essenciais
do objeto estdo fixadas nos nexos e relagdes visualmente perceptiveis e repre-
sentadas, de elementos materiais e semiéticos (Davidov, 1988, p. 134).
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O estudo do modelo constitui o “trabalho interno imprescindivel no pro-
cesso de assimilacio dos conceitos tedricos e dos procedimentos generalizados de
a¢do” (Davidov, 1988, p. 182). A percepgio do “modelo material [objetal] pressupde,
simultaneamente, uma participagio significativa do pensamento, a aplicagio dos
conhecimentos tedricos e da experiéncia acumulados. Ao perceber o modelo, o ex-
perimentador... compreende o que ocorre nele” (Shtoft, 1966 apud Davidov, 1988,
p- 133). No processo de modelagio, sdo contempladas as propriedades matematicas
que constituem o sistema conceitual, no qual a tabuada se insere, conforme a Tarefa 2.

Tarefa 2: Calcule cada produto (Figura 5) por meio das propriedades comutativa
e distributiva da multiplicacao (Gorbov, Mikulina e Savieliev, 2003).

4x1-= 4x6=
4x2= 4x7=
4x3= 4x8=
4x4-= 4x9-=
4x5= 4x10=

Figura 5 —Tarefa 2: construgio da tabuada do nimero quatro (4)
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez a/., 2009, p. 24).

As operagdes da Figura 5 sdo organizadas em uma sequéncia determinada
e representam a tabuada do nimero guatro (4). O professor direciona a atengio
para trés multiplicagdes conhecidas (4x1=__,4x2=__e4x3=__). Com base no
estudo das tarefas anteriores, espera-se que as criangas saibam os resultados que
sdo, respectivamente, 4, 8 e 12 (Gorbov e Mikulina, 2003).

O professor questiona: Como podemos determinar o produto da préxima
multiplicagio (4 x 4) sem utilizar a calculadora e a régua? E possivel utilizar a regra da
multiplicagio pela soma. Isto €,a propriedade distributiva da multiplicacio. ApSs ouvir
as sugestoes das criangas, o professor recorda a regra da multiplicagdo do nimero pela
soma e questiona: Como podemos utilizd-la para determinar os préximos produtos?
A sugestio é que o proximo valor desconhecido (4x 4 = _) seja determinado a partir
do ultimo resultado obtido (4 x 3 = 12), pois 4 x 4 é equivalente a, por exemplo, 4 x
(3 +1)e4x (2 +2), conforme Figura 6 (Gorbov e Mikulina, 2003).

O mesmo procedimento estende-se para o cilculode 4x 5= __.Isto é,4x5 =
4x(4+1) > (4x4)+(4x1) =16 + 4 =20. O professor enfatiza que os resultados
sdo obtidos a partir do valor comum (guatro).

AN\ AN
4x4=4x3+1) ou 4x4=4x(2+2)

= (4x3)+ (4x1) = (4x2) + (4x2)
= 12 + 4 = 8 + 8
= 16 = 16

Figura 6 — Tarefa 2: construgio da tabuada do niimero guatro (4)
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposigio davydoviana (Davydov ez al., 2009).
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Nos préximos cilculos, o professor adota o registro resumido: 4x 6 = 4x (5 +1)
— (4x5) +(4x1) =20+ 4 = 24. Na sequéncia, o registro é reduzido um pouco mais:
4x7=24+4=28.Esse procedimento é adotado para o cdlculo nos préximos fatores:
4x8=28+4=32,4x9=32+4=36e4x10=36+4 =40 (Gorbov e Mikulina,
2003). Ao final, a tabuada é organizada do seguinte modo (Figura 7).

4x1=4
4x2=8
4x3=12
4x4=16
4x5=20

4x6=24
4x7=28
4x8=32
4x9=36
4x10=40

Figura 7 —Tarefa 2: sistematizagio da tabuada do niimero guatro (4)

Fonte: Elaboracio nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez a/., 2009).

O professor expde que, além de construir a tabuada, também ¢é necessério
memorizar seus resultados (Gorbov e Mikulina, 2003). A tabuada do nimero guatro
(4) é generalizada do seguinte modo (Figura 8).

4x5=4x(4+1)
4x6=4x(5+1)
—4x(b+1)

Figura 8 —Tarefa 2: generalizacio da tabuada do nimero guatro (4)

Fonte: Elabora¢io nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez al., 2009).

A Figura 8 indica a determinagio de um novo resultado, em que o segun-
do fator da sentenga seja composto pelo fator da sentenga anterior (4), mais uma
unidade (4 + 1). Isso traduz o movimento de generalizagio em conexio com o da
abstragdo expresso na sintese: o resultado anterior mais quatro. Essa sintese atende
ao ultimo estigio da segunda agdo de estudo davydoviana, qual seja, modelagdo dos
dados da tarefa de estudo na forma literal, referente a tabuada do nimero guatro:
4x (b + 1) = c. Trata-se de uma nova generalizagio.

Um novo conceito, uma nova generalizagio nio surge sendo com base no con-

ceito ou generalizagio anterior. Isto se manifesta nitidamente no fato de que,
paralelamente ao aumento das generaliza¢oes algébricas, ocorre o aumento da
liberdade de operacdes. Libertar-se da vinculagdo ao campo numérico ¢ ope-
ragdo diferente de libertar-se da vinculagdo do campo visual. A explicagio do
aumento da liberdade proporcional ao aumento das generalizagdes algébricas
estd na possibilidade de um movimento inverso do estdgio superior para o infe-

rior, contido na generalizagio superior: a operagio inferior ja € vista como caso

particular da superior. (Vigotski, 2000, p. 372)

Portanto, 4 x (5 + 1) ¢ um caso particular da generalizagio superior, expressa
no modelo 4 x (b +1). De acordo com Davidov (1988, p. 132-133, passim), “a mo-
delagdo é um tipo peculiar de idealizagdo simbdlico-semidtica [...] os simbolos e os
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signos sdo os meios de construgio da objetiva¢io idealizada” expressa nos modelos.
Esses podem ser materiais ou mentais. Os modelos materiais estdo relacionados
com a atividade pratica, admitem a transformagio objetiva, enquanto os mentais
envolvem “somente a transformagio mental” (Davydov, 1982, p. 313).

O modelo material, reproduzido por meio das relagdes entre grandezas (Ta-
refa 1), expressa as propriedades estruturais da tabuada (unidades de medida bésica e
intermedidria, total de unidades bésica e intermedidria). Os modelos mentais semidticos
podem ser representados algebricamente. Estes sdo compostos de elementos individuais
que ndo apresentam semelhancga externa com o modelo original (objetal), mas, em sua
estrutura, reproduzem a estrutura do objeto (Shtoff, 1966 apud Davidov, 1988).

Os modelos de estudo constituem o trabalho internamente imprescindivel
no processo de apropria¢io dos conhecimentos tedricos (Davidov, 1988). Por meio
de modelos, as tarefas da proposi¢do davydoviana sio organizadas de modo que
possam propiciar o estudo das propriedades conceituais, a fim de revelar as cone-
x0es internas. Em outras palavras, revelar a “relagdo universal do objeto dado, no
qual deve ser refletido no correspondente conceito teérico” (Davidov, 1988, p. 182).

Mas quais sdo as conexdes internas que constituem a esséncia do conceito de
tabuada? Essas sdo reveladas durante o desenvolvimento das quatro agdes, inerentes a
tarefa de estudo davydoviana. Para responder a essa questdo, examinaremos a fungio
de cada dado que compde o modelo da tabuada em anilise e suas inter-relagdes.

Na expressao literal do modelo universal para a tabuada do nimero guatro,
temos: 4 x (b + 1) = ¢ (Figura 8). O primeiro termo é fixo (4), este corresponde
a medida intermedidria. O segundo (b + 1) é um operador composto pelo fator
da sentenga anterior, mais uma unidade de medida intermedidria que, nesse caso,
equivale a guarro. O operador (b + 1) designa quantas vezes a unidade intermedidria
se repete. Em sintese, o segundo fator de cada sentenga (operador) é composto pela
soma do termo da sentenca anterior, mais #ma unidade. Dessas relagées podemos
inferir que o segundo fator conforma uma sequéncia numérica, na especificidade
desse estudo, de nimeros positivos (1, 2, 3, 4,...).

Desse modo, Davydov e colaboradores revelam as caracteristicas internas,
ndo observiveis diretamente nas grandezas, por meio do modelo da tabuada do
nimero guatro (4), em interconexio com o modelo universal, vilido para todas as
tabuadas. Entdo, qual é o modelo universal? No modelo da tabuada do nimero
quatro (ax (& + 1) = ¢), o primeiro fator de cada sentenga é um nimero fixo (a),
e o segundo (4 + 1) conforma uma sequéncia de nimeros positivos (1, 2, 3, 4,...).

Em cada operagio da sequéncia que configura a tabuada do nimero quatro
(4x1=4,4x2=8,..),0 produto do termo seguinte é composto pelo produto
da operagio anterior (¢) mais uma unidade de medida intermedidria (a): ¢ + a.
Esse modelo, no contexto da matemitica, é denominado Lei da Recorréncia, pois,
para encontrar determinado produto da sequéncia, é necessirio recorrer ao ante-
rior, 0 que permite atingir certo grau de generalizagdo. Assim, na sucessio 4, 8,12,
16,..., entende-se que, pela Lei de Recorréncia, esta é formada pela soma de guatro
unidades ao elemento imediatamente anterior (Panossian, 2014).

Portanto, para expressar a tabuada do niimero guatro (4) sem recorrer ao
termo anterior, precisamos considerar a posi¢do do segundo termo. Em outras
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palavras, no contexto da proposi¢ao davydoviana, a quantidade de vezes que a
unidade de medida é tomada. E possivel “encontrar termos da sequéncia sem que
seja necessdrio escrevé-la completamente” (Panossian, 2014, p. 124). Nesse sentido,
os recursos algébricos sdo fundamentais, pois possibilitam o reconhecimento e a
expressio da lei de formagio.

O modelo particular apresentado na Figura 8, para a tabuada do nimero
quatro, 4 x (4 + 1), é expressio do modelo universal vilido para qualquer tabuada.
Davydov e colaboradores nio explicitam o modelo universal em sua proposi¢ao
de ensino. Porém ¢é tarefa da investigacio cientifica revelar a esséncia do objeto de
estudo. Destarte, aqui cabe o seguinte questionamento: o que € necessdrio considerar
para construir o modelo universal da tabuada?

Conforme mencionamos, o modelo universal nio estd dado explicitamente.
Contudo, sua esséncia é revelada durante o processo de generalizagio e abstragio,
desencadeado no desenvolvimento do sistema de tarefas particulares, a partir das
relagbes entre grandezas expressas algebricamente.

Por conseguinte, na especificidade da tabuada, é necessirio considerar uma
determinada relagdo entre grandezas. Nesta, os fatores que a compéem ocupam
uma posi¢do e conformam uma sequéncia numérica, na qual cada termo posterior
¢ a soma do anterior mais zma unidade de medida intermedidria, denominada de
razdo. Subjacente & proposicio davydoviana sobre o registro resumido, no pardgrafo

que antecede a Figura 8 hd a seguinte regularidade:

4x6=4x(6-1)+4=24
4x7=4x(7-1)+4=28
4x8=4x(8-1)+4=32
4x9=4x(09-1)+4=36

axn=ax(n-1)+a=c

A partir de um longo processo de anilise das regularidades que possibilitam
o registro resumido, revelamos o modelo universal da tabuada. Na especificidade da
tabuada do niimero quatro (4), temos: 4 = g; a sequéncia numérica 6,7, 8,9, ... = 7;
o produto..., 24, 28, 32, 36,... = c.

Desse modo,

associar o elemento a posi¢do que ocupa produz outra generalizagdo em que cada
elemento é a multiplicagdo de quatro vezes a sua posi¢io, assim o décimo elemen-
to da sequéncia é 40, o centésimo, 400, e assim por diante, e para tanto ndo é pre-
ciso conhecer os elementos anteriores. Nesse caso, a sequéncia tem uma dimensio
funcional no sentido de que relaciona as grandezas, posi¢do do elemento na se-
quéncia, com o valor numérico do elemento [resultado]. (Panossian, 2014, p. 125)

Se considerarmos o décimo elemento da sequéncia, no modelo universal,
temos 4 x 10 = 4 x (10 - 1) + 4 = 40. O modelo literil ¢ vilido também para os
numeros racionais. Consideremos, por exemplo, 7 = 5- e 7 = - 3, ainda no con-

2
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texto da tabuada do nimero quatro. Substituindo os valores numéricos no modelo
ax(n—1)+a=c temos:

Para n %$4x(%—1J+4=%—4+4=2+4—4=2

Paran=-3=4x(-3-1)+4=-12-4+4=-12

O modelo literal é vilido para qualquer 7, no campo dos racionais, inde-
pendentemente da unidade de medida intermedidria, posi¢do em que o segundo
fator se encontra e sentido (positivo ou negativo). Assim, a modelagio algébrica
da tabuada possibilita ultrapassar os limites dos nimeros naturais ¢ estende-se ao
campo dos nimeros racionais. Além disso, 0 modelo também é vilido para qualquer
tabuada em particular.

O modelo universal “¢ a lei, a esséncia dos fendmenos singulares, ou seja, ¢
algo qualitativamente distinto em comparagio com a simples soma de caracteristicas
das coisas singulares” (Davydov, 1982, p. 243). A lei “é um dos modos de manifestar
a universalidade” (Rosental e Straks, 1965, p. 258).

Por universal se entende a comunidade que existe objetivamente de tragos,
propriedades e caracteristicas dos objetos e fendmenos singulares da realidade
objetiva, ou também a similitude das relagdes e nexos entre eles. O universal é
o que se repete através do multiplo, do diverso ou do individual. (Sternin, 1965,
p- 257, grifo do original)

O universal estd intimamente vinculado com a categoria de esséncia (Sternin,
1965). Esta é o aspecto interno que expressa o nexo profundo, o que se mantém por
meio das vérias manifestacoes particulares. A “esséncia € aquilo sem o qual o objeto
perde sua qualidade especifica” (Sternin, 1965, p. 259). No modelo da tabuada, a
esséncia consiste na relagio de multiplicidade entre grandezas (por meio de uni-
dades bésicas e intermedidrias), cujo resultado conforma uma sequéncia, na qual
o produto posterior é uma unidade de medida intermedidria maior que o anterior.
Essa esséncia é expressa no modeloaxn=ax(n—1)+a=c.

Consequentemente, o universal estd relacionado com a lei, que “expressa o nexo
estavel, essencial, interno e reiterado entre os fenomenos” (Rosental e Straks, 1965,
p- 258). De acordo com o matematico russo Bernshléin (1947 apud Davidov, 1988,
p-134), “toda relagdo entre simbolos matematicos reflete as correspondentes relagoes
entre as coisas reais”. Nessa dire¢io, Davidov (1988, p. 134) afirma que os “modelos
semidticos refletem as conexdes e relagdes dos objetos reais e, nesse sentido, as relagoes
e conexdes entre os signos matematicos [...] podem ser consideradas expresses visuais
do original”. As relagdes entre os objetos reais ocorrem por meio de suas grandezas.

Assim, na presente tarefa, foi possivel revelar o modelo universal subjacente
a proposi¢do davydoviana para o ensino da tabuada. Na Tarefa 3, apresentaremos
a transformacio do modelo, correspondente a terceira agdo de estudo, por meio da
andlise de suas manifestagbes em diferentes particularidades.
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Tarefa 3: Calcule cada produto referente a tabuada do ndmero cinco (5) (Figura 9) por
meio das propriedades comutativa e distributiva da multiplicacao (Davydov et al., 2009).

5x1= 5x6=
5x2-= 5x7=
5x3= 5x8=
5x4= 5x9=
5x5= 5x10=

Figura 9 —Tarefa 3: apresentacio da Tabuada de cinco (5)
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposicio davydoviana (Davydov ez a/., 2009, p. 33).

A tarefa consiste na construgio da tabuada do nimero cinco (5). O professor
sugere que as criangas determinem os produtos a partir da tabuada dos nimeros dois
(2), trés (3) e quatro (4), estudadas anteriormente. Assim, por meio da propriedade
comutativa, que permite inverter o papel do multiplicando e do multiplicador,
procedem-se os seguintes raciocinios (Figura 10).

5x1=1x5=5

5x2=2x5=10
5x3=3x5=15
5x4=4x5=20

Figura 10 — Tarefa 3: apresentagio da Tabuada de cinco (5)
Fonte: Elaboracio nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez a/., 2009).

Essa etapa inicial culmina com o registro dos respectivos resultados (Figura 11).

5x1=5 5x6=
5x2=10 5x7=
5x3=15 5x8=
5x4=20 5x9-=
5x5= 5x10=

Figura 11 — Tarefa 3: determinagio de alguns produtos da tabuada de cinco (5)
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez al., 2009).

E a partir de 5 x 5, como proceder (Figura 11)? Vale lembrar que se trata
de algo novo, que nio foi estudado nas tabuadas anteriores; portanto, o método da
propriedade comutativa se esgota. Procede-se, assim, como na tabuada do nimero
quatro (4) (Tarefa 2), o cdlculo do produto por meio da multiplicagio de um nimero
pela soma de outros dois. Assim, 5 x 5 pode ser escrito do seguinte modo 5x 5 =
5 x (4 + 1). Recorre-se a propriedade distributiva: (5 x 4) + (5 x 1) = 20 + 5; logo,
5 x5 =25. A partir de entio, toma-se como suporte os resultados dos produtos
anteriores (Gorbov e Mikulina, 2003). Isto é (Figura 12).

Por fim, completam-se os demais registros da tabuada do nimero cinco (5)

(Figura 13).
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5x6=5x(5+1)=25+5=30
5x7=5x(6+1)=30+5=35
5x8=35+5=40
5x9=40+5=45
5x10=45+5=50

Figura 12 - Tarefa 3: determinagio de alguns produtos da tabuada de cinco (5)
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez a/., 2009).

5x1= 55x6=30
5x2=10 5x7=35
5x3=15 5x8=40
5x4=20 5x9=45
5x5=25 5x10=50

Figura 13 — Tarefa 3: resultados da tabuada do nimero cinco (5)
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez al., 2009).

A utilizagio da propriedade do produto de um nimero pela soma ¢, didati-
camente, um dos modos de memorizagio das tabuadas. Para a tabuada do nimero
cinco (5), o professor sugere que as criangas fechem seus cadernos que a contém e
pronunciem, em sequéncia crescente, todos os seus resultados. Esse processo, além
de contribuir para a memorizagio, possibilita a constatac¢io de que todos os produtos
da tabuada apresentam uma sequéncia alternada de resultados, na qual os nimeros
constituintes terminam em zero (0) ou cinco (5) (Gorbov e Mikulina, 2003). As se-
quéncias “procuram captar o que ha de regular nos fenomenos” (Panossian, 2014,
p-123). Essa regularidade, na proposi¢io em anilise, consiste no universal expresso
no modelo (Tarefa 2). Apés ter alcangado o universal, o conhecimento

aspira para fixar as caracteristicas especificas, as propriedades de grupos sin-
gulares de fendmenos dentro desse universal, isto ¢, para chegar ao individual
e ao particular. O verdadeiro e pleno conhecimento consiste tanto em captar
as caracteristicas essenciais, gerais dos objetos, como em penetrar nas formas
concretas com que o universal se manifesta. (Sternin, 1965, p. 273)

O conhecimento do universal ocorre por meio da investigacio e confrontagio
de um grande nimero de fatos singulares (Sternin, 1965). O estudo da esséncia
da tabuada implica a andlise das manifesta¢oes singulares, pois é por meio destas
que o universal se manifesta. Nesse sentido, é necessirio conhecer a relagio entre o
universal e o singular, como o universal se manifesta nas diferentes singularidades.
Para tanto, nosso pensamento move-se em um sentido inverso “em dire¢do do
particular para o singular” (Sternin, 1965, p. 274).

Em que consiste o particular? Para Sternin (1965), o particular é o elo que
une o singular ao universal. Desse modo, no modelo da tabuada ax (- 1) +a=¢,
o elo que une o universal ao singular consiste no nimero 4, a unidade de medida
intermedidria. Com a variagdo de 4, obtemos as diferentes tabuadas particulares
(a=4,a=5,a=6,..). Mantendo o nimero « fixo e variando o valor de 7, obtemos
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as singularidades. Por exemplo, tomemos uma particularidade, a tabuada do nimero
cinco (5), a0 variarmos 7, temos: 5x1=5;5x2=10;5x 3 = 15; ... Assim, a tabuada
do numero cinco (5) surge como resultado do estudo entre o universal, particular e
singular, como conhecimento teérico.

Os conhecimentos tedricos surgem no processo de andlise do papel e da
funcio de certa relagio peculiar, a relagio de multiplicidade ax (- 1) + a = ¢, dentro
do sistema integral que, a0 mesmo tempo, serve de fonte Gnica para todas as suas
manifestac¢des singulares. Os conhecimentos zedricos, que surgem sobre a base da
transformagdo mental dos objetos, refletem suas relagdes e conexdes internas, isto
é,as unidades bésicas e intermedidrias, o total de unidades basicas e intermedidrias.
As conexdes internas saem dos limites das representagdes, tais como: os objetos,
a reta numérica, os esquemas. A andlise permite revelar a relagio geneticamente
inicial da tabuada como sua base universal ou esséncia.

A concretizagdo dos conhecimentos tedricos consiste na dedugio e explica-
¢do das manifestagdes particulares e singulares do sistema integral, a partir de seu
fundamento universal. Na Tarefa 4, apresentaremos a transformagio do modelo por
meio da andlise de suas manifesta¢des em diferentes particularidades. Esta constitui
a terceira a¢do de estudo.

Tarefa 4: Determine a diferenca entre as medidas A e B (Gorbov e Mikulina, 2003).

A presente tarefa, base para introdugio das préximas tabuadas, é organizada
em trés partes (a,b e c) e serd desenvolvida em equipes. Cada equipe recebera duas
malhas quadriculadas com as seguintes medidas:

Equipea:6x15e6x 12
Equipe b:5x14e5x11
Equipec: 7x17e7x 12
Equipe d: 8x18 e 8x 13

Vale esclarecer que as criangas ndo terdo acesso aos registros anteriormente
apresentados, pois serdo construidos durante a resolugio da tarefa. A titulo de exem-
plifica¢io, apresentaremos o material que receberd a primeira equipe (Figura 14).

O enunciado da primeira parte da tarefa consiste no seguinte:

Tarefa 4: a) Registre, no esquema, o valor da unidade de medida intermediaria
e a quantidade de vezes que esta se repete em cada superficie quadriculada.
Na sequéncia, componha a expressao que representa o total de medidas
basicas das duas superficies (Davydov et al., 2009).

As duas malhas quadriculadas, que cada equipe recebe, possuem o mesmo

comprimento da altura e se diferem no comprimento da largura. Porém, vale res-
saltar que o comprimento da altura das malhas de cada equipe varia. Nas malhas da
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/

Figura 14 — Tarefa 4: superficies A e B da equipe a

Fonte: Elaborag¢io nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez a/., 2009, p. 51-52).

equipe a, por exemplo, o comprimento da altura mede seis (6) unidades. Nos demais
pares de malhas, as medidas dos comprimentos sio, respectivamente: cinco (5),
sete (7) e oito (8) (Gorbov e Mikulina, 2003).

A tarefa consiste na composi¢io de uma expressio para o cdlculo das dreas das
duas superficies que cada equipe recebeu. O professor questiona: Por onde vamos
comegar? O professor sugere analisar primeiro os esquemas. De acordo com estes, a
unidade de medida bésica E ¢ constituida por um quadrado da malha. Entdo, como
proceder para calcular a drea da superficie de cada figura? Contar cada quadradinho,
de um em um, como fazem as criangas do primeiro ano? Ja aprendemos a construir
a medida intermedidria; logo, vamos construi-la para as duas superficies (Gorbov
e Mikulina, 2003).

Cada equipe realiza a medigdo das superficies que receberam e registram o
resultado nos respectivos esquemas. Como a medida do comprimento da altura ¢ a
mesma, em cada par de malhas, essa medida é considerada, por todas as equipes, uni-
dade intermedidria. A titulo de ilustragio, continuaremos com o exemplo da primeira
equipe. Por meio de contagem, as criangas constatam, na primeira malha (Figura 14),
que a coluna é composta de seis (6) unidades basicas e que sdo guinze (15) colunas no
total. Esses valores sio registrados no esquema, seguidos da expressio 6 x 15 (Gorbov
e Mikulina, 2003). O mesmo procedimento ocorre na segunda malha. Novamente,
a coluna é considerada como unidade de medida intermedidria. Assim, sdo seis (6)
unidades bésicas que se repetem por doze (12) vezes (Figura 15).

O professor esclarece que a medida do comprimento da altura do par de
malhas varia de uma equipe para outra e sugere que compartilhem os diferentes
resultados obtidos, que sio registrados no quadro (Figura 16).

As criangas constatam que, em cada par de esquemas (Figura 16), os valores
das unidades de medidas intermedidrias sdo iguais (6 ¢ 6; 5 ¢ 5; 7 ¢ 7; 8 ¢ 8). Entdo o
professor questiona: Podemos elaborar um par de esquemas que seja vélido para
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E__ " ?

6x12
Expressiao: 6 x 15 + 6 x 12

Figura 15 — Tarefa 4: a) registro do processo de medigio das superficies A e B
Fonte: Elaboracio nossa com base na proposicio davydoviana (Davydov ez a/., 2009).

E__? A E_ ? B

Equipe a: &% &ﬁ
6x 15 6x12

E__° A E_ ° B

Equipe b: xﬁ x‘%
5x14 5x11

E__* A E_ ? B

Equipe ¢ N% N%
7x17 7x12

E__* A E__ > B

Equipe d: R% R%
8x18 8x13

Figura 16 — Tarefa 4: registro dos esquemas no quadro
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposigio davydoviana (Davydov ez al., 2009).
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todos os guatro (4) distribuidos na classe? E possivel substituir os nimeros por
letras? (Gorbov e Mikulina, 2003).

Como as unidades de medidas intermedidrias em cada par de esquemas ¢é
a mesma, serdo representadas pela letra  (Figura 17). A diferenca entre os valores
correspondentes ao nimero de vezes que a unidade de medida intermedidria foi to-
mada, em cada esquema, impede a ado¢do da mesma letra. De outro modo, em cada
superficie, a unidade de medida intermedidria repetiu-se uma quantidade de vezes
diferente. Para tanto, como ilustra¢io, adotaremos as letras 4 e ¢. Logo abaixo do
esquema sio registradas as respectivas expressoes literais (Gorbov e Mikulina, 2003).

E__* A E__ ? B
axb axc

Expressio literal: ax b+ ax ¢

Figura 17 — Tarefa 4: a) esquema genérico e expressio literal
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez a/., 2009).

A continuidade da tarefa consiste na determinagio da diferenca entre as medidas.

Tarefa 4: b) Determine a diferenca entre as medidas A e B, conforme a Figura 18
(Davydov et al., 2009).

Figura 18 — Tarefa 4: b) representagio grifica da relagio entre as grandezas
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez al., 2009, p. 51-52).

A partir da andlise dos segmentos (Figura 18), as criangas concluirdo que
A ¢ maior que B (A > B). O professor questiona: Como proceder para determinar
a diferenga entre as medidas? (Gorbov e Mikulina, 2003).

A diferenca corresponde a uma parte desconhecida que, adicionada a
outra parte (B), resulta na parte maior (A) (Figura 19). Nesse caso, a operagio
indicada para determinar o valor desconhecido ¢ a subtragio: (2 x &) — (a x ¢)
(Gorbov e Mikulina, 2003).

A expressdo genérica, anteriormente apresentada, possibilita a resolugdo do pro-
blema por todas as equipes. Na especificidade da primeira equipe, temos (Figura 20).
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axb
Al
B | i
I axc

Figura 19 — Tarefa 4: b) comparagio entre as medidas A e B
Fonte: Elaboracio nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez a/., 2009).

Diferenga

Figura 20 — Tarefa 4: b) comparagio das medidas A e B da primeira equipe
Fonte: Elaborag¢io nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez a/., 2009).

O processo de resolugdo consiste no seguinte: (6 x 15) — (6 x 12) =
90 — 72 = 18, mas a resolugdo da tarefa continua.

Tarefa 4: ¢) Represente, no esquema de setas, outro modo de determinar a
diferenca entre as medidas A e B (Gorbov, Mikulina e Savieliev, 2003).

A diferenca entre as medidas pode ser determinada a partir da sobreposi¢do
das superficies, conforme Figura 21 (Gorbov e Mikulina, 2003).

Ao sobrepor as superficies, verifica-se que a unidade de medida intermediaria
seis (6) coube poucas vezes na diferenca: apenas #7¢s5 (3) vezes. Essa conclusio pode ser
representada no esquema com setas, conforme Figura 22 (Gorbov e Mikulina, 2003).

O professor questiona: Para determinar a diferenca entre as medidas A e B,
é necessdrio calcular cada uma delas separadamente, conforme procedemos ante-
riormente? A partir da andlise do procedimento realizado na Figura 20, as criangas

Figura 21 — Tarefa 4: c) sobreposi¢do das superficies A e B
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposigio davydoviana (Davydov ez al., 2009).
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E_ > .D
B | :>\&//4?

- 6x3

Figura 22 — Tarefa 4: c) outro modo de determinar a diferenca
Fonte: Elabora¢io nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez a/., 2009).

concluirdo, com orientagdo do professor, que a diferenca poderia ser identificada
a partir da sobreposi¢io das superficies (Figura 22) e, posteriormente, calculada
(Gorbov e Mikulina, 2003).

O professor propde a seguinte reflexdo: Por meio do trabalho realizado,
determinamos dois modos distintos de calcular a diferenca entre as medidas A
e B: primeiro, compomos expressdes para calcular, separadamente, a drea de cada
superficie (Figura 17). Em seguida, sobrepomos as superficies e compomos uma
Unica expressdo para determinar a diferenca (Figura 22). Esse movimento pode
ser representado também por meio dos esquemas, conforme Figura 23 (Gorbov e

Mikulina, 2003).

6 //{i 6 ///f 6 //62—2)
6x15 6x12

Figura 23 — Tarefa 4: ¢) outro modo de determinar a diferenga
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposicio davydoviana (Davydov ez a/., 2009).

Para calcular a diferenca a partir do primeiro método, (6 x 15) — (6 x 12),
multiplicam-se os nimeros apresentados entre parénteses e, em seguida, subtraem-
-se os resultados (90 — 72 = 18). No segundo método, 6 x (15 - 12), subtraem-se os
nimeros que estio entre parénteses (15 — 12 = 3) e multiplica-se o resultado (3) por
6: 6 x 3 = 18. Genericamente, o segundo método consiste no seguinte (Figura 24).

Esse duplo procedimento expressa uma propriedade matemitica, a multi-
plicagio de um numero pela diferenca: ax (6—¢) = (ax b) — (ax c).

Para multiplicar um nimero pela diferenca entre dois nimeros, pode-se
multiplicar esse nimero, separadamente, pelo minuendo e pelo subtraendo e, depois,
determinar a diferenca entre os resultados (Gorbov e Mikulina, 2003). Trata-se da
propriedade distributiva da multiplicagio em relagio a subtragio.
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a % a / a %—c)
axb axc

Figura 24 — Tarefa 4: c) genericamente
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposigio davydoviana (Davydov ez al., 2009).

Na tarefa em andlise, Davydov e colaboradores envolveram vérios elementos
que subsidiam a resolugio, tais como malhas quadriculadas, composi¢io de esque-
mas, cdlculo da diferenca das medidas A e B (Figuras 14, 18 e 21), entre outras.
Nesse processo, 0 modelo da tabuada sofreu vérias transformagoes. No contexto da
tarefa de estudo, essas variagoes referem-se 4 terceira agio: fransformagio do modelo
da relagdo universal para o estudo de suas propriedades em forma pura (Davidov, 1988).
A transformagio dos dados da tarefa ocorre de diversos modos: na forma objetal,
grifica, literal e construgdo e reconstrugio do préprio modelo.

A transformagio do modelo ¢é realizada pela crianga em duas dire¢ées. No co-
mego, os alunos constroem o modelo durante ou depois da manipulagio do ma-
terial objetal. Em seguida, de modo inverso, segundo o modelo dado, a crianca
deve realizar as correspondentes manipulagées. (Davidov, 1988, p. 213)

Como Davydov (1982) afirma, a transformagio do modelo ocorre em duas
direcdes: do objeto (relagdo entre grandezas) para o modelo (grifico, literal), e do
modelo para as diferentes manifestagoes. Inicialmente (Figura 15), os dados da tarefa
em andlise, apresentados na forma objetal (drea das malhas quadriculadas, unidades
de medida intermedidria e quantidade de vezes que ela se repete) sio modelados na
forma aritmética e grifica (Figura 16) e, posteriormente, na forma literal (Figura 17).

Nesse processo, a transformagio também ocorre em diregdo inversa, do pré-
prio modelo, com suas propriedades na forma pura para a objetal. Isto é,a partir do
modelo grifico sdo realizadas variagdes na relagdo essencial. Para tanto, os valores
correspondentes as unidades de medida intermedidria e o total de vezes que elas se
repetem sio alterados (Figura 16). Por meio da anilise da relagio essencial obtém-se
diferentes tabuadas (de cinco, seis, sete e 0ito) e seus respectivos resultados singulares
(representados pelo ponto de interrogagio).

A transformagio do modelo também ocorre quando sdo dadas novas condigoes
de medigdo, como para determinar a diferenca entre as medidas A e B representadas
no esquema de segmentos (Figura 18). Esse esquema possibilita a analise da rela-
¢do inversa entre as operagoes de adi¢do e subtragao e suas relagoes com a tabuada.
E peculiar da operagio de subtragio a propriedade fundamental: para determinar
a diferenca entre dois segmentos, subtrai-se, do comprimento do segmento maior
(ax b),0 comprimento do segmento menor (ax ¢). O terceiro segmento corresponde a
parte desconhecida (diferenca). Logo, é possivel compor uma expressio genérica, que
representa a diferenca entre as medidas dos segmentos: ax & - a x ¢ = d (Figura 19).
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Os modelos expressos com letras, os modelos grifico-espaciais cumprem um
importante papel na formagio dos conceitos matematicos. Sua particularidade
essencial é que reinem o sentido abstrato com o concreto objetal. Falando es-
tritamente, a abstracio da relagio matemdtica pode ser produzida somente com
a ajuda das férmulas expressadas por meio de letras. Porém, nelas se fixam
apenas os resultados das agdes realizadas real ou mentalmente com os objetos,
enquanto as representagdes espaciais (por exemplo, segmentos ou retingulos)
tém uma grandeza visivel [extensdo], permitindo as criancas realizar transfor-
magdes reais cujos resultados nio s6 se podem supor, mas também observar.

(Davidov, 1988, p. 213-214).

Os modelos expressos por meio de segmentos e letras (Figuras 18,19 e 20)
refletem o célculo da diferenca entre as dreas com medida A e B, no plano objetal
(Figuras 21 e 22). As grandezas consideradas sio as mesmas; porém, em condi¢oes
diferentes. Portanto, a sobreposi¢io das superficies com medida A e B foi funda-
mentada na propriedade matemdtica da subtragdo, mencionada anteriormente.
Assim, ocorre uma nova generalizagio e abstracio (Figura 25). Esta é expressa
pela propriedade distributiva da multiplicagdo em rela¢do 4 subtragio ax b—axc=
ax (b—c). Nesse sentido,

[...] a modelagio estd ligada ao cardter visual amplamente utilizado pela didati-
ca tradicional. Contudo, no marco do ensino experimental [proposi¢io davydo-
viana], o cardter visual tem um contetdo especifico. Nos modelos visuais se
refletem as relagdes e as vinculagoes essenciais ou internas do objeto, separadas
(abstraidas) por meio das correspondentes transformagdes (o visual concreto
habitualmente somente fixa as propriedades externamente observéveis das coi-

sas [16gica formal]). (Davidov, 1988, p. 214, grifos do original)

6x6 6x7 6x8
(5+1) 6+1) (7+1)
(3+3) (5+2) (4 +4)
(4+2) (3+4) (10-2)

Figura 25 — Tarefa 5: produto do niimero seis (6) pelas regras da soma e diferenga
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez a/., 2009, p. 64).

O cariter visual contemplado, na tarefa em anilise, por meio das 4reas e dos
esquemas com setas e segmentos reflete as relagdes entre as unidades de medidas
bésica e intermedidria e a quantidade de vezes que se repetem. Trata-se das vin-
culagdes das caracteristicas internas da tabuada. Assim, o trabalho com o “modelo
aparece como o processo pelo qual se estudam as propriedades da abstragdo subs-
tancial da relagdo universal” (Davidov, 1988, p. 183). As propriedades da abstragio
substancial formam o contetido do modelo. Este “fixa as caracteristicas internas do
objeto, ndo observaveis de maneira direta” (Davidov, 1988, p. 183).
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O estudo da relagio essencial da tabuada é imprescindivel para a formagio do
procedimento geral, cujo objetivo é solucionar a tarefa de estudo e “assim formar o
conceito do ‘nuicleo’do objeto. Entretanto, a adequagio do ‘nicleo’a seu objeto é revelada
quando dele se extraem as multiplas manifestagdes particulares” (Davidov, 1988, p. 183,
grifos do original). Esta constitui a quarta agio de estudo, que serd abordada na Tarefa 5.

Tarefa 5: Determine os produtos de 6 x 6, 6 x 7 e 6 x 8 (Figura 25) (Davydov et al., 2009).

A tarefa consiste em determinar os produtos (6 x 6; 6 x 7 € 6 x 8) a partir das
propriedades estudadas nas tarefas anteriores. O segundo fator é considerado soma
ou diferenca entre dois nimeros. A resolugio da tarefa é concretizada na Figura 26,
do seguinte modo (Gorbov e Mikulina, 2003).

A partir da andlise do processo de desenvolvimento da tarefa (Figura 26), as
criangas concluem, com o auxilio do professor, que se trata da tabuada do nimero
seis (6) em sua totalidade (Gorbov e Mikulina, 2003). Analisemos, por exemplo,
o produto de 6 x 6, considerando o segundo fator (6) como soma (4 + 2). A partir
da regra do produto de um nimero pela soma 6 x (4 + 2), temos (6 x 4) + (6 x 2).
Na linha seguinte sdo apresentados os respectivos resultados (24 e 12). Esse movi-
mento permite inferir que 6 x 4 =24 e 6 x 2 =12.

Os valores desconhecidos referem-se apenas aos produtos concernentes a
6x6,6x7e6x8. Esses foram determinados a partir dos resultados conhecidos,
decorrentes da prépria tabuada do nimero seis (6). Didaticamente, esse é um dos
modos adotados por Davydov e colaboradores para as criangas memorizarem as
tabuadas estudadas.

6x6

O segundo fator é (5 + 1)
6x6=6x(5+1)
6x5+6x1=
30+ 6=
=36

O segundo fator é (3 + 3)
6x6=6x(3+3)
6x3+6x3=
18 +18 =
=36

O segundo fator € (4 + 2)
6x6=6x(4+2)
6x4+6x2=
24 +12 =
=36

6x7

O segundo fator é (6 + 1)
6x7=6x(6+1)
6x6+6x1=
36 +6=
=42

O segundo fator é (5 + 2)
6x7=6x(5+2)
6x5+6x2=
30+12 =
=42

O segundo fator € (3 + 4)
6x7=6x(3+4)
6x3+6x4=
18 +24 =
=42

6x8

O segundo fator é (7 + 1)
6x8=6x(7+1)
6x7+6x1=
4246=
=48

O segundo fator é (4 + 4)
6x8=6x(4+4)
6x4+6x4=
24424 =
=48

O segundo fator ¢ (10 - 2)
6x8=6x(10-2)
6x10-6x2=
60—-12 =
=48

Figura 26 — Tarefa 5: aplicagdo da propriedade distributiva na tabuada de seis (6)
Fonte: Elaboragio nossa com base na proposi¢io davydoviana (Davydov ez al., 2009).
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No contexto da tarefa de estudo, esse procedimento (Figura 26) esti rela-
cionado & quarta agdo: construgio de um sistema de tarefas particulares que podem ser
resolvidas por um procedimento geral (Davidov, 1988).

Ap6s a determinagdo do modelo da tabuada na forma literal, a tarefa de estu-
do é concretizada por meio de diversas tarefas particulares. Para Davidov (1988), as
tarefas particulares podem ser resolvidas por um processo tnico, geral, desenvolvido
durante as a¢des de estudo anteriores.

Mas qual é o procedimento geral que foi apresentado anteriormente para
o conceito de tabuada? Vale relembrar que a tabuada apresenta uma sequéncia de
sentengas (fatores), cujos resultados (produtos) conformam uma sequéncia nu-
mérica, na qual cada termo posterior é a soma do anterior, mais #za unidade de
medida intermedidria. Ou, ainda, cada produto da tabuada é resultado da soma ou
da subtrac¢io de 7 vezes a unidade de medida intermediaria.

O cariter eficaz desse procedimento se verifica, justamente, na solugio de ta-
refas particulares; os estudantes as enfocam como variantes da tarefa de estudo
inicial e imediatamente [...] separam em cada uma a relagdo geral, orientan-
do-se pela qual podem aplicar o procedimento geral de solugdo assimilado.
(Davidov, 1988, p. 183)

Apés a dedugio do procedimento geral de solugio desenvolvido nas tarefas
precedentes, o passo seguinte consistiu em aplicd-lo nas sentencas correspondentes
(Figura 26). Assim, nas sentengas 6 x 6 =6x (5+1),6x7=6x(6+1)e6x8 =
6 x (7 + 1), o procedimento geral aplicado foi: cada termo posterior ¢ a soma do
anterior mais uma unidade de medida intermedidria. E, nas demais sentencas, cada
produto da tabuada € resultado da soma ou da subtracdo de n vezes a unidade de medida
intermedidria (Figura 26).

As quatro agdes de estudo analisadas estdo dirigidas para que

os estudantes revelem as condigées do surgimento do conceito do qual estdo em
processo de apropriacio (para que e como se separa seu contetido, por que € em
que este se fixa, em que casos particulares se manifesta depois). E como se os
préprios estudantes construissem o conceito, embora com a diregdo sistemdtica
do professor (a0 mesmo tempo o cardter dessa dire¢io muda gradativamente e
cresce, também gradativamente, o grau de autonomia do estudante). (Davidov,
1988, p. 183-184)

O desenvolvimento das a¢des de estudo, promovido durante a realizagio
das tarefas particulares, tem como fungdo primordial conduzir as a¢ées dos
estudantes para a apropriagdo do conceito. No movimento do conhecimento, a
tarefa em andlise refere-se ao concreto ponto de chegada. Como mencionamos
na introdugdo do presente texto, o concreto e o abstrato sio momentos do mo-
vimento do processo de conhecimento: concreto ponto de partida (abstrato) e
concreto ponto de chegada.
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O concreto ponto de chegada “ndo se trata de algo sensorial, mas mental,
fecundado pelo conhecimento gragas as abstragdes da esséncia, reduzidas a uma
mesma base” (Ilienkov, 2006, p. 160). No inicio do processo do conhecimento da
tabuada, tinhamos o concreto sensorialmente perceptivel por meio das relagées
entre grandezas. Por meio da anilise dessas relages, foi possivel reduzi-las a se-
guinte abstra¢io: ax (7 - 1) + a = c. A partir desse nucleo, Davydov e colaboradores
apresentam diversas tabuadas particulares, cada qual com suas singularidades, agora
em nivel de concreto pensado.

Na proposigdo davydoviana, “quando os estudantes formam o procedimento
geral de solugio da tarefa de estudo lhes propde o emprego [desse procedimento]
para solucionar tarefas praticas” (Davidov, 1988, p. 216). O autor em referéncia
relata que os estudantes resolviam esse tipo de tarefa “rapidamente, sem manifes-
tar externamente o processo de andlise dos dados” (Davidov, 1988, p. 216-217).
Portanto, a0 pensarmos a proposi¢io davydoviana em nosso contexto educacional,
apés o estudo da relagdo essencial, universal, da tabuada, seria possivel proceder a
resolu¢io dos problemas propostos nos livros didéticos brasileiros.

CONSIDERACOES FINAIS

A tabuada, em Davydov, surge como resultado de um movimento con-
ceitual que envolve o geral, universal, particular e singular. O geral, para todos
os conceitos matemdticos, s@o as grandezas. Para cada conceito hd uma relagio
essencial que, na especificidade da tabuada, é constituida pelas unidades de
medidas basicas e intermedidrias e o seu total. O estudo dessa conexio interna
implica a andlise da relag¢do entre o universal, o singular e o particular. E por
meio dessa relagio que o universal se manifesta em forma de lei, conforme o
esquema na Figura 27.

Esse esquema (Figura 27) representa a esséncia, a relagdo inicial que dd ori-
gem a todas as tabuadas. No modelo universal da tabuada, a x (7 -1) + a = ¢, 0 elo
que une o universal e o singular ¢ o particular. Este consiste no nimero @, na unidade
de medida intermedidria. Com a varia¢io de a, obtemos as diferentes tabuadas
particulares (¢ = 4,a=5,a =6,...). Mantendo o numero z fixo e variando o valor de
n, obtemos as diferentes singularidades para cada tabuada particular. Por exemplo,
tomemos uma particularidade, a tabuada do nimero seis (6); ao variarmos 7, temos
as seguintes singularidades: 6 x 1 = 6; 6 x 2 = 12; 6 x 3 = 18, ... Assim, a tabuada

a (n=1)+a

Figura 27 - Esquema da relagio essencial da tabuada
Fonte: Elaboragio nossa, 2014.
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particular do nimero seis (6) surge como resultado da relagdo entre o universal, o
particular e o singular.

E esse movimento conceitual, fundamentado nos principios da l6gica dialé-
tica, que sustenta a proposi¢io davydoviana para o ensino da tabuada, com vistas ao
desenvolvimento do pensamento teérico. Tal pensamento, de acordo com Davydov
(1982), ndo surge e nem se desenvolve na vida cotidiana, mas somente em tal ensino,
cujos programas se baseiam na compreensio dialética do pensamento.

De acordo com Rosa (2012), sio poucas as proposi¢des brasileiras que pro-
movem o desenvolvimento do pensamento teérico. Portanto, vislumbramos, na
proposi¢ao davydoviana, uma das possibilidades para repensarmos o processo de
ensino e aprendizagem de matemdtica em nosso pais.
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