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Educacao

NONLINEAR DYNAMICS AND LIMITING REAGENT: A TRANSCRITICAL BIFURCATION EXAMPLE. The nonlinear
analysis of a general mixed second order reaction was performed, aiming to explore some basic tools concerning the mathematics of
nonlinear differential equations. Concepts of stability around fixed points based on linear stability analysis are introduced, together
with phase plane and integral curves. The main focus is the chemical relationship between changes of limiting reagent and transcritical

bifurcation, and the investigation underlying the conclusion.
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INTRODUCAO

A Dinamica ndo-linear lida com a evolugdo temporal de sistemas
cuja taxa de variagdo de uma ou mais varidveis € uma fungdo ndo-linear
da(s) mesma(s). Suas aplicacdes abrangem diversas dreas, como fisica,
quimica, biologia, engenharia, economia, psicologia, entre outras.' Na
quimica o comportamento nio-linear surge geralmente associado a
equacdes do campo da cinética quimica, pois mesmo em reagdes sim-
ples termos quadraticos surgem como uma fungao da variagao temporal
das espécies envolvidas, mesmo em reagdes elementares. Um conjunto
de etapas elementares pode levar a comportamentos nio-lineares de
complexidade considerdvel, promovendo, por exemplo:

a) Reacgoes oscilantes: as concentracdes das espécies quimicas
envolvidas na reagdo ndo variam com o tempo unicamente de
maneira monotdnica. Ou seja, as concentragdes aumentam e
diminuem por certo intervalo de tempo até que o equilibrio da
reagdo seja atingido. Sdo induzidas por alguma forma de retro-
-alimentac@o na concentragdo de pelo menos um dos reagentes
em no minimo uma etapa da reacdo, como em autocatdlises.? Com
aplicacdes na biologia, geologia e engenharia, reagdes como a
de Belousov-Zhabotinsky também sdo prot6tipos experimentais
para o estudo de processos quimicos fora do equilibrio.?

b) Padrées espaciais: a formagdo de gradientes de concentragio
estaciondrios como resultado do acoplamento entre cinética
nao-linear e processos difusionais foi prevista por Alan Turing
em 1952,* sendo s6 observada experimentalmente na década de
90.° Criado com o objetivo de explicar a morfogénese (processo
bioldgico que leva ao desenvolvimento da forma de um organis-
mo), o modelo de Turing se tornou um importante trabalho em
biologia tedrica, sendo extremamente estudado e aplicado.®’

¢) Ondas quimicas: sdo perturbacdes em varidveis macroscopicas
(concentragdes, temperatura, tamanho de particulas, etc.) que se
propagam a velocidade constante. A suavizacdo da propagagdo
pelo transporte difusional é contrabalanceada por reagdes cujas
velocidades sao fungdes ndo-lineares das varidveis que as descre-
vem.® Ondas quimicas sdo relativamente freqiientes em sistemas
bioldgicos.®

Embora a dinamica destes processos geralmente sirva de ponte
entre a Dindmica ndo-linear e a Quimica,"” mesmo sistemas cujas
equagdes ndo levam a comportamento oscilatério podem fornecer
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informacgdes relevantes acerca de processos quimicos, como no em-
prego da equagdo logistica na compreensao de processos eletroqui-
micos.'? Adicionalmente € necessdrio, para fins didaticos, apresentar
sistemas mais simples que mantenham a estrutura elementar da andlise
de sistemas ndo-lineares e estejam, de preferéncia, associados com o
estudo de fendmenos quimicos. Deste modo, pretende-se com este
trabalho empregar alguns conceitos e ferramentas basicas usadas no
estudo de sistemas que apresentam dindmica nio-linear na investi-
gacgdo da cinética de uma reacdo cuja lei de velocidade ¢ dominada
por uma etapa bimolecular. Mais especificamente, o estudo permite
observar o natural surgimento do conceito de reagente limitante pela
lei da acdo das massas, como resultado da andlise da estabilidade
das solu¢des de equilibrio da equagdo diferencial que descreve a
reagdo. Este comportamento € claramente observado pela analise da
dindmica do sistema em func@o da variagdo da concentrag@o inicial
de um reagente em relagdo ao outro. Acredita-se que este exemplo
possa servir de introdugdo para a abordagem nao convencional deste
tipo de andlise em cursos de Quimica.

Atratores, fontes, estabilidade linear e bifurcacao

Considere uma equacdo diferencial que possui a seguinte forma:

& i1 M
dt
Em que x(7) € uma varidvel dependente do tempo, como a con-

centrag@o de alguma espécie quimica (ou alguma propriedade a ela
associada), e f'a fun¢do que descreve essa taxa de variagdo. Como f
ndo apresenta dependéncia explicita com o tempo (pois neste caso
seria f(x, 1)), € chamada de equag@o auténoma. Caso uma condi¢cd@o
inicial x, = x(t = 0) seja fornecida, tem-se um problema de valor
inicial. Quando resolvido, ele fornece um conjunto de solugdes na
forma de curvas integrais do tipo:

x(t) = x, = [ f (x)dr @)

Um gréfico destas curvas para diferentes x, mostra como o valor
de x muda em fungdo do tempo, para qual valor tende a partir de
diferentes condicdes iniciais."" Para alguns valores de x, o valor de
x ndo muda com o tempo. Os chamados pontos criticos ou fixos, x°,
tém essa caracteristica porque x(x) = 0, ou seja, a taxa de variacdo
neste ponto € nula. Os valores de x que obedecem esta condi¢io
sdo chamados solugoes de equilibrio do sistema. Se os valores de
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X, arbitrariamente préximos de x” convergem para este valor com o
decorrer do tempo, os pontos fixos sdo chamados de atratores (ou
nos), ou se, caso contrdrio, divergem para longe dele, sdo considerados
repulsores (ou fontes). Num grafico de f(x) vs. x os interceptos da
funcdo para f{x) = 0 por vezes sdo identificados por circulos cheios
ou vazios, indicando atratores ou repulsores, respectivamente.!%!?

A Equacido (1) € dita de primeira ordem porque o comportamento
dinamico do sistema pode ser descrito a partir de uma tnica varidvel,
neste caso x. Sistemas de ordem n, isto €, descritos por n equacdes
diferenciais, estdo associados a um espaco de fase de dimensdo
n.'? Embora uma linha de fase (dimensdo 1) seja o suficiente para
estabelecer a evolugdo temporal de sistemas de primeira ordem, é
comum estudar graficos de f(x) vs. x para esbogar com clareza os
diferentes pontos fixos que cruzam o eixo x e sua estabilidade. Este
tipo de gréfico é chamado de plano de fase, termo também usado em
sistemas de segunda ordem (n = 2).1%!!

A capacidade dos pontos fixos de atrair ou afastar estd associada
ao que se denomina estabilidade destes pontos. Uma maneira aproxi-
mada de se quantificar esta capacidade € pela andlise da estabilidade
linear dos pontos fixos,*!>13 que se obtém considerando uma pertur-
bacdo em torno de x", dx, de modo que x(7) = x" + dx(¢) pode voltar
a x" ou se afastar dele apés a perturbac@o. Assim:

0 ()] -

=f(0)=f(x" +8x(0) =

A expansdo de Taylor de f(x) nas proximidades de uma constante
a assume a seguinte forma:

S =

f@, f@s—a) @’ | C@sma’
0! I! 2! n!

Em que /*(a) corresponde a enésima derivada de f(x) em relagio
a x nas proximidades de x = a. Se no presente caso a = x" temos que:

CAFRACE FRACS A L )

J)= I! 2! n!

Caso a perturbacdo seja suficientemente pequena, os termos
quadréticos e de ordem superior podem ser negligenciados, de modo
que a Equacio (5) equivale, de maneira aproximada, a Equagao (6):

S = f(x)+ [ (x")dx (6)
Lembrando que f{x") = 0, temos através das Equacoes (3) e (6) que:

[8’“(’)] = £1(x")ox %)

Como f'(x") é uma constante, esta equacao diferencial indica que
dx varia exponecialmente com ¢, sendo proporcional a exp[ f'(x")z].°
Deste modo, se f'(x") > 0, dx aumenta exponecialmente com o passar
do tempo. Este afastamento caracteriza um repulsor, um ponto fixo
instdvel frente a esta perturbagao. As tragetdrias delineadas pelas cur-
vas integrais a partir de valores proximos de x" se afastam do repulsor
quando ¢ cresce. Por outro lado, para f'(x") < 0, dx converge para zero,
pois a distancia entre o ponto fixo e o posto em suas proximidades
diminui, o que € indicio da presenca de um atrator, neste caso um
ponto fixo estdvel. A andlise da estabilidade linear apresentada nio
permite avaliar a estabilidade do ponto fixo quando f'(x") = 0, pois
os termos de maior ordem na expansio de Taylor ndo podem ser
negligenciados, mas oferece uma maneira relativamente simples de
se identificar atratores e repulsores.'?
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Equagdes como a (1) podem ser lineares ou ndo-lineares. Neste
exemplo simples onde x € a unica varidvel envolvida, a equacdo ¢
linear se tiver a forma ax + b, em que a e b sdo constantes (indepen-
dentes de ¢, pois a equacdo € autdbnoma). Isso implica que dfix)/dx
= a, sendo, portanto, independente de x. Em equa¢des ndo-lineares
esta derivada é uma fungdo de x. Neste caso fungdes trigonométricas
e poténcias de x (com expoente diferente de 1) caracterizam um
comportamento ndo-linear neste tipo de equacio. Algo de particular
interesse nestes sistemas séo as chamadas bifurcacées. Elas ocorrem
porque, diferente do caso das equagdes lineares, € possivel que haja
mais de um ponto fixo. Mais importante, variando-se um ou mais
parmetros os pontos fixos podem se unir num tnico ponto, ou se
bifurcarem em outros. Existem vdrios tipos de bifurcagdes,'*!° e
graficos que mostram pontos fixos e sua estabilidade em fung@o dos
parametros que se varia (curvas de bifurcacdo) sdo chamados de
diagramas de bifurca¢do.""

Cinética de reaciio controlada por etapa elementar bimolecular
Considere a seguinte reagio:
v A+v,B S v,P (8)

Onde os reagentes A e B levam ao produto P numa rela¢do
estequiométrica indicada pelos respectivos coeficientes, v,, vy € v,,
sendo este um dos tipos de reacdo mais comuns.' Apds certo inter-
valo de tempo as concentracdes de A, B e P variam de forma que
[A] =[A],—v,x, [B] = [B], — vy, € [P] = [P], + v,x para um volume
constante (sendo [A],, [B], e [P], as concentracdes iniciais de A, B e
P, respectivamente). Neste caso, x estd relacionado com a velocidade

da reacdo (V,) segundo a Equagao (9):'7'8
dx
Vo= =+ ©
kdt

Logo, € possivel associar as variacdes temporais de A, B e P
com x derivando [A], [B] e [P] em relag@o a . Essa operacido leva a
relacd@o entre a velocidade da reagdo e a variacéio nas concentragdes
das espécies envolvidas:

—1d[4] -1d[B] 1 d[P]

Ve=— =00 10
v, dt v, dt v, dt (10

Se a velocidade da reacdo global € limitada pela reacdo elemen-
tar A+ B—->P , onde k € a constante de velocidade desta etapa,
temos que:

Vi =k[A][B] (1D

Equacdo que pode, em funcdo das relagdes apresentadas, ser
disposta na forma de uma equagao diferencial em x:
i =k([A, v, )([B], —v;%) (12)
Observe que, caso [P],=0, x =[P]/v,, ou seja, x(t) € proporcional
aconcentragio do produto num tempo 7. Esta equagao diferencial pode
ser simplificada considerando as seguintes substituigdes: T = kv,vt,
X =xv,/[A],eY=v,[Bly/v,;lAl, (para mais detalhes consultar a Parte
A do Material Suplementar).

g:)’(:(1—)()@—)() (13)
dat

A Equacio (13), por ser uma equacio diferencial autdnoma do
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mesmo tipo que a Equacio (1), pode ser submetida a0 mesmo trata-
mento descrito na se¢do anterior. Os pontos fixos para Equagao (13)
sdo X" =1 e X, =, as raizes da pardbola formada num grafico de
f(X) = X em funcio de X. No presente caso, os planos de fase para
diferentes valores de vy sdo representados nas Figuras 1(a)-(c):
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Figura 1. Grdfico de f(X) em fun¢do de X para (a)y= 1/4, (b)y=1e(c)y=2

Pode-se observar que para Y # 1 (lembrando que y > 0), AX)
apresenta duas raizes, e para Y = 1 apenas uma. Deste modo o
crescimento de Y promove a coalescéncia dos pontos fixos X" e X,
quando Y= 1 (X," = X,), que se separam novamente paray> 1. A
estabilidade destes pontos fixos pode ser investigada observando-
-se as curvas integrais para diferentes condi¢des iniciais. Usando
os mesmos valores de y empregados na construgdo das curvas das
Figuras 1(a)-(c), foram obtidas curvas integrais através do software
dfield8 (em plataforma MATLAB)," levando aos graficos apresen-
tados nas Figuras 2(a)-(c).

Para condicdes iniciais tais que X, é proximo ao ponto fixo
X, =1 hd uma divergéncia de X com o avanco do tempo na Figura
2(a) (lembrando que T € proporcional a ), um indicio do cardter re-
pulsor da raiz quando y < 1. Por outro lado quando X" coalesce com
X," (y=1, Figura 2(b)) os pontos proximos tanto podem se afastar
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Figura 2. Curvas integrais de X em fungdo de T para (a) Yy = 1/4, (b) y= 1
e(c)y=2

como se aproximar do ponto fixo com o passar do tempo, se X, for
ligeriamente superior ou inferior & X", respectivamente. Paray> 1 o
cardter repulsor do ponto fixo € substituido definitivamente por um
carater atrator, como se pode observar na Figura 2(c). A solugdo de
equilibrio X", por outro lado, segue o sentido inverso de estabilidade,
passando de estdvel (Figura 2(a)) para instdvel (Figura 2(c)) com o
aumento de .

Através das curvas integrais das Figuras 2(a)-(c) se verifica que
o ponto fixo X, = 1, apesar de ser uma solucdo de equilibrio inde-
pendente de 7, tem sua estabilidade afetada pelo parametro. Pode-se
constatar este fato pela analise da estabilidade linear de X", de modo
que paraf'(X,") <0ouf’(X,") >0 o ponto é um atrator ou um repulsor,
respectivamente. Neste caso, derivando-se a Equagao (13) tem-se que:
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dl:f'(X): d[Y_X(1+Y)+X ]

ax ax

=2X-(1+y) 14

Para X" =1, f’(X,) <0 se y> 1, sendo, portanto, um atrator
para y > 1 e um repulsor para 0 <y < 1. O outro ponto fixo (X,
= v) adquire comportamento oposto, pois f’(X,") < 0 quando y <
1, sendo portando um atrator para 0 <y < 1 e um repulsor para y
> 1. Essas observagdes coincidem com o que se verifica através
das curvas integrais, e por este motivo os pontos fixos nas Figuras
1(a)-(c) s@o simbolizados como atratores e repulsores por meios de
circulos cheios ou vazios, respectivamente. A andlise da estabilidade
linear nao permite estudar a estabilidade quando y= 1. Entretanto, a
observacdo das curvas integrais na Figura 2(b) parecem indicar uma
estabilidade intermedidria. Este ponto fixo € considerado, portanto,
semi-estdvel,"” e é destacado na Figura 1(b) como um circulo metade
preenchido e metade vazio.

Com todas estas informagdes levantadas € possivel construir
um grafico de X em fung¢@o de v (diagrama de bifurcagdo), como o
apresentado na Figura 3, onde as diferentes estabilidades dos pontos
fixos sdo evidenciadas:
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Y

Figura 3. Grdfico de bifurcagdo para Equagdo (13) pela variagdo de . Os

pontos fixos estdveis e instdveis sdo indicados por linhas continuas (—) e
tracejadas (— —), respectivamente

Observa-se no grafico da Figura 3 que a varia¢do do parame-
tro Y = v,[B]/v4[A], promove uma troca de estabilidade entre os
pontos fixos, passando de X,” =y para X" = 1 com o crescimento
de v. Esta unido e permuta de estabilidade de dois pontos fixos,
que em seguida se separam novamente, ¢ chamada de bifurcagdo
transcritica.'” No presente caso, ela estd curiosamente associada
ao reagente limitante em diferentes regimes. Observe que quando
Y< 1, o atrator é X = 7. Ou seja, X(t = o) =, o que significa, nas
unidades originais, que x(t — o) =Y[A],/v, = [B]/v,. Sabendo que,
no presente caso, x equivale a [P]/v,, obtém-se que a concentragdo
final do produto depende exclusivamente do reagente limitante,
neste caso B, jaque y< 1:

A 1Bl valBh _\ (15)
Vi Vg vyl Al
E portanto:
limx = }im([P]/vP) =[B],/v, (16)
y<1 <1

Para Y > 1 o ponto fixo X," = 1 se torna um atrator, e por isso
X = xv,/[A], tende para 1, ou x para [A]/v,, o que ¢ perfeitamente
compativel com o esperado neste caso, pois A € o reagente limitante:
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(Al (8L viBL ., "
V4 Vg vy[ 4],

}LIEJC = }EE([P]/VP) =[A] /v, (18)

v>1 v>1

Verifica-se, portanto, de maneira razoavelmente clara, que a
atuacdo de um reagente limitante na concentragdo final do produto
surge naturalmente da equagao diferencial que descreve a cinética da
reacdo, a Equacao (12). Através da andlise da dindmica do sistema,
esta constatagdo se mostrou associada a uma bifurcagdo transcritica,
que permeia a transicio de um reagente limitante para o outro, e sua
influéncia na concentragdo do produto final.

Embora o estudo da dinamica do sistema seja uma maneira
intuitiva de verificar quais reagentes limitam a rea¢@o, ndo € neces-
sariamente a tGnica que permite deduzir os limites em (16) e (18).
Resolvendo analiticamente a Equagdo (12), obtém-se a Equacdo
(19) (deducio apresentada na Parte B do Material Suplementar):

[B]() — VX [A]O — e(VA[B]O_VB[A]O)"Pk' (19)
[A], —v.x )\ [Bl,

Se B € o reagente limitante, a relagio (15) implica que o expoente
do termo exponencial seja negativo, de modo que o lado direito da
equacdo tende a 0 para t — co. O mesmo deve ocorrer no lado esquerdo
da equagdo, ou seja, quando o numerador tende a zero, ou x tende a
[B]y/vs. Assim temos a mesma relacdo obtida na Equagdo (16). Por
outro lado, caso A seja o reagente limitante, a fun¢do exponencial
tende para infinito com o aumento de 7. A condig¢do para que o lado
esquerdo da Equacdo (19) exiba o mesmo comportamento € que
x tenda para [A],/v,, analogamente a Equacgdo (18). No entanto, a
andlise da dindmica da equacdo diferencial ndo-linear, brevemente
ilustrada no presente artigo, além de ter sido feita sem recorrer a
resolu¢do analitica da Equacdo (12), pode ser realizada nos mesmos
moldes para outras equagdes diferenciais, ampliando o nimero de
ferramentas disponiveis na exploracido de diferentes fendomenos,
quimicos ou ndo."?

CONCLUSAO

Alguns dos tépicos abordados sdo comuns no tratamento da
dindmica de sistemas fisicos e bioldgicos. Entre eles encontram-se
a simplificaciio de equagdes diferenciais por substitui¢des, o estudo
do plano de fase, a identifica¢@o dos pontos criticos e de sua estabi-
lidade (inclusive por curvas integrais), e a elaboracio de diagramas
de bifurcag@o. O estudo da reacdo exemplificada pode ser usado
como protdtipo didatico na introdugdo da Dindmica néo-linear em
cursos de Quimica.

MATERIAL SUPLEMENTAR

A simplificacdo da Equagdo (12) para a Equacio (13) € descrita
na Parte A do Material Suplementar, enquanto que a resolucéo anali-
tica da primeira levando a Equacéo (19) € apresentada na Parte B. O
Material Suplementar estd disponivel em formato PDF no site http://
quimicanova.sbq.org.br, com acesso livre.
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Parte A

Para simplificar a Equacdo (12) de forma a evidenciar o efeito da variacdo das concentragdes iniciais dos reagentes na sua
dindmica primeiro rearranja-se a referida equagao:

& (1 A), v (B, — vp) = kv Avg[[f]° - x]([m - x] as)

dt ’ Vy

Considerando a relacdo T = kv,v,t, tem-se que dt = kv,v,dt. Substituindo-se na Equagio (1S):

dx (Al _ |([B) _
o))

L
S
)
S
@
£
S
a
3
(%)
—
=
|
O
e
S
b3

De maneira similar x pode ser reescrito em funcdo de X = xv,/[A],. Como dX = v,dx/[A],, multiplica-se os dois lados da Equacido (2S) por

v,/[A], e reescreve-se a equacdo diferencial em funcdo de X:

V4 ﬂz 1— v,x | vulBl, VX 39)
[4], |dt (4], )\ vslA4l, [4],

ax _ _ v,[Bl, _

v ¢ X)(VB[A]O X] @)

O parametro que relaciona as duas concentragdes iniciais, Y= v,[B]/v4[A],, € entdo introduzido na Equacido (45):

ax

= =0k-x) (59)
T

A Equacdo (5S) equivale a Equacéo (13).
Parte B

Para resolver analiticamente a Equagdo (12) pode-se rearranjd-la para fornecer a Equacao (6S):
dx
([A]y = xv ([Bly —xv,)

= v, kdt (6S)

Resolvendo o lado esquerdo da Equacdo (6S) via separacdo em fracdes parciais (sem considerar o dx por enquanto):

1 o
= + B (7S)
([A]ly —xv ([Bl, —xv,)  [4],—xv, [B], —xv,
Em que o e B sdo duas constantes. Somando-se as parcelas do lado direito da Equagao (7S):
o ([B], —xvy) + B([4], —xv,) _ a[B], + B[4], — x(ow, +Bv,) (8S)

([4], = xv)([B], —xvy) ([A]y = xv, N[B], —xv,)
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Para o numerador da Equacio (8S) equivaler a 1 (como na Equacio (7S)), o seguinte sistema de equacdes deve ser vélido:

{OWB +Bv, =0 -

o[B], +BL4], =1

O sistema pode ser resolvido, entre outras opg¢des, através de substitui¢do ou pela aplica¢do da regra de Cramer. Os valores de o e B obtidos
no presente caso sao:

Va

o=—"— (10S)
v[Bl, —v,[4],

Vg

B B VB[A]() —Vy [B]o

(11S)

O lado direito da Equagio (6S) pode entdo ser reescrito como uma soma de fragdes parciais, e ambos os lados da equagao sao entdo integrados:

x dx x dx t
ocjo =m0 + Bjo TR vpkjodz (1285)

Fazendo-se as substitui¢des apropriadas ou consultando uma tabela de integrais obtém-se:

_aln(w)w]_ﬁln[%—xvs]: ki 138)
V4 [A4], Vs [B],

Substituindo-se os valores de o e B calculados segundo as Equagdes (10S) e (11S), respectivamente, na Equac@o (13S):

- ! 1n[[A]° — )— ! ln[[B ikl ]=Vpkt (14S)

vu[Bly —vs[ A4, [4], vy[A], = v,[B], [B],

Rearranjando-se a segunda parcela do lado esquerdo da Equagdo (14S) e unindo a soma de logaritmos no logaritmo do produto:

[4], [B], —xv, || )
111|:[[A]0 — XV, J[ [B]O ]:| = (VA [B]o VB[A]O)VPkt (ISS)

Pela exponenciacio (na base neperiana) dos dois lados da Equacdo (15S) se obtém a Equagdo (16S), andloga a Equagdo (19):

[B]O _ va [A]O _ (alBly=vslAly)vpkt
L (U PR 16S
([A]o _VAX}([B]O ) (e




