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Artigo

METHODOLOGY VALIDATION FOR EVALUATION OF THE UNCERTAINTY IN THE CALIBRATION CURVES BETTER
ADJUSTED FOR SECOND-DEGREE POLYNOMIALS. The most widespread literature for the evaluation of uncertainty — GUM
and Eurachem — does not describe explicitly how to deal with uncertainty of the concentration coming from non-linear calibration

curves. This work had the objective of describing and validating a methodology, as recommended by the recent GUM Supplement

approach, to evaluate the uncertainty through polynomial models of the second order. In the uncertainty determination of the

concentration of benzatone (C) by chromatography, it is observed that the uncertainty of measurement between the methodology
proposed and Monte Carlo Simulation, does not diverge by more than 0.0005 unit, thus validating the model proposed for one

significant digit.

Keywords: second order calibration uncertainty; Monte Carlo Simulation; GUM Supplement.

INTRODUCAO

Na calibracdo univariada cldssica, n pontos de calibragdo y de-
finem a curva de calibracdo (y = f(x)), e a quantidade desconhecida
(x,) € determinada pela solugdo da equagdo (y, = f(x,)), onde y,éa
resposta para uma concentracio desconhecida. O caso mais simples e
mais largamente utilizado € o seguinte modelo linear: (y = b, + b x),
onde os valores da varidvel independente x e incerteza dos padrdes
utilizados na constru¢do da curva de calibrac¢@o sdo considerados com
incerteza desprezivel, além da varidvel de resposta y assumir ter erros
aleatoriamente distribuidos de desvio padrao constante —homocedas-
tica.! A regressdo linear ndo ponderada é usada para obter estimativas
dos pardmetros de calibragdo b, e b,, a partir de x, = (y, - b, )/b,.

Se os valores de b, e b, suas variancias var b, var b € sua covarian-
cia, cov(b,b,), sdo determinadas pelo método dos minimos quadrados;
avariincia em x, var(x, ), obtida usando a expansdo da série de Taylor e
desprezando os termos de ordem superior, € dada pela Equagéo 1:2

2
var(x,) = var(y,)+ X, var(b,) +21;000V3f(bo:b1)+var(bo) W
1

onde a incerteza correspondente u(x, y ) € \jvar( x, ).

Em uma regressao ndo ponderada, a partir de n pontos de dados
da curva de calibragdo e para p nimeros de medi¢Oes para determi-
nar y,, a incerteza padrdo em x, € geralmente calculada a partir da
Equagéo 2:34

_§ 1 1 (ya_)7)2 2
”‘0‘b1Jp+n+b52(x,.—x)2 @

onde, S € o desvio padrio residual do ajuste linear.

Entretanto, em algumas situacdes, o melhor ajuste pode ndo ser o
linear. O objetivo deste trabalho € descrever uma metodologia e sua
validacdo para avalia¢do de incerteza, onde o ajuste mais adequado
é o quadrético.
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FUNDAMENTOS TEORICOS
Analise de regressao

E a maneira tradicional de se construir a melhor curva, de tal ma-
neira que a soma dos quadrados dos residuos seja minima, razao pela
qual este método € chamado de ajuste por minimos quadrados.

Podem-se calcular os valores dos coeficientes b, resolvendo uma
Unica equacdo matricial: b = (X'X)”’ X'Y, desde que a matriz (X' X)
ndo seja singular. Para um modelo de segunda ordem, y, = b, + b x,
+ b2 xf, onde x, representa a variavel independente no i-ésimo nivel,
o sistema matricial € representado por:’

Vi 1 % X b

2 o

y=|Y2| x=|T X %] p_|p
e )

Yi 1 x Xi2 :

Variincia e covariancia

Neste trabalho, matrizes sdo utilizadas para expressar o cdlculo
das incertezas nas estimativas dos pardmetros. Para isto, foi definida
a matriz de covariancia de e b, b, e b, Equagdo 3:

v(b)=(X'Xx)"s? (3)

onde:®

62:2(}/,-_)7,-)2 (4)
n-3

que, para o modelo quadrético, assume a seguinte forma:

vb,) Covib,,b,) Covib,.b,)
Vb)=|Cov(b,,b,) Vb,) Covib,,b,)
Cov(b,,b,) Covib,,b,) Vb,)
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Através da raiz quadrada dos elementos da diagonal principal, é
possivel se chegar as incertezas padrao de b, b, e b,.

Incerteza do modelo quadratico

A incerteza padrdo combinada € calculada a partir da expansao
da série de Taylor (LPU). Supondo que uma grandeza de saida
/)\z =f(b, b, ..., b ) dependa de n grandezas de entradas b, b,, ...,
b, onde cada b, seja descrito por uma distribui¢do de probabili-
dade apropriada, a incerteza padrdo combinada assume a forma
da Equagdo 5, ao se levar em consideracdo que as grandezas sdo
correlacionadas entre si:’

2
n| of nt o of of

uZ=3y|—\u2+2 ———u.u.r, 5

y fé{ab,} ! i§j§+1 ob, ob, " )

Para o seguinte modelo de segunda ordem: /y\ =b,+bx+bx,
os x valores de sdo explicitados nas Equacdes 6 e 7:

2 ”
Para fungdes com curva positiva: x == b [ b ) _bzy (6)
2b, || 2b, b,

Para fungdes com curva negativa: x =

2 Py
- b1 _ b1 _ bo -y (7)
2b, 2b, b,
Aplicando, entdo, a Equag@o 5 na Equagao 6, desprezando os

termos de ordem superior e a correlagdo entre y e os coeficientes

estimados, se obtém a Equagio 8:
) ox : ox : ox ‘ ox ’
Usiy = 55Uy | T3 Us, | T3 YUs | H| 55 Us
ay ob, ob, ob, 7
42 ox u ox u +2 ox ox u
ob, > | ab, [Pt ab, Yoo ob, P2 |Pet:
ox ox
+2|—u u 8
(ab, by Iabz b, }b1,b2 ( )

onde:

ox

1
W oz -4b,b,-y)

)]

ox

1
== 10
by [bZ-4b,0b,-7) (19)

b,
Tt
87)(: b12 _4b2 (bo _y) (1)

ab, 2b,

7__(b,+</bf—4b2(bo—f/))_ b, -y) i
b, 2b; b, b} —4b, b, - )( )

Considerando cov(x,y) = r(x.y)u u e substituindo as derivadas
parciais, se chega a Equagao 13, que calcula a incerteza padrio com-
binada de x em uma curva de calibracdo com ajuste quadratico:
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2

b,
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} 40,60,
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2b} bz\/b12*4bz(bo -y) :
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1
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[COVy b,
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7 —4b, Q’o ) 2b7

(13)

onde, u;, = %ﬁ; para n nimeros de medi¢des para determinar y,.
Simulac¢do de Monte Carlo (SMC)

A simulag¢do de Monte Carlo tem este nome devido a famosa
roleta de Monte Carlo, no Principado de Mdnaco. Seu nome, bem
como o desenvolvimento sistematico do método, data de 1944,
durante a Segunda Guerra Mundial, utilizada como ferramenta de
pesquisa para o desenvolvimento da bomba atdmica.

A simulagdo de Monte Carlo gera, aleatoriamente, intimeros
dados para varidveis consideradas incertas, simulando assim, basea-
do nas suas distribui¢oes de probabilidade, combinagdes de valores
dessas varidveis que levam a resultados que sdo o foco da andlise.

Este método consiste na substitui¢do do estudo de um processo
fisico ou matemadtico por um modelo probabilistico que possa tratar
problemas deterministicos por meio de amostras aleatérias ou por
meio de nimeros pseudo-aleatorios gerados por um computador.

Uma importante utilidade da simulagéo de Monte Carlo®® consiste
na possibilidade de validagio dos célculos executados pela abordagem
do ISO GUM.” Contudo, é complexo quantificar os efeitos das aproxi-
magdes envolvidas, tais como ndo linearizacao do modelo matematico,
inaplicabilidade da férmula de Welch-Satterthwaite e a distribui¢ao ndo
normal da grandeza de saida. Neste sentido, sempre quando houver
dudvidas com relagéo a adequagio do método do ISO GUM, os célculos
devem ser validados de alguma forma. A simulacdo de Monte Carlo,
associada a utilizacdio de softwares computacionais, pode ser uma al-
ternativa para validar tais cdlculos, ja que a propagacao de distribui¢des
é uma generalizac@o da lei de propagagdo de incertezas (LPU).’

De acordo com Cox e Harris,' o método de Monte Carlo, dife-
rentemente do ISO GUM, utiliza o conceito de propagacao das dis-
tribui¢des de probabilidade das grandezas de entrada e nio somente a
propagacdo das incertezas das grandezas de entrada, como preconiza
o outro método. Ou seja, toda a distribui¢@o de probabilidade de cada
fonte de incerteza € propagada através da equagdo da medigdo.

De acordo com o BIPM,’ com o método de Monte Carlo, as fungdes
densidade de probabilidade das grandezas de entrada sio propagadas
pelo modelo matematico da medicéo para obter uma fungo densidade
de probabilidade (PDF) para a grandeza de saida, o mensurando. Desta
forma, a distribuiciio da grandeza de saida ndo € assumida a priori,
como acontece no método do ISO GUM, mas calculada a partir das
distribuicdes de probabilidade das grandezas de entrada.!!

As bases para a aplicacao da simulag@o de Monte Carlo no célculo
da incerteza consistem em selecionar aleatoriamente um nimero de
uma distribuicdo de possiveis valores para uma grandeza de entrada
e repetir o procedimento para as outras grandezas de entrada.
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Cada valor obtido aleatoriamente é considerado no modelo ma-
temdtico da medi¢do e um resultado €, entdo, obtido para a grandeza
de saida. Este passo € repetido n vezes, de forma independente, a fim
de avaliar a func¢io densidade de probabilidade do mensurando.

Para a estimativa x de um valor da grandeza multivariada X e
matriz de incerteza correspondente (matriz de covariancia) V, a PDF
Gaussiana multivariada N(x, V) é a apropriada para o valor de X.°

Validacio do modelo

Para a comparacio de resultados de incerteza calculados pelos
métodos do ISO GUM e de Monte Carlo, BIPM recomenda um
procedimento baseado no nimero de algarismos significativos ex-
pressos nos célculos.’

O procedimento de comparagdo € baseado na seguinte premissa:
determinar se os intervalos de abrangéncia obtidos pela lei de pro-
pagacdo de incerteza e SMC concordam com o grau estipulado de
aproximacdo. Este grau de aproximagao ¢ determinado em termos
dos limites dos intervalos de abrangéncia e corresponde aquele dado
pela expressdo da incerteza padrdo, que € observada em termos de
algarismos significativos.

A seguir, sdo apresentados os passos recomendados para esta
comparagdo, segundo BIPM:’ calcular a incerteza expandida de
acordo com a metodologia do ISO GUM; aplicar os procedimentos
de calculo de incerteza segundo o método de Monte Carlo; deter-
minar o nimero de algarismos significativos n que se deseja ter na
incerteza padrdo combinada, geralmente n = 1 ou n = 2; expressar o
valor da incerteza padrdo combinada pelo método do ISO GUM como
ax 10’, onde a é um nimero com 7 algarismos inteiros e # um niimero
inteiro; calcular a Equacgdo 14 para determinar um valor critico de
diferencas entre as incertezas:

5=1107 (14)
2

comparar as incertezas de acordo com a Equagio 15:

dabar’xo = ‘X - U(X)_ X

s d :‘X+U(X)_Xacima‘ (15)

abaixo acima

onde: x € a estimativa da média pelo método de Monte Carlo; U € a
incerteza expandida pelo método do ISO GUM, para um determinado
nivel de confianga; x, . ex . sdo os valores obtidos pelo método
de Monte Carlo nos correspondentes percentis, tendo em vista o nivel
da confianca estipulado no cédlculo pelo método do ISO GUM.

Se a Equacdo 15 gerar nimeros menores que o valor critico
calculado pela Equagdo 14, os resultados das incertezas sdo com-
pativeis para aquele dado nimero de algarismos significativos e
para aquele nivel da confianga. Caso contrario, os resultados nio
sdo compativeis no dado nimero de algarismos significativos e

nivel de confianca.
RESULTADOS E DISCUSSAO

O modelo proposto foi aplicado a avaliagio de incerteza na deter-
minacdo cromatogréfica de benzatona (C) a partir da construgio de
curva de calibracdo para seis diferentes concentracdes. Estes dados
foram adaptados da ref. 5. Foram feitos dois ajustes de curvas de
calibragio pelo método de minimos quadrados: linear e quadratico. A
variancia homocedastica € considerada e se assume que as incertezas
dos valores da abscissa sdo despreziveis em relagdo as incertezas
dos valores da ordenada. Por esta razdo, os procedimentos usuais de
célculo da incerteza para a concentragio da benzatona (C) somente
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refletem a incerteza na altura do pico e néio na incerteza dos padroes de
calibragdo, nem nas inevitdveis correlagdes induzidas pela sucessiva
correlacdo da solugdo estoque.

O desvio padrdo e a covariancia foram calculados pelo software
Matlab, a partir da Equacio 3.

Seis padrdes de calibragdo foram utilizados, fornecendo os valores
apresentados na Tabela 1.

Tabela 1. Dados da curva de calibragdo cromatografica da benzatona

ic;n}cjﬁntraqﬁo, Altura do pico, cm

0,0133 0,1836 0,1787 0,1837 0,1806 0,1861
0,0665 09373 09177 09224 - -
0,3325 4,6227 4,6280 4,6256 - -
0,6650 9,6905 9,9405 9,5754 - -
0,9975 14,7607 15,0113 14,9641 - -
1,3300 21,3001 20,2700 20,5719 20,3540 -

Curva de calibracfio linear: y =b, + b, x
Os resultados do ajuste linear sdo dados na Tabela 2, com um
coeficiente de correlagdo r de 0,9992. O desvio padrio residual S €

0,2296 € a covariancia entre b € b, € -0,0054.

Tabela 2. Ajuste linear

Valor Desvio padrao
, 15,2910 0,0992
-0,1870 0,0742

Analisando somente o coeficiente de correlagdo que estd muito
préximo a unidade, sugere que o ajuste da equagdo estd excelente,
mas na verdade apresenta falta de ajuste. Quando se calcula a relacéio
entre a média quadrdtica da falta de ajuste e a média quadratica do
erro puro, MQ, /MQ, , se encontra um valor de 19,56, que € maior
que F, .=3,06 (95% de confianca). Tal afirmativa € ratificada pelo
gréfico de residuos da regressdo, que nao estd distribuido aleatoria-
mente em torno do zero, apresentando um padrdo que se assemelha

a uma pardbola (Figura 1).

0,5 1
.
7] >
S s :
g 0
= T T )
[}] ’
@ $
.
¢ -
.
-0,5 -
0 0,5 1 1,5
Concentragao

Figura 1. Andlise de residuos de ajuste de 1 ordem

E possivel se observar pela Figura 1, que representa a analise de
residuos deste ajuste, que este modelo ndo € adequado.
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Curva de calibragdo nio-linear: y = b, +b,x + b, x*

Para tentar eliminar a falta de ajuste, foi acrescentado um termo
quadritico, e se chega a um modelo com trés pardmetros. Os resul-
tados encontram-se na Tabela 3, com um coeficiente de correlagdo r
de 0,9998. O desvio padrio residual S € 0,1034.

Tabela 3. Ajuste quadratico

Valor Desvio padrao
b, 1,1383 0,1308
b, 13,8214 0,1747
) -0,0133 0,0389
Cov,y,, -0,0045
Cov,y 0,0026
Cov -0,0221

blz,b2

O aumento do valor de coeficiente de correlagdo ndo aparenta ser
significativo, mas examinando o gréfico de residuos — distribui¢ao
aleatdria em torno do zero (Figura 2) € possivel se constatar que o
modelo quadrdtico € superior, e ja ndo apresenta falta de ajuste. Para
ele, alids, MQ, /MQ, = 0,142, valor que, por ser inferior a um, nos
dispensa de fazer o teste F.

Residuos

0 0,5 1 1,5

Concentragao

Figura 2. Andlise de residuos de ajuste de 2° ordem

Validacao da metodologia

Os valores obtidos, para os modelos linear e quadratico, res-
pectivamente, séo utilizados nas Equacdes 2 e 13, para o cdlculo da
incerteza da concentrag@o.

Em seguida, a fim de validar o modelo quadratico desenvolvido na
Equagdo 13, por simulagido de Monte Carlo, conforme recomendacao
do Suplemento 1 do GUM, 30.000 dados aleatérios para os coeficientes
b,, b, e b, foram gerados, utilizando a distribui¢do Gaussiana multiva-
riada, pela fungdo RMVNORM, no software R versdo 2.4.0 (2006) e
para a grandeza y utilizando a distribuigo retangular pelo Excel.

Neste trabalho, a incerteza expandida a um nivel de confianga de
95,45% foi considerada, baseada no fator de abrangéncia de 2, como
recomendado na literatura em Quimica Analitica.

Para resultados de incerteza padrdo em torno de 0,007 mg
L', usando a regressdo quadratica por SMC, estes podem ser
expressos como 7 x 103 mg L, e assim a = 7 e 7 = -3. Logo

3= 110* = 110*3 =0,0005.
2 2

As colunas U(x) e U(x )M niieo APTESENTAM @ incerteza expan-
dida pela LPU, para regressdes linear e quadratica, respectivamente.
As colunas SMCed,  ;d . foram calculadas para os percentis
2,275e97,725% e V define se os resultados foram validados para um
algarismo significativo, porque o valor critico € 0,0005.

Na Figura 3, observa-se a curva da fun¢@o densidade de proba-
bilidade Gaussiana, a partir da lei de propagacio de incerteza para o

ponto em negrito da Tabela 4. O par interno de linhas verticais define

linear

Quim. Nova

um intervalo de confianga de 95,45% para a concentrag@o proveniente
da LPU baseada na PDF. O par externo de linhas verticais define um
intervalo de confianga de 95,45% para a concentracéo proveniente do
histograma a partir da SMC baseada na PDF. Como a faixa de incer-
teza pela LPU estd contida no intervalo dado pela SMC, confirma-se
a validag¢do do modelo proposto.

0,4 1

0,3

PDF

0,2 4

0,11

0,0
0,620 0,640 0,660 0,680 0,700 0,720

Concentragao, mg/L

Figura 3. Fungdo densidade de probabilidade e intervalos de confianga

CONCLUSOES

O presente trabalho descreve uma metodologia para avaliagdo de
incerteza, baseada na LPU, em curvas onde o melhor ajuste € o de
ordem dois e a valida para um algarismo significativo, contra o SMC.

Ao se comparar valores de incerteza determinados caso a distri-
bui¢do tivesse sido ajustada através de um polindmio de primeiro grau,
observou-se que a incerteza de medicao chega a ser superestimada
em mais de 100%, em relagdo ao ajuste quadratico.

Em um ajuste ndo-linear, deve-se avaliar o efeito da covariancia/
correlagdo entre as grandezas de saida, que normalmente € desprezado
em Quimica Analitica.

Um elevado coeficiente de correlagdo (>0,999) ndo determina
por si s6 o melhor ajuste de uma curva; deve-se sempre realizar uma
andlise de residuos e o teste F.

Este estudo € especifico para comportamento de dados homoce-
dasticos e considera desprezivel a incerteza dos padrdes de calibrag@o,
eixo x. Estes casos serdo assuntos de proximos trabalhos.
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