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Educacao

THE MASTER EQUATION: REACHING THE EQUILIBRIUM. In the last years, a great interest in nonequilibrium systems has
been witnessed. Although the Master Equations are one of the most common methods used to describe these systems, the literature
about these equations is not straightforward due to the mathematical framework used in their derivations. The goals of this work

are to present the physical concepts behind the Master Equations development and to discuss their basic proprieties via a matrix

approach. It is also shown how the Master Equations can be used to model typical nonequilibrium processes like multi-wells

chemical reactions and radiation absorption processes.
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INTRODUCAO

Por mais que os fisico-quimicos desejem que os sistemas estejam
em equilibrio, a natureza ndo estd em equilibrio. Toda a vida depende
de uma for¢a motriz que, por sua vez, € gerada por sistemas fora do
equilibrio. Por exemplo, tanto o movimento dos mares como o fluxo
de energia entre corpos a temperaturas distintas, como o Sol e 0 nosso
planeta, sdo baseados em processos fora do equilibrio.

Estes fendmenos fazem com que a necessidade de se estudar
processos fora do equilibrio seja inquestiondvel. Apesar disso, pouco
¢é discutido a respeito desses sistemas em cursos de pds-graduacio,
e muito menos nos cursos de graduagdo. A dependéncia temporal
desses sistemas € deixada em segundo plano, mesmo ji fazendo cerca
de meio século que um dos primeiros sistemas fora do equilibrio,
a reacdo de Belousov-Zhabotinsky,'? tenha sido descoberto. Mais
chocante ainda € o fato dessa mesma reagdo ser utilizada ampla-
mente em demonstragdes de quimica sem que o significado por tras
de atrativas mudancas de cor, os processos fora do equilibrio, seja
realmente discutido.

A utilizag@o do equilibrio termodindmico como abordagem mais
simples aos problemas de interesse acaba nos acomodando, fazendo
com que a natural evolucdo do estudo para sistemas fora do equilibrio
seja, pelo menos até o momento, negligenciada.

O formalismo da Mecanica Estatistica, apesar de ser comumente
tratado para processos de equilibrio, também pode ser utilizado para
descrever processos fora do equilibrio. Sabemos que no equilibrio €
necessdrio se obter a fun¢@o de parti¢do, grandeza responsdvel por
descrever as propriedades do sistema em estudo. Fundamentalmente,
essas fungoes de parti¢ao dependem das probabilidades de ocupacio
dos estados de um determinado sistema. Ao se estudar sistemas fora
do equilibrio, essas probabilidades de ocupagdo variam no tempo,
assim como as propriedades do sistema. Nao basta, entdo, somente
conhecer a probabilidade de ocupagdo dos estados no equilibrio, €
necessdrio acompanhar a evolugdo temporal dessas probabilidades.

A solugdo para esta questdo € descrever as probabilidades as-
sociadas a um sistema através de sua dependéncia temporal. Para
tanto, diversos métodos e técnicas foram desenvolvidos. Dentre essas
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técnicas, discutidas anteriormente na literatura,® se encontram as equa-
¢des de Fokker-Planck, equagdes de Langevin, Equacdes-Mestras,
entre outras. As Equacdes-Mestras, objetos do presente artigo, serdo
discutidas devido a possibilidade de serem usadas em diversas dreas
do conhecimento, inclusive na Quimica.

Um exemplo de aplicabilidade das Equagdes-Mestras que nos €
palpavel € no campo da Cinética Quimica. Como se sabe, ha diversos
métodos matemadticos para descrever a dindmica de reagdes quimicas.
Um deles € o famoso método deterministico das equacdes de velo-
cidade de reacdo, com o qual os estudantes estdo habituados a lidar
em problemas de Cinética Quimica. No entanto, este método sé €
preciso quando o nimero de moléculas € muito elevado, permitindo
um tratamento através de um ponto de vista continuo, pressuposto a
partir do uso de concentracdes nas equagdes de velocidade. Quando
existem cerca de dezenas ou centenas de moléculas, a aleatoriedade
do sistema néo pode ser ignorada, exigindo que métodos estocdsticos,
como a modelagem por Equacgdes-Mestras, sejam utilizados.

Apesar da literatura mais fundamental a respeito de Equagdes-
Mestras se restringir basicamente a livros e artigos cientificos nos
campos da Matematica e da Fisica, muitas aplica¢des das Equagdes-
Mestras podem ser encontradas na literatura. Destacam-se, como
exemplos, a modelagem de catdlise enzimdtica,* mecanismos de
controle do relégio bioldgico de organismos,’ cinética de difusdo de
dtomos em ligas metélicas fora do equilibrio,® transporte de solutos
em meios porosos,’ produtos de combustio e reagdes radicalares,®’
estudo da composicao de fase de agregados atomicos,'” dinimica de
corpos em aceleradores de particulas,'' entre muitas outras. Como
vemos, as aplicacdes das Equagdes-Mestras podem ser encontradas
em todos os ramos da ciéncia, desde a Biologia a Fisica elementar,
sendo a Quimica uma das dreas que atualmente mais faz uso das
Equacdes-Mestras para resolver problemas de sistemas fora do
equilibrio.

Em virtude da crescente importancia desses sistemas no dia-a-dia
do quimico, € vital se conhecer os fundamentos e os conceitos fisicos
por detras das formulacdes matemaéticas deste método de resolugdo.
Este artigo busca apresentar ao leitor quimico tais aspectos. Ao se
familiarizar com as Equacdes-Mestras, alunos de graduagdo podem
reconhecer as limitacdes de alguns modelos ensinados nos cursos
de Quimica para tratar de sistemas muito pequenos ou de poucos
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corpos, enquanto alunos de pds-graduacio e pesquisadores podem
reconhecer nas Equagdes-Mestras um método vidvel para estudar
seus problemas de interesse.

Para explorar as caracteristicas dessas equagdes, o presente artigo
€ dividido de forma a conceituar e deduzir as chamadas Equacdes-
Mestras, discutir algumas de suas propriedades mais relevantes,
exemplificar sua utilizagdo com um simples sistema que possibilite
compreender os conceitos fisicos envolvidos e, por fim, ilustrar aplica-
¢oes nas quais esta modelagem € utilizada, como reagdes quimicas de
miuiltiplos pocos e a dissociagdo de fons induzida por radiagdo térmica.

A EQUACAO-MESTRA
Qual o significado da Equacao-Mestra?

De modo geral, quando nos referimos a Equacao-Mestra, estamos
mencionando um conjunto de equagdes que descrevem a evolucdo
temporal de probabilidades de um determinado sistema.

Partindo para uma definicdo matemadtica mais especifica, as
chamadas Equacdes-Mestras sdo equagdes equivalentes as equacdes
de Chapman-Kolmogorov'?!* para processos markovianos, com
a vantagem de serem de mais facil manipulacdo e mais proximas
aos conceitos fisicos envolvidos. Resumidamente, equacdes de
Chapman-Kolmogorov descrevem a distribui¢io de probabilidades
em um sistema qualquer, tendo aplicagdes mais amplas ao custo de
uma forma mais hermética. Por sua vez, processos markovianos sao
processos nos quais as probabilidades futuras sdo aleatdrias e sem
memoaria, ou seja, um sistema onde a probabilidade de um determina-
do estado futuro depende somente do estado atual e nao de qualquer
outro estado anterior.'*

Dessa forma, se conhecermos a evolug@o temporal de proba-
bilidades de ocupacio dos estados de um sistema em funcdo do
tempo, podemos determinar como quaisquer propriedades médias
desse sistema variam em funcdo do tempo. Isso € possivel, pois uma
propriedade média (x) qualquer pode ser obtida pela Mecénica Es-
tatistica através da relacdo (x) = X, p,x; onde p, é a probabilidade de
ocupagdo de um estado i qualquer e x, uma dada propriedade tomada
para o mesmo estado i. Cabe lembrar que podemos calcular qualquer
propriedade (x), mas isso sé terd sentido se esta propriedade estiver
definida no instante para o qual foi calculada. Ou seja, se utilizarmos
esse cdlculo para um instante fora do equilibrio, a propriedade (x)
deve estar definida fora do equilibrio.

O intuito da Equagao-Mestra €, portanto, determinar a evolu¢do
temporal de um conjunto de probabilidades de ocupagdo dos estados
do sistema. Como as transi¢des de populagdo entre estados influen-
ciam estas probabilidades de ocupacio, € necessdrio determind-las
por equagdes acopladas, o que serd visto mais adiante. Através da
descricdo dessas probabilidades, € possivel modelar sistemas fora
do equilibrio, o que, em tltima anélise, € o objetivo destas equagdes.

Na préoxima sec¢do serd ilustrado um modo de se obter uma
expressdo para a Equacdo-Mestra. Apesar desta dedug@o ndo ser
genérica como outras encontradas na literatura,'*'>'¢ ela deixa claro
0 conceito existente por trds dessa modelagem.

Obtendo a Equacio-Mestra

Suponha um sistema que possua k estados de configuracio, em
que estes estados podem representar posi¢des, energias, cores, ou
quaisquer condigdes especificas do sistema.

Queremos calcular a quantidade de elementos N(t) que podem
ser encontrados em um estado / qualquer, em um instante 7 qualquer.
Considerando que o sistema ¢ sem memoria, podemos calcular
a variagdo do nimero de ocupa¢do de um determinado estado /,
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AN,, entre o instante ¢ presente e um instante futuro ¢ + At, com At
suficientemente pequeno. Tal variagdo corresponde ao nimero de
elementos que partem de qualquer estado e chegam ao estado de
interesse descontados do nimero de elementos que deixam o estado
para se tornarem parte de qualquer outro estado do sistema, ou seja:

AN,())=N/(t+A)—N,(t) = {AP, (ON,(1) + AP (ON,(0) + ... + AP (ON (1)}
—{AP, (ON(1) + AP, (ON(1) + ... + AP (ON (D)} (1)

onde / € um estado qualquer entre (1,2, ..., k), P, (1) = P, (D), i=(1,
2,....,k),j=(1,2, .., k) representa a probabilidade infinitesimal de
que ocorra transi¢do para um elemento ir do estado j para o estado
i no intervalo de tempo At e N(f) representa o nimero de ocupagio
do i-ésimo estado do sistema em um instante 7 qualquer.

Na Equacio 1, o primeiro termo entre chaves representa o niimero
de elementos que “passam” para o estado /, enquanto o segundo termo
entre chaves representa o nimero de elementos que “partem” deste
estado / para quaisquer outros estados do sistema. Assim, por exem-
plo, a quantidade AP, (£)N,(t) corresponde ao acréscimo infinitesimal
durante o intervalo de tempo At no nimero de ocupagio do estado /, le-
vando em considerac@o apenas as transi¢cdes que partiram do estado 1.
O acréscimo infinitesimal total no nimero de ocupacio do estado /,
ocorrido no intervalo Az, € dado entdo pela soma de todos os termos
que estdo dentro da primeira chave no lado direito da Equagdo 1. Do
mesmo modo, a soma dos termos dentro da segunda chave do lado
direito da Equacdo 1 dd o decréscimo infinitesimal total no nimero
de ocupacdo do estado /, ocorrido no intervalo At.

Dividindo a Equacgao 1 pelo nimero total de elementos /N, onde
N = Zf N, e considerando a variac@o da probabilidade de ocupagdo
AP, como AP,;=AN,/N em um intervalo de tempo At suficientemente
curto, temos:

AP,(t) = (AP, ,(OP () + AP ()P(1) + ... + AP ()P ,(1)) —
(AP (DP (1) + AP, (DP /(1) + ... + AP (DP (1) )

Como pode ser observado pela Equagdo 2, as probabilidades
de ocupagdo sdo dependentes entre si e, portanto, as equagdes nio
podem ser resolvidas separadamente. E necessario se resolver simul-
taneamente o conjunto de / equagdes AP, com [ = (1, 2, ..., k). Isso
pode ser representado através de uma notag@o matricial (neste texto
se utilizam letras em negrito para representar grandezas matriciais):

AP] AP1‘1P1+ AP1’2P2 + -+ APl,kPk
APZ AP2’1P1+ AP2‘2P2+ ”'+ APZ,kPk
AP = AP3 == AP3’1P1+ AP3'2P2+ "'+ AP3'kPk -
APk APk,lpl + APk,ZPZ + -+ APk,kPk
APy 1Py + AP, Py + -+ AP Py
APl,ZPZ + AP2'2P2 + -+ APk,ZPZ
AP1,3P3 + AP2’3P3 + A + APk'3P3 (3)
APl,kPk+ APZ,kPk+ "'+ APk,kPk

onde as grandezas AP, = AP, (1) e P, = P (1) para facilitar a notag@o.
Trabalhando com estas matrizes, podemos reescrevé-las como um
produto de matrizes da seguinte forma:

AP, APy, -+ APy P,
AP, AP, -+ APy P,
AP = AP3,1 AP3,2 AP3‘k P3 o

APk,l APk,Z AP‘kJ( Pk
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P 0 0 - 0 APy APy - APy

1
0 P2 0 (X 0 APLZ APZ,Z .. APk,Z 1
0 0 Py - 0 AP 5 APy5 - APys 1| @
0 0 = 0 P/ \APy APy - 8P/ \1

A operacdo acima somente separou as matrizes da Equacdo 3
em um produto de matrizes. No primeiro termo do lado direito, a
matriz foi separada em uma matriz que descreve as probabilidades de
transicao, e outra que descreve as probabilidades de ocupacio, assim
como no termo negativo, com excec¢io da matriz unitaria, necessaria
para que a multiplicagdo descrita na Equagdo 4 seja equivalente a
Equagdo 3.

Definindo a matriz de probabilidades de transi¢@o infinitesimais
T como

AP1,1 APl_z APl_k
AP, AP, AP,
T= AP;; AP, AP
APey APy - APk

pode-se representar a Equac@o 4 na forma da soma abaixo para um
determinado estado de interesse / qualquer:

AP, = Z(ATl_um — ATy Py), )
m

onde o indice da somatéria m = (1, 2, ..., I, ..., k) e AT, representa
o termo da [-ésima linha e m-ésima coluna da matriz 7. Assim, a
variagdo da probabilidade de ocupagdo para um determinado estado /
qualquer € dada pela transi¢do de qualquer um dos estados do sistema
para o estado [ (%, (AT, P,)) descontado de todos os elementos que
partem do estado / para qualquer estado m (¥, (AT, P,)), em um
dado intervalo de tempo infinitesimal At.

A Equagio 5 é chamada de Equagio de Markov,'¢ por ser a equa-
¢do que relaciona a probabilidade futura com a probabilidade atual
através de uma matriz de probabilidades de transi¢io entre estados.

Como estamos interessados em descrever a evolucio temporal das
probabilidades de ocupagdo de um determinado sistema a partir da
Equac@o 5, que é uma diferenga discreta entre os momentos e ¢ + Af,
podemos reescrevé-la na forma diferencial, ou seja, para Ar — 0,

obtendo assim a equacao Equacao-Mestra'>!*!”

m,l

dP,
L= (WP = WiniP), ©
m

onde W, representa o termo da /-ésima linha e m-ésima coluna da

matriz W, chamada matriz de coeficientes de transi¢do, dada por:

Re1 Rpz = Rik

onde R,;=dP, ;/dt . Cabe ressaltar que, como P, ;€ uma probabilidade,
aunidade de R, € [unidade de tempo] ™, ou seja, R, ; € uma frequéncia
de transicdo entre os estados j e i.

A Equagdo 6, chamada Equagdo-Mestra, descreve a evolugdo
da probabilidade de ocupagdo dos estados de um determinado siste-
ma. Neste ponto cabe dizer que a nomenclatura “Equacio-Mestra”
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ndo € a mais recomendada por ndo ser especifica o suficiente. Essa
nomenclatura vem do seu primeiro uso na literatura,'® no qual essa
equacdo foi utilizada para deduzir uma série de outras equagdes e,
portanto, foi denominada “Mestra”, ou seja, aquela que guia e conduz.
A nomenclatura mais recomendada para uma equacao que relacione
mudancas de probabilidades em fun¢o do tempo seria “equagdes-M”,
seguindo sugestdo de M. Kac.!? Cabe ressaltar que, dependendo das
consideragdes feitas na deducdo de Equagdes-Mestras, podemos obter
variagdes da Equacdo 6. Um nome mais especifico para a equacdo
deduzida aqui seria “Equagdo-Mestra de Pauli”, em referéncia a uma
equagdo de mesma forma, deduzida por Pauli.

Algumas propriedades das Equacdes-Mestras

A forma da Equacdo 6 nos permite facilmente analisar seu signi-
ficado. O primeiro termo, positivo, descreve todos os termos m que
ddo origem a termos /, e é conhecido como “termo de ganho”. Da
mesma forma, o segundo termo, negativo, ¢ chamado de “termo de
perda”, justamente por relacionar a saida de termos de / para qual-
quer outro estado do sistema. A mesma observagio pode ser feita de
maneira mais direta a partir da Equacgdo 2, usada para a dedugdo da
Equagdo-Mestra. Desta forma, a Equag¢ao-Mestra € uma equagao de
ganho e perda para as probabilidades de ocupagdo dos estados do
sistema ao longo do tempo.

Além disso, cabe ressaltar que esta equagdo pode também ser
escrita na forma continua ao invés de ser construida para estados
discretos, possibilitando uma maior abrangéncia de sistemas mode-
lados. Entretanto, em algumas aplicagdes em que a forma continua
da Equacdo-Mestra poderia ser usada, certo intervalo de estados
continuos de caracteristicas proximas sdo agrupados, causando uma
discretizagdo do sistema continuo.

Um exemplo destes estados continuos seria, por exemplo, na
andlise de cores. Se podem existir todas as cores da escala entre o
vermelho e o violeta, e definirmos um estado para cada uma dessas
cores, teremos um sistema continuo. Entretanto, estados que possuam
as mesmas caracteristicas, ou seja, cores muito préximas, podem ser
considerados como uma s6 cor. Dessa forma, todo o nosso espectro de
cores pode ser resumido em 8, 16, 32 ou, por exemplo, 256 milhdes
de cores, como fazem algumas placas de video de computadores.

Cabe lembrar também, que por ser deduzida diretamente de uma
equacdo de Markov, ou seja, por descrever processos sem memoria,
a Equac@o-Mestra segue as propriedades das equacoes de Markov. !

Uma dessas propriedades que nos € relevante € o comporta-
mento limite dos vetores-estado de uma equagdo de Markov. Esse
comportamento pode ser descrito da seguinte forma: Se o tempo de
um processo de Markov tende para o infinito, # — o, 0 autovetor
P converge se, e somente se, a matriz T e, consequentemente, W,
forem matrizes regulares, ou seja, se tiverem todas as suas entradas
positivas, ou se existir qualquer poténcia s,(s € nimeros naturais),
tal que (T)* tenha todas as suas entradas positivas.

Esse teorema, cuja deduc@o pode ser encontrada na literatura,” se
reflete na Equagdo-Mestra. Quando ¢ — oo, 0 autovetor P converge,
P — P, onde P, representa o vetor de probabilidades de ocupagdo
do sistema quando este estd no equilibrio, ou seja, quando ndo ha
mais troca liquida entre os estados do sistema.!” Isso quer dizer que
se a matriz W € regular, o que ocorre na maioria das aplicag¢des, pois
as probabilidades sdo positivas, o sistema tende ao equilibrio, e a
Equagdo-Mestra € capaz de descrevé-lo até esse instante.

Apesar desta imposicao restringir o uso da Equagao-Mestra,
veremos que a maioria dos sistemas de interesse caminha para o
equilibrio e, portanto, possuem matrizes de coeficientes de transicio
regulares. Esses sistemas sdo criados por perturbacdes pequenas no
equilibrio e, por isso, tendem a retornar a essa condicao. Isso se deve
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ao fato de que tais fendmenos se encontram no regime linear, onde
pequenas perturbagdes do equilibrio ndo sdo suficientes para dirigir
o sistema por bifurcagdes que o distanciariam do equilibrio. Neste
regime linear sdo vélidas as leis de Onsager e o comportamento do
corpo ¢ uma extensio linear do seu comportamento no estado de
equilibrio. Ademais, cabe dizer que, quando a matriz W puder ser
fatorada em mais de uma matriz, esse sistema converge para uma
das possiveis configurag¢des de equilibrio.

Outra caracteristica que deve ser ressaltada € que a Equagdo-
Mestra exibe, para um sistema fechado e no equilibrio, balango
detalhado'>!” para cada par de estados do sistema. Ou seja, no equi-
librio, o que parte de um estado i em dire¢do a um estado j € igual
ao que parte desse estado j em dire¢do ao estado 7, como mostra a
Equacio 7:

Wibiy = Wiy )

Como vemos, essas propriedades sdo as mesmas que encontramos
para processos quimicos corriqueiros, o que faz a modelagem por
Equagdo-Mestra ser adequada para estes processos.

A seguir, iremos trabalhar um exemplo ilustrando o processo de
decaimento radioativo. Apesar de simplificado, esse exemplo ajuda
a ilustrar os conceitos envolvidos na utilizacdo da Equa¢ao-Mestra,
além de permitir comparacao direta com o problema fisico modelado.

Decaimento radioativo

O objetivo desta secdo € aplicar a modelagem por Equagao-Mestra
a um sistema simples, o decaimento radioativo de um elemento
quimico, como sugerido na literatura.’* Tomando, por exemplo, o
decaimento de **°U (representado adiante somente como U) a »'Th
(representado adiante somente como Th), iremos considerar um siste-
ma de dois estados, o estado “Uranio” representado por U e o estado
“Tério” representado por 7. Entende-se, nesse contexto, que N (f), o
numero de ocupacio do estado X, corresponde ao nimero de dtomos
de X presentes na amostra em um determinado instante qualquer.

Vamos considerar também os coeficientes de transic@o entre os esta-
dosUeT,R;;, =R, =K, ataxa (ou frequéncia) de decaimento radio-
ativo. Nesse caso, todos os outros coeficientes sao tomados como zero,
jd que dtomos de U ndo geram novos dtomos de U (R, =R ,_,,=0),
atomos de Th ndo geram novos dtomos de Th (R, = R, ,=0) ¢
ndo ocorre a formagdo de U a partir de Th (R, = R, = 0). Dessa
forma, a Equacdo-Mestra (6) para o sistema pode ser escrita como
dp/dt=%,(W,P,-W,P).Assim, temos:

ar _ i(PU> _ (PURU,U + PTRU,T) _ (PURU,U + PURT,U)
dt — dt\Pr) \PyRry+ PrRrr PrRyr + PrRyr

Substituindo os valores dos coeficientes de transferéncia, temos:
d_P_i(PU):(0+0>_(0+xPU) ®
dt  dt\Pr kPy +0 0+0

Para resolvermos essa equagdo, podemos escrever a equagao
matricial como duas equacdes diferencias acopladas:

dpy
— = —KkPy
dt 9)
apy
@ = TP

Integrando a primeira equacio e considerando que no inicio s6
existem elementos no estado “Uranio” (P,(0) =1e N, (0) = N) temos:
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P = €™

N(t) = N,(0)e™ (10)

O resultado da Equacdo 10 € exatamente o que se espera para
um processo de decaimento radioativo, onde N, (0) € o nimero de
elementos no estado “Uranio” no tempo # = 0.

Esse exemplo simples ilustra trés pontos importantes. Primeiro,
vemos que a fisica do problema ¢ definida pela matriz W, e que €
alterando os coeficientes de transporte que podemos modelar sis-
temas diferentes. Nesse sentido, podemos facilmente modelar, por
exemplo, elementos de Th regenerando U simplesmente tornando o
coeficiente de transi¢do de “Tério” para “Uranio” R, > 0. Cabe
ressaltar que, neste caso, reagdes sucessivas podem também ser
modeladas, bastando aumentar o nimero de estados e definindo W
de maneira conveniente.

Segundo, vemos pelas Equacdes 9 que o sistema exibe balanco
detalhado, ja que a taxa de consumo de U, |dPU/dt| ¢é igual a taxa
de formagdo de Th, |dP,/dt | Isso ¢ reflexo dos principios funda-
mentais da Quimica, que afirmam que a matéria nao pode ser criada
ou destruida.

Por fim, podemos ver que se a matriz de coeficientes de transi¢do
ndo for suficientemente simples, a solug@o se tornard mais trabalhosa.
Em muitos casos, a complexidade € tdo elevada que é impossivel
escrever uma solugdo analitica. Entretanto, se 0 mesmo motivo nio
¢ suficiente para invalidar o uso da Mecanica Quantica, também nio
0 serd para este caso.

Assim, a proxima se¢@o serd dedicada a métodos de resolucio
das Equacdes-Mestras, principalmente aos métodos de resolucdo
numéricos.

Resolvendo a Equacao-Mestra

Apesar da Equagdo-Mestra poder ser resolvida analiticamente
para alguns sistemas simples, que possuem condi¢des de contorno
bem definidas,'> pequenas alteracdes no sistema modelado podem
impossibilitar sua resolucéo.

Suponha, por exemplo,'® que desejamos modelar uma reagéo
quimica em um sistema, onde existam 100 moléculas que podem
sofrer reacdes, gerando 2 novas espécies. Sendo assim, cada uma
das 100 moléculas pode ocupar 1 dos 3 estados do sistema (reagente,
produto 1 e produto 2), gerando um total de 100° estados e, conse-
quentemente, 1.000.000 equagdes diferenciais acopladas! Nesse caso
especifico, esse sistema pode ser resolvido para cada concentracio
de espécies, gerando 3 equacdes acopladas. Porém, de forma geral,
apenas para um resumido grupo de aplica¢des sdo obtidas solucdes
analiticas para as Equagdes-Mestras. Nos outros casos, € necessdria
a utilizacdo de métodos de resolu¢do numéricos, ou outras aborda-
gens para a sua resolugdo, tais como, diagonalizacido da matriz de
coeficientes de transi¢do W, expansdo da Equagdo-Mestra em série
de poténcias, entre outros.

Apesar de serem comumente utilizados, tais métodos nio serdo
aqui descritos por ndo serem tao préximos aos conceitos fundamentais
quanto os métodos numéricos, descritos a seguir. Mais informacdes
a respeito de outros métodos de resolugdo podem ser encontradas
na literatura.'>!>15

Dentre os métodos numeéricos, diversas abordagens ja foram
criadas, cada qual mais especifica e eficiente para um problema par-
ticular a ser modelado. Portanto, somente uma explicag@o geral do
funcionamento desses algoritmos numéricos sera realizada.

Um programa tipico para a resolugido da Equacdo-Mestra consiste,
em um primeiro passo, em assumir uma condi¢do inicial para o vetor
de probabilidade P(n), n =0 e de posse da matriz de coeficientes de
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transi¢do W, obter o novo vetor P(n+1), que € tomado como inicio
da préxima etapa (Figura 1).

3

Calcular propriedades
de interesse

Definir
eo.

| «—-

Calcular
P(n)

|

Calcular
w

l

Calcular
Pmn+1)

| I

Figura 1. Diagrama de blocos genérico de um programa para resolugdo da
Equagdo-Mestra. O pardametro k representa o niimero de estados, definido
por suas propriedades; n um passo da simulagdo; W a matriz de coeficientes
de transi¢do; P(n) o vetor de probabilidades de ocupagdo em um passo n,
enquanto a., chamado de parametro de convergéncia, representa o parametro
responsdvel pelo fim do cdlculo

A determinacdo da distribuig@o inicial € feita considerando-se
os niveis energéticos do sistema, mas de forma que esta distribuicio
seja fora do equilibrio.

A matriz de coeficientes de transi¢do W € o que define o pro-
blema fisico a ser estudado. Em alguns casos, esta matriz depende
de propriedades do sistema como, por exemplo, a energia total.
Por este motivo, essa matriz deve ser recalculada a cada passo
do célculo.

Ap6s a determinac@o de um novo valor para o vetor de probabi-
lidades de ocupagdo, propriedades médias (x) de interesse do sistema
podem ser calculadas através da relacdo (x) = X, p,x,. Quaisquer pro-
priedades poderio ser calculadas, entretanto apenas aquelas definidas
fora do equilibrio € que terdo significado fisico.

Como a Equacio-Mestra leva os processos ao equilibrio, o cdlculo
¢ finalizado quando os vetores de probabilidade de dois passos conse-
cutivos forem iguais, dentro de um intervalo arbitréario de tolerancia
definido pelo parametro de convergéncia o (Figura 1).

E inerente ao método descrito acima que o tempo seja considerado
como discreto?! e evolua em passos At. Entretanto, esse procedimento
ndo representa problema, ja que no limite de Az — 0 (ou seja, At
pequeno o suficiente para a escala de tempo do processo estudado)
0s passos de tempo tendem a um comportamento continuo.

Cabe ressaltar que dependendo do processo modelado, estes
passos At podem assumir ordens de grandezas distintas. Supondo,
por exemplo, a simulacdo de um processo no nivel molecular, como
reagdes quimicas, passos extremamente pequenos, da ordem de ps,
serdo necessarios. Entretanto, no caso do decaimento radioativo, cuja
meia vida pode ser expressa em anos, passos da ordem de grandeza de
um més sdo perfeitamente plausiveis. Portanto, € necessdrio escolher
passos coerentes com os fendmenos modelados.

Como para cada iteragdo sdo obtidos os valores das propriedades
médias do sistema, pode-se descrever a evolucio dessas proprieda-
des até que o sistema atinja o equilibrio, bem como seus valores no
estado de equilibrio.

O procedimento acima € genérico e tem como objetivo ilustrar os
passos por trds de uma simulagdo para resolucdo da Equacao-Mestra.
Como cada aplicacdo tem um modo peculiar de ser tratada, a préxima
secdo, além de ilustrar aplicacdes mais especificas, mostra como os
problemas sdao modelados pela Equac¢do-Mestra e como podemos
trabalhar com a matriz de coeficientes de transicdo W e a distribuicao
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inicial de probabilidades P(0) para incorporarmos nossas condi¢des
de contorno no modelo de interesse.

Aplicacdes

Esta se¢do descreve duas aplicagdes das Equagdes-Mestras
encontradas na literatura. Serdo mostradas algumas consideracdes
necessdrias para modelar os problemas de interesse, bem como os
resultados obtidos através de sua utiliza¢@o. O primeiro caso trata da
modelagem de uma rea¢do de combinacdo de radicais, enquanto o
segundo estuda reagdes induzidas por radiacio térmica.

No caso do primeiro exemplo, reacdes entre radicais sdo estuda-
das via Equagdes-Mestras. Tipicamente, radicais apresentam-se em
baixa concentragdo em meios reacionais, inviabilizando um estudo
acurado através das equagdes de velocidade. J4 em uma abordagem
por Equagdes-Mestras, cada um dos diferentes produtos para os quais
os reagentes radicalares podem evoluir representa um estado distinto,
cada qual com uma energia diferente e, portanto, uma probabilidade
de ocupagdo diferente, que muda com o tempo. Tal exemplo € repre-
sentativo de uma grande classe de problemas cinéticos que podem
ser tratados com a Equagdo-Mestra.

O caso do segundo exemplo € ainda mais fundamental e evidencia
a larga aplicabilidade das Equacgdes-Mestras. Processos de absor¢ao
ou emissdo de energia podem gerar estados eletrdnicos, vibracionais
ou rotacionais excitados. Tais espécies excitadas podem reagir de
maneira peculiar, levando a uma mirfade de produtos bastante vasta.
Assim, modelar a distribui¢@o de espécies entre seus possiveis estados
€ importante para se predizer a reatividade de um sistema quimico.
Nesse sentido, mais uma vez, as Equacdes-Mestras se mostram um
método estocdstico poderoso para suprir a limitagdo dos modelos
analiticos continuos e prover uma alternativa a métodos experimen-
tais complexos de contagem de fétons emitidos ou absorvidos, por
exemplo.

Recombinacio de radicais propargil

Miller e Klippenstein,” em 2003, investigaram teoricamente a
distribui¢@o de produtos no equilibrio para a reagio de recombinacio
de radicais propargil (C;H,).

O interesse dos pesquisadores nesse sistema, assim como em
outros radicais,” vem do fato dessas espécies servirem de modelo
para os radicais presentes na combustdo, que por possuirem um alto
tempo de vida, devido a sua estabilizacio por ressondncia, contri-
buem para a formac@o de hidrocarbonetos poliarométicos (HPA) nos
processos de queima.

A reagdo de recombina¢d@o de radicais propargil apresenta uma
superficie de potencial com multiplos pogos, e a relagdo entre as
velocidades de reagdo entre esses pontos estaciondrios determinard,
em ultima andlise, a distribui¢cdo de produtos no equilibrio.

Do ponto de vista da Equagdo-Mestra, esse sistema € descrito da
seguinte forma: a) define-se um estado para cada ponto definido pelos
fundos dos pogos da superficie de energia potencial; b) as taxas de
transi¢do R, ; entre estados sdo tomadas como a velocidade de reagao
entre os pogos, dadas pelas constantes de velocidade microcandnica,
obtidas, por sua vez, pela teoria de reatividade quimica de Rice-
Ramsperger-Kassel-Markus (RRKM).*

Para fins didaticos, a Figura 2 ilustra como sdo considerados os
estados e as taxas de transi¢do para uma reacdo de multiplos pocos
hipotética, andloga a analisada por Miller e Klippenstein.?

Pode-se observar pela matriz W da Figura 2 que as constantes
de velocidade serdo zero para estados nio ligados por um estado
de transi¢do. Por exemplo, o elemento W, da matriz representa a
velocidade da reagdo R—2, que, pela figura, deve ser zero, ji que
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R 1 2A B
0 kRO 0 0 |R
TSR-1 krt 0 k21 0 0 |1
W =|0 ki2 0 ka2 ke2|2
A
B

0 0 kaO O
0 0 ksO O

TS2-A

Energia/unidades arbitrarias

Figura 2. Superficie de energia potencial ao longo da coordenada de reagdo
para uma reagdo de miiltiplos pogos hipotética. R, 1, 2, P,, P, representam o
reagente, intermedidrio 1, intermedidrio 2, produto A e produto B, respecti-
vamente. TS, , e ky, representam o estado de transigdo entre os estados X e Y
e a constante de velocidade para a reacdo X—Y, respectivamente

o estado R nunca poderd gerar o estado 2 diretamente, pois nio hd
nenhum estado de transi¢do que conecte os dois minimos de energia.
No caso do elemento W, ,, representando a reagio 2—A, existe um
estado de transicdo que conecta os dois minimos, e este elemento
corresponderd a constante de velocidade da respectiva reagdo (k,,).

Cabe notar que o estado de transigdo também conecta os minimos
no caminho reverso ao da coordenada de reacgdo, fazendo com que
o elemento W, ,, representando a reagdo inversa A—2, também seja
diferente de zero.

Assim, partindo-se de uma distribui¢do qualquer de componentes
do sistema fora do equilibrio, como somente um dos pogos ocupado,
por exemplo, a resolugdo da Equacdo-Mestra levard o sistema até a
distribuic@o no equilibrio. Em outras palavras, resolver a Equagao-
Mestra para este sistema implica em se partir de um vetor de pro-
babilidades de ocupagdo qualquer e efetuar transicdes até que ele
convirja para seu valor no equilibrio.

Como as constantes de velocidade dependem de pardmetros como
pressdo e temperatura, € possivel variar estes valores, obtendo-se
assim a distribuicdo de produtos em fungdo destas grandezas.

A partir dos resultados obtidos, os autores observaram para o
sistema trés regimes de comportamento diferentes em fungdo da
temperatura. Primeiro, para valores baixos de temperatura, ou seja,
temperaturas abaixo de 800 K, no limite de pressdes baixas, onde
ndo ocorre estabilizagdo dos complexos intermedidrios, os tnicos
produtos observados sdo os produtos finais de reagdo, radical fenila
e préton. Ao aumentar a pressdo, os pogos mais fundos se estabili-
zam e os complexos intermedidrios sdo identificados pela solucio
da Equagdo-Mestra.

Para temperaturas acima de 800 K, as colisdes entre as espécies
reagentes se tornam mais energéticas, de forma que as colisdes de
ativagdo e desativaciio ocorram em extensdes comparaveis. Sendo
assim, com o aumento de temperatura, os limites de estabilizacdo
(temperatura a partir da qual todas as colisdes causam ativag@o) para
cada um dos minimos € ultrapassado, até que a 2000 K ndo ocorre
mais estabilizacdo de nenhum dos complexos e somente os produtos
finais sdo observados.

A anilise dos autovetores da matriz de coeficientes de transicao
diagonalizada também € muito instrutiva. Através da andlise destes
autovetores em fun¢do da temperatura € possivel determinar qual
estado de transi¢do controla a distribui¢do de produtos na reagao.
Uma extensa discussdo a respeito € feita pelos autores? e ndo serd
aqui realizada.

Dessa forma, além do uso da Equagdo-Mestra possibilitar a
obtencdo de informagdes importantes para o estudo de reacdes, hd
a vantagem de se poder detectar virtualmente quaisquer produtos,
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mesmo que estes ndo possuam caracteristicas que permitam sua
deteccdo, ou mesmo que estejam em quantidades muito pequenas,
condicdes que impossibilitariam suas determinag¢des experimentais.

Dissociaciio de agregados ionicos por radiaciio térmica

Dunbar e colaboradores® relataram, em 1995, a dissociagdo de
agregados idnicos em experimentos de reatividade em fase gasosa
utilizando um espectrometro de massas por transformada de Fourier.
Tal ocorréncia foi atribuida a radiagdo térmica de fundo que emana
da cela na qual os agregados s@o manipulados, conforme a hipétese
radioativa de Perrin.?**” Apesar da hipdtese de Perrin propor que
todas as reagdes sdo promovidas por radiacdo eletromagnética, o
que € sabidamente equivocado, tais experimentos de dissociag@o sio
provas de que a luz € capaz de promover reacdes quando interage
com a matéria, desde que algumas condigdes sejam respeitadas.”’

O interesse em tal problema ndo se resume apenas a elucidagdo
da questdo levantada, mas também porque o entendimento das re-
acdes promovidas por radia¢do pode fornecer um método eficiente
de sintese de fons em fase gasosa, assim como servir, por exemplo,
de base tedrica para o entendimento da espectroscopia de acdo no
infravermelho, técnica fundamental de elucidacdo estrutural acoplada
a espectrometria de massas.?

Cabe ressaltar que a absorcao de radiac@o pode levar as espécies
a estados eletronicos, vibracionais e rotacionais excitados, mas as
faixas de frequéncia da radiag@o incidente necessarias para provocar
transicdes eletronicas, vibracionais ou rotacionais sdo bastante distin-
tas entre si. Dessa forma, os autores estudam somente as frequéncias
vibracionais, mas todas as outras mudangas poderiam ser modeladas,
caso houvesse interesse.

Do ponto de vista molecular, a radia¢do, quando absorvida
pelas moléculas ou fons, € redistribuida estatisticamente nos modos
normais de vibracdo, contribuindo para a energia total da espécie.
Durante certo tempo, uma espécie passa por processos sucessivos
de ganho e perda de energia vibracional, absorvendo ou emitindo
fétons, nos diversos modos normais de vibragdo. Caso essa espécie
absorva energia suficiente para superar a energia critica £, de reacdo,
ird reagir com uma velocidade dada pela teoria RRKM (Figura 3).**

Energia suficiente
para reagir

Eo

Absorggo > emisséo ~

Energia/unidades arbitrarias

é Emissao > absorgao
Tempo/unidades arbitrarias

Figura 3. Variagdo de energia interna de uma espécie capaz de absorver e emi-
tir fotons na regido do infravermelho em fungdo do tempo, baseada em Dunbar
e McMahon.”” Se a taxa de absor¢do de energia for maior que a de emissdo,
a espécie ganha energia, podendo atingir a energia critica de reagdo E,
sendo entdo susceptivel a reagdo de dissociagdo

Assim, ao se modelar este problema, considera-se certo nimero
de niveis vibracionais v para cada modo normal de vibragdo. Cabe
destacar que, teoricamente, devem-se considerar infinitos niveis,
mas o que se faz € estipular um maximo de energia e agrupar niveis
vibracionais com energias proximas e tratd-los como um sé estado.

Dado que esses niveis poderdo emitir ou absorver f6tons no in-
fravermelho (Figura 3), a energia interna total do fon (E), dada pela
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relagéio (E) =X E. P, sendo E, a energia de cada nivel vibracional da
espécie, ird variar durante o tempo, sendo justamente o comporta-
mento que se deseja monitorar.

Por sua vez, a matriz de coeficientes de transicio serd dada, no
limite de pressdes baixas, ou seja, excluindo os efeitos de colisdes,
pelos seguintes elementos:

R ..=0

i—j

Ri.; = Z p(LEij) Bwyisj
v

sei#jt1,(11)

sei=j+1,(12)
Risj = Z P(AEy) Cwyimy + Z Awyisj  sei=j-1,(13)
v v

onde A, B, € C,,_,; sd0, respectivamente, os coeficientes de
emissdo espontanea, absorcao, emissao induzida de Einstein para cada
nivel vibracional v, e p, a distribui¢do de radiacdo do corpo negro

em fung@o da diferenga de energia AE;, entre os estados, € dada por:

87T(AE”)3< AEU _ 1>_1

p(AEU) = c3h2 e kT

onde c¢ representa a velocidade da luz no vicuo, / a constante de
Planck, k a constante de Boltzmann e T representa a temperatura
absoluta na qual estes elementos sdo calculados.

Novamente, a fisica do problema estudado ¢ modulada nestes
elementos. A condi¢do descrita na Equacao 11, por exemplo, obriga
que a transferéncia entre estados ndo consecutivos a seja zero, de
acordo com a regra de sele¢do (A, =+ 1).

Outro fato importante nesta modelagem € o vetor de probabilida-
des iniciais P(0). Para se determinar a distribuicio inicial de ocupacéo
dos estados do sistema utilizam-se os valores de energia dos niveis
vibracionais em uma distribuicdo de Boltzmann. Entretanto, como
para esse sistema consideramos que qualquer espécie com energia
total maior que energia critica reaja, a probabilidade de se encontrar
espécies com (E) > E, deve ir rapidamente para zero. A distribui¢io
que representa esse comportamento € conhecida como distribuicio
de Boltzmann truncada.”’-*

De posse de todos esses parametros, € possivel resolver a
Equagdo-Mestra. Sua resolugdo ird fornecer a evolugdo do vetor
de probabilidades no tempo, até que seja atingido o equilibrio. Em
termos fisicos, a radiaco ird elevar a energia dos fons até que eles
possam reagir, sendo, portanto, retirados do sistema. Isso ocorrerd até
que mais nenhum fon atinja o limiar de dissociagdo, ou seja, até que
ocorra compensacao entre os quanta de energia absorvidos e emitidos
pelos niveis vibracionais, de modo a manter a energia média total (E)
abaixo do limiar de dissociag@o. Isso fard com que certa proporcio
de fons produtos e reagentes exista constantemente no sistema, sendo
esta exatamente a composi¢do de equilibrio.

A taxa com que os {ons atingem a energia critica, em conjunto
com a velocidade de reacdo microcanonica, dependente da energia
interna do fon, &, por fim, a constante de velocidade de dissociacio
do fon estudado. Cabe ressaltar que, se a velocidade de reagdo ob-
tida pela teoria RRKM for muito alta, se pode considerar que todo
o fon que atinge a condi¢io (E) > E, se transforma imediatamente
em produto, aproximagdo conhecida como “Morte Stibita”.** Para o
caso especifico do agregado i6nico (H,0),Cl, a Tabela 1 resume os
resultados tedricos e experimentais obtidos pelos autores.”

Desses resultados € possivel se observar uma boa concordancia
entre teoria e experimento, utilizando apenas a energia critica como
pardmetro ajustdvel. Vemos, por exemplo, que para o valor de pres-
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Tabela 1. Constantes de velocidades experimentais e tedricas obtidas para a
dissociagdo do agregado i6nico (H,0),Cl".* O comportamento das constantes
de velocidade frente ao aumento de energia critica e de temperatura ilustram
a coeréncia do modelo

Experimental Tedrico
Pressdo de Ky E, E,adotado ki, ki E,
fundo (mbar) (s') (kcal mol')  (kcal mol') (s') (s') (kcal mol")
6,6 10* 0,122 4.8 6,3 0,25 048 43
2,5107 0,11 5,0 7.4 0,124 0,28 5.4

8,6 0,057 0,15 6,4
9,5 0,028 0,086 73
9,7 0,024 0,076 75
10,8 0,0095 0,035 8,5

$30 mais baixa (2,5 10 mbar) e a 300 K, a constante de velocidade
experimental € de 0,11 s e a energia de ativagdo determinada para o
processo vale 5,0 kcal mol™. Para aproximadamente a mesma energia
de ativacdo (5,4 kcal mol'), a modelagem por Equacao-Mestra for-
nece o valor 0,124 s para a mesma constante de velocidade a 300 K.
Cabe ressaltar que, como o modelo foi deduzido para o limite teérico
de pressio zero, ou seja, no regime sem colisdes, a comparagdo do
experimento realizado a uma pressdo mais alta (6,6 10 mbar) terd
um desvio maior do valor previsto teoricamente.

Além disso, pode-se ver que as tendéncias esperadas para o com-
portamento frente a aumentos de temperatura e de energia critica sdo
respeitadas. As constantes de velocidade caem quando sao utilizados
valores maiores de E; e aumentam quando a temperatura € elevada.
Sendo assim, vemos que além de modelar diretamente reacdes quimi-
cas, € possivel descrever com o auxilio da Equagdo-Mestra processos de
ganho e perda de energia que, por sua vez, causario reagdes quimicas.

Cabe ressaltar que através desse modelo os autores sdo capazes
de determinar grandezas relacionadas a absor¢do de energia. Neste
trabalho, por exemplo, foi possivel determinar a taxa de absorcio
e emissdo de fétons, o que permite, em ultima andlise, determinar
o numero de fétons envolvidos no processo de dissociagdo do fon,
medida de dificil determinagdo experimental.

CONCLUSAO

Do que foi discutido, nota-se que, além de possibilitar a mo-
delagem de eventos que tendem ao equilibrio, a Equacdo-Mestra é
um modo de se introduzir o estudo de processos fora do equilibrio,
devido a sua forte relagdo com os conceitos fisicos, o que ndo ocorre
tao claramente em outras modelagens.

Quanto as aplicagdes, vemos que a Equacdo-Mestra ¢ um modelo
que pode fornecer informagdes muito detalhadas e precisas do siste-
ma em estudo, que dificilmente seriam obtidas experimentalmente,
permitindo que muitos problemas sejam investigados com elevado
grau de profundidade.

Esses motivos explicam o crescente interesse nessa classe de
equagdes e justificam a realizacio da presente discussao como ma-
terial de referéncia na lingua portuguesa.
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