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Resumo

O presente trabalho trata do problema do carteiro chinés (CPP). Primeiramente, por meio da estruturagéo e andlise
de uma revisao bibliografica, propoe-se um algoritmo para auxiliar na escolha de métodos adequados a fim de se
resolver o CPP. Em seguida, o algoritmo desenvolvido € utilizado na escolha de métodos para resolucdo do CPP em
dois casos reais. O trabalho também verifica se, nos problemas praticos de logistica urbana estudados, é vélida
uma premissa citada na literatura de que a complexidade do CPP com uma Unica entidade em problemas mistos
€ muito maior do que para problemas direcionados e ndo direcionados. Para isto, sdo selecionados casos reais de
coleta de lixo e correios em uma cidade do interior paulista. Este trabalho conclui que, para problemas extraidos
de situacoes logisticas reais, inexistem significativas diferencas entre o tempo computacional para a resolugdo
dos modelos matematicos com vistas a obtengéo de grafos eulerianos nao direcionados, direcionados e mistos.

Palavras-chave
Logistica, problema do carteiro chinés, escolha de método de solugdo, tempo computacional.

Chinese Postman Problem: solution methods
choice and computational time analysis

Abstract

This work deals with Chinese Postman Problem (CPP). First, this paper, based on structuring and analyzing a CPP
literature review, proposes an algorithm to help choosing suitable methods to solve CPP. The proposed algorithm is
used on two real-world cases. This paper also verifies if in real urban logistics cases it is valid the assumption that
the obtaining the optimal solution for the mixed 1 vehicle CPP is more difficult than directed and undirected cases.
To accomplish this goal real-world cases are selected (household refuse collection and postal service]. This work
concludes that for real-world situations there are no significant differences on computational time between directed,
undirected and mixed CPP.

Key words
Logistics, Chinese Postman Problem, solution procedure choice, computational time.
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INTRODUCAO

Rede ou grafo ¢ definido por Larson & Odoni (1981)
como uma estrutura G (N,A) que consiste de um conjunto
finito de N nos (ou vértices) e de um conjunto finito de A
arcos (ou arestas) que conectam pares de nds, onde (i,j) €
A,1E€ N ej € N. Dentro do escopo da teoria de grafos, o
problema do carteiro chinés (CPP) é um problema no qual,
dado um grafo G (N,A) cujos arcos (i,j) tém um compri-
mento ndo negativo lij, deseja-se identificar um caminho
de minimo comprimento que se inicie em algum nd, passe
por todos os arcos da rede pelo menos uma vez e retorne
ao no inicial (AHUJA ef al., 1993). Desde a sua aparigdo
na moderna literatura em Kwan (1962), o problema do
carteiro chinés vem ganhando muita atengao
de pesquisadores que tratam de logistica,
principalmente logistica urbana.

Na literatura, os problemas do carteiro
chinés se dividem basicamente conforme o
tipo de orientagdo da rede que se propde a
resolver. Existem basicamente trés tipos de
orientagdo de redes possiveis para este pro-
blema: redes direcionadas, ndo direcionadas
e mistas. De acordo com Ahuja et al. (1993),
um grafo ou rede direcionada G (N,A) con-
siste de um conjunto de N nds e um conjunto
de A arcos cujos elementos sdo pares ordena-
dos de nds distintos. Ainda de acordo com estes autores, um
grafo ou rede no direcionada G (N,A) pode ser definido do
mesmo modo que um grafo direcionado, com a excegdo de
que os arcos sdo pares ndo ordenados de nos distintos. As
redes mistas sdo aquelas nas quais alguns arcos sdo pares
ordenados e outros sdo pares ndo ordenados de nés distintos
(LARSON & ODONI, 1981).

O presente trabalho tem por objetivo tratar deste impor-
tante assunto logistico. Primeiramente, ¢ realizada uma revi-
sdo da literatura sobre o tema CPP. Baseado na estruturagdo
e analise da revisdo bibliografica, é proposto um algoritmo
para auxiliar na escolha de métodos adequados a fim de se
resolver o CPP. Esta escolha ¢ baseada nas caracteristicas do
problema e dos métodos de solugdo, a saber: orientacdo do
grafo, conectividade do grafo, grafo ser ou ndo Euleriano,
porte do problema e complexidade e objetivo das solucdes.
O algoritmo desenvolvido ¢ ilustrado por meio de sua uti-
lizacdo na escolha de métodos para resolugdo do CPP em
problemas reais em uma cidade de médio porte brasileira.

Também a partir de uma revisdo bibliografica sobre o
problema do CPP, notou-se que diversos autores citam que
os problemas envolvendo redes ndo direcionadas e direcio-
nadas sdo de facil resoluc@o, com tempo de execugdo polino-
mial, enquanto para redes mistas o problema ¢ NP-Completo
(PEARN & CHOU, 1999). Este trabalho também pretende

auxiliar a responder a esta questdo. Acreditamos que em ci-
dades de médio e grande porte, a rede pode ser caracterizada
como sendo grande, possuindo milhares de nos e arcos, os
quais devem ser percorridos por um nimero maior do que
um de entidades (caminhdes, pessoas, etc.). Porém, tratar o
CPP em redes grandes envolve mais de uma entidade. Se o
problema for simplificado para se trabalhar com apenas uma
entidade, existirdo restricdes de distdncia maxima percorri-
da que impedirdo a entidade de percorrer uma rede muito
grande no dia. Isto fard com que o problema real para uma
entidade dificilmente seja uma rede de enormes proporgdes.
Restara, entdo, determinar se este tamanho real de rede para
uma entidade ¢ passivel de ser resolvido com um esfor¢o
computacional aceitavel.

lém da proposicao de um algoritmo

para auxiliar na escolha de metodos de
solucao para o CPP este trabalho tambem
estuda a influéncia de caracteristicas da
rede no tempo de resolucao do modelo no
pacote computacional.

Portanto, além da proposi¢do de um algoritmo para auxi-
liar na escolha de métodos de solugdo para o CPP, este traba-
lho também estuda a influéncia de caracteristicas da rede no
tempo de resolugdo do modelo no pacote computacional. Foi
testada e comprovada a hipdtese de que estes tempos com-
putacionais para os grafos ndo direcionados, direcionados e
mistos, em grafos que representam o problema real em mui-
tas cidades brasileiras, ndo apresentam grandes diferencas.
Em outras palavras, mostramos que a afirmagdo de Pearn
& Chou (1999) ndo é valida para problemas que na maioria
das vezes refletem a realidade. Desta forma, solu¢des exatas
para o CPP, mesmo em redes mistas, s3o possiveis para casos
reais em cidades brasileiras. Utilizamos em todos estes testes
modelos matematicos propostos na literatura revisada e o
software GAMS, de amplo conhecimento na area de Gestdo
da Produgédo. Além disso, dados reais coletados em uma ci-
dade brasileira de aproximadamente 200.000 habitantes sdo
utilizados para testar esta hipdtese.

A estrutura do presente trabalho € a que segue: na proxima
se¢do, ¢ estruturada uma revisdo da literatura sobre CPP; a
seguir o algoritmo para auxiliar na escolha de métodos ade-
quados para a resolu¢do do CPP é apresentado; seguem-se
apresentados dois estudos de caso em uma cidade de médio
porte do interior paulista, onde sdo sugeridos métodos de so-
lugdo para exemplos de problemas reais utilizando o algorit-
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mo desenvolvido, bem como sio realizados os testes compu-
tacionais para verificar a complexidade dos problemas néo
direcionados, direcionados e mistos, dando maior &nfase aos
grafos mistos, que apresentam maior complexidade compu-
tacional; por ultimo, tecemos algumas conclusdes.

Antes de entrarmos na se¢@o seguinte, apresentamos al-
gumas defini¢des importantes em teoria de grafos (baseadas
em LARSON & ODONI, 1981), bem como a notagdo mate-
matica utilizada no trabalho. Isto facilitara o entendimento e
a aplica¢@o do trabalho.

Algumas definicées importantes na teoria de grafos

* Grau de um n6 => num grafo néo direcionado, é o nu-
mero de arcos incidentes nele; num grafo direcionado,
tem-se o grau de entrada e o grau de saida de um no.

* Caminho (ou cadeia) => ¢ uma seqiiéncia de arcos
adjacentes e nos; nos grafos direcionados, os caminhos
também sdo direcionados.

* Ciclo (ou circuito) => ¢ um caminho cujos noés inicial e
final coincidem.

* Grafo nio direcionado conectado => ¢ um grafo no qual
existe um caminho entre todos os pares de nos i, j € N.

* Grafo direcionado conectado => um grafo direcionado
é conectado se o seu grafo ndo direcionado associado (isto
¢, o grafo que resulta se a orientagdo ¢ removida de seus
arcos) for conectado.

* Grafo direcionado fortemente conectado => um grafo
direcionado ¢ fortemente conectado se existir um cami-
nho entre todos os pares de nds i, j € N.

Notacao utilizada nos modelos matematicos:

n => numero de nos na rede

m => numero de arcos na rede

x; => numero de vezes que o carteiro percorre o arco (i,j)

A ESTRUT}JRAGAO DE UMA REVISAO
BIBLIOGRAFICA SOBRE CPP

Nesta sec¢do, sdo tratados os principais métodos propostos
na literatura para a resolugdo do CPP. Estes métodos servem-
se basicamente de algoritmos e de modelos de programagéo
matematica. No sdo focadas neste trabalho novas abordagens
para o CPP que estdo surgindo recentemente, como, por exem-
plo, a utilizag@o de algoritmos genéticos (JIANG & KANG,
2003), de DNA Computing (YIN et al., 2002), da heuristica
GRASP (CORBERAN et al., 2002), de busca tabu (AHR &
REINELT, 2006), dentre alguns outros métodos de solucao.

Basicamente, a literatura sobre CPP se divide em trés
grandes grupos, conforme o problema seja voltado a re-
solucdo de problemas em grafos ndo direcionados, dire-
cionados ¢ mistos. Portanto, esta se¢do ¢é dividida exata-
mente de acordo com estas trés classes de problemas.
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O CPP para redes néo direcionadas

O primeiro resultado conhecido referente ao CPP para
redes ndo direcionadas ¢ devido a Euler (1736) apud Eiselt
et al. (1995a), o qual mostrou que um grafo conectado nédo
direcionado G (N,A) tem um circuito que passa exatamente
uma vez por todos os seus arcos, se, e somente se, todos os
no6s deste grafo tiverem exatamente zero nos de grau impar
(em outras palavras, se todos os nds forem de grau par).
Esta importante relacdo é conhecida na literatura e faz parte
do Teorema de Euler. Os grafos nos quais existem roteiros
que passam exatamente uma Unica vez por todos os arcos
sdo denominados grafos Eulerianos. Complementarmente,
os roteiros formados dentro destes grafos sdo denomina-
dos: circuito ou ciclo Euleriano.

Uma vez determinado que um grafo é Euleriano, a solu-
¢do para se encontrar os circuitos Eulerianos neste grafo ¢
trivial. Uma série de algoritmos, dentre eles o algoritmo de
Fleury, mostrado em Kauffman (1967), o algoritmo de Lar-
son & Odoni (1981), o algoritmo de Edmonds & Johnson,
1973 (complexidade O(n)), além de outros algoritmos que
se encontram no trabalho de Fleischner (1991) apud Eiselt et
al. (1995a) tratam desta questdo. Neste trabalho, mostramos
o algoritmo apresentado por Larson & Odoni (1981). Este
algoritmo ¢ muito simples e se resume a um unico passo,
mostrado a seguir. Para mantermos uma notagio Uinica ao
longo do trabalho, ele serda denominado algoritmo 1 (com-
plexidade O(n)).

Algoritmo 1: Obtencdo de um circuito Euleriano em um

grafo ndo direcionado

Seja G(N,A) um grafo conectado com zero nds de grau
impar (circuito Euleriano). Comece com qualquerné de Ge
percorra sucessivamente os arcos de G, apagando cada arco
percorrido; nunca percorra um arco que seja um isthmus
(este termo na literatura também é denominado ponte e pode
ser definido como um arco que, ao ser eliminado, divide o
grafo restante em dois grafos conexos separados). Continue
este procedimento até que todos os ndés de G tenham sido
apagados — neste ponto, o “roteiro percorrido” ¢ um circuito
Euleriano (a metodologia leva ao nd inicial). Para os casos
de grafos ndo conectados, o algoritmo é semelhante, com
algumas modificagdes: o grafo G(N,A) tem inicialmente
exatamente dois nos de grau impares, o algoritmo deve ser
iniciado exatamente por um destes nés impar e no final do
algoritmo se encontra o caminho Euleriano (a metodologia
leva ao outro nd de grau impar).

O algoritmo 1 serve para as situa¢des nas quais o grafo
¢ Euleriano. Porém, muitas vezes um grafo nao apresenta
inicialmente um circuito de Euler. Para estes casos especi-
ficos, Guan (1962) apud Eiselt et al. (1995a) observou que
um grafo ndo direcionado e conectado G(N,A) tem sempre
um nimero par de nds de grau impar e que, portanto, o grafo
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G(N,A) pode ser transformado em um grafo G’(N,A’) atra-
vés da inclusdo de arcos artificiais duplicados, que transfor-
mem G(N,A) em um grafo Euleriano. Na literatura, muitos
algoritmos trabalham exatamente com esta idéia. E o caso
do algoritmo mostrado em Larson & Odoni (1981). Este
algoritmo ¢ resumido abaixo e serd denominado algoritmo
2 (complexidade O(n%)).

Algoritmo 2: Encontrar circuito Euleriano em grafo ini-

cialmente ndo Euleriano

PASSO 1: Identifique os m nés de grau impar de G(N,A).
O valor de m ¢ sempre par.

PASSO 2: Encontre o “casamento de pares com a minima
distancia” (chamado na literatura de minimun-lenght pai-
rwise matching) desses m nds e identifique os m/2 caminhos
minimos deste “casamento” dtimo.

PASSO 3: Adicione estes m/2 caminhos minimos como
arcos ligando os noés do “casamento” 6timo. O novo grafo
G’(N,A’) contém zero n6 de grau impar.

PASSO 4: Encontre um circuito Euleriano em G’(N,A”).
Este circuito ¢ a solucdo 6tima do CPP no grafo original
G(N,A) e o seu comprimento ¢é igual ao comprimento total
dos arcos em A, mais o comprimento total dos 7/2 caminhos
minimos.

A respeito do algoritmo 2, devemos tecer algumas consi-
deragdes especiais sobre os passos 4 ¢ 2. O passo 4, encontrar
o circuito Euleriano, significa aplicar o algoritmo 1 mos-
trado anteriormente. Com relagdo ao passo 2, nota-se que
este ¢ crucial. Neste passo, deve-se encontrar o “casamento
de pares com a minima distancia”. Isto significa encontrar,
dentre um numero par de ndés que possuem grau impar, a
combinag@o dois a dois que fornece a menor distancia total
entre eles. Para se resolver este problema, pode-se empre-
gar um método manual, o qual, segundo Larson & Odoni
(1981), num contexto geografico, fornece excelentes solu-
¢des, ou entdo um método exato baseado em programagio
matematica. Larson & Odoni (1981) citam dois algoritmos
que realizam o “casamento” 6timo do Passo 2; o algoritmo
de Edmonds & Johnson (1973), que tem complexidade O(n?)
e o algoritmo de Christofides (1975). Também uma versdo
modificada do modelo de Baker (1983) para grafos conec-
tados, mostrada em Wang & Wen (2002), pode ser utiliza-

da. Além destes, existe uma série de outros algoritmos para
resolver o problema do “casamento”, como, por exemplo,
o modelo de programacao inteira mostrado em Eiselt ez al.
(1995a), o modelo de Lawler (1976), com complexidade
O(n), 0o modelo proposto por Galil ef al. (1986) e 0 modelo
de Derigs & Metz (1991). Neste trabalho, ¢ utilizada uma
versdo modificada (voltada para grafos nio orientados) do
modelo proposto por Baker (1983). Denomina-se este mo-
delo de modelo matemadtico 1.

Modelo matematico 1: Determina¢do de um grafo Fu-
leriano para redes ndo direcionadas.

Min 2 l;x,

(i,)EA
Sujeito a:

X, = Ex s Vi
i ped jiGned

x,+x, =21 Vi, ))e4d
x, intV(i, j)E A

Para a resolug@o em grafos néo orientados deve ser utili-
zado um dos métodos exatos citados, uma vez que métodos
manuais se tornam inviaveis para problemas maiores. De
acordo com Larson & Odoni (1981), a combinagdo de casa-
mentos no passo 2 do algoritmo 2 cresce muito rapidamente,
conforme mostra a Tabela 1.

Ainda dentro desta discussdo sobre a resolugdo do CPP
em grafos ndo orientados, existe na literatura um nimero
grande de variantes, como, por exemplo, Frederickson et
al. (1978), os quais trabalham com o CPP para o caso de
multiplos veiculos.

0 CPP para redes direcionadas

Para o caso de grafos direcionados, diferentemente dos
grafos ndo direcionados, existe uma condigdo de extrema
importancia para que o CPP tenha solugdo. Esta condigéo
¢ que o grafo deve ser fortemente conectado, ou seja, deve
haver um caminho direcionado ligando todos os nds do grafo
(WANG & WEN, 2002). Nas palavras de Morabito (2003):
“todo nd deve ser alcancavel de qualquer outro nd”.

Assim como nos grafos nio direcionados, o primeiro pas-
so para se resolver o problema CPP em redes direcionadas ¢

Tabela 1: Relacdo entre o nimero de arcos (m) e o nimero de combinacdes geradas para resolucdo do problema.

NUMERO DE ARCOS (M) NUMERO DE COMBINAGOES POSSIVEIS

4 3
10 945
20 655 milhdes
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a verificagdo se o grafo possui um circuito Euleriano. Para
isto, pode-se utilizar uma versao modificada do teorema de
Euler, apresentado em Eiselt ez al. (1995a). Um grafo for-
temente conectado orientado G (N,A) possui um circuito de
Euler se, e somente se, contiver todos os nés com grau de
entrada igual ao grau de saida (balanceado).

Caso o grafo possua um circuito de Euler, o problema
passa a ser determina-lo. Para se realizar isto, a literatura
traz varios algoritmos. Dentre eles, podemos citar uma
adapta¢@o do algoritmo de Fleury para grafos direcionados
encontrado em Christofides (1975), o algoritmo sugerido por
Van Aardenne-Ehrenfest & De Bruijn (1951), ou mesmo o
algoritmo mostrado em Ahuja et al. (1993). Neste trabalho,
apresenta-se este Ultimo algoritmo, que passa a ser denomi-
nado algoritmo 3.

Algoritmo 3: Determinacgdo do circuito direcionado de

Euler

Decompor o conjunto de arcos A num conjunto de
ciclos direcionados. Comegar o roteiro por algum né de
um dos ciclos, digamos W1, visitando os no6s deste ciclo
em ordem até retornar ao noé inicial ou encontrar um né
que também pertenca a um outro ciclo ainda néo visitado,
digamos W2. No primeiro caso, o roteiro esta completo;
no segundo caso, visite o ciclo W2 antes de fechar o ci-
clo W1. Repita o mesmo procedimento para o ciclo W2
e assim por diante.

B asicamente, a literatura sobre CPP
se divide em trés grandes grupos,
conforme o problema seja voltado a
resolucdo de problemas em grafos nao
direcionados, direcionados ou mistos.

O algoritmo 3 ou as outras referéncias citadas podem ser
usadas no caso em que se tem um grafo direcionado Eule-
riano. Nos casos em que a aplicacdo da versdo orientada
do Teorema de Euler ndo identificar um grafo Euleriano,
entdo se deve utilizar uma metodologia para tornar o grafo
Euleriano. A idéia aqui é a mesma dos grafos ndo orienta-
dos, ou seja, devem-se acrescentar arcos até tornar o grafo
Euleriano. Para esta transformacao do grafo, sdo propostos
na literatura diversos modelos, a grande maioria deles ba-
seados em problemas de fluxo de custo minimo (minimum
cost flow problem). Exemplos sdo encontrados nos traba-
lhos de Edmonds & Johnson, 1973 (complexidade O(n?));
Orloff (1974); Beltrami & Bodin, 1974 (complexidade
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O(mn?)); Baker (1983); Lin & Zhao, 1988 (complexidade
O(kn?). O fator k citado estd relacionado a estrutura da
rede; para uma rede dispersa, k pode ser bem menor que
m e n. Os modelos citados de Edmonds & Johnson (1973);
Orloff (1974) e Beltrami & Bodin (1974) para resolucéo
do problema de fluxo de custo minimo trabalham com uma
abordagem do classico problema do transporte, o qual, se-
gundo Rardin (1998), € um caso especial dos modelos de
fluxo de custo minimo.

Apresenta-se, a seguir, um modelo proposto por Baker
(1983), o qual passa a ser denominado modelo matemati-
co 2.

Modelo matematico 2: Determinacdo de um grafo Fu-

leriano para redes direcionadas.

Min E l,.j.x,.j

(.)EA

Sujeito a:

> Y= XxVi

Jiif)EA 7iGDEA
x; 21 V(i,))EA

Cabe ressaltar que, no modelo matematico 2, a sua matriz
dos coeficientes possui a propriedade da unimodularidade.
Sendo assim, conforme ¢ provado em Ahuja ef al. (1993),
na solugio deste modelo, ndo ¢ necessario considerar X, uma
varidvel inteira. Dessa forma, podem-se utilizar
métodos de programacao linear como o simplex, os
quais reduzem significativamente a complexidade
do problema.

Uma vez obtido um grafo direcionado Euleria-
no, a tarefa passa a ser somente encontrar o circuito
Euleriano deste grafo, o que pode ser feito utilizan-
do-se o algoritmo 3 mostrado anteriormente.

Assim como no caso dos grafos nio direciona-
dos, também para grafos direcionados a literatura
apresenta uma série de extensdes do CPP basico.
Por exemplo, Wang & Wen (2002) trabalham com
o CPP para grafos orientados com restri¢des de tempo. Lin
& Zhao (1988) desenvolvem um algoritmo para o CPP di-
recionado, o qual também pode ser utilizado para o caso
de multiplos veiculos (m-CPP). O trabalho de Ghiani &
Improta (2000) traz algoritmos para resolver o problema do
CPP hierarquico, tanto para redes direcionadas como para
ndo direcionadas.

0 CPP para redes mistas

Uma rede mista contém tanto arcos orientados como néo
orientados. Assim como nas redes direcionadas, nas redes
mistas o grafo também deve ser fortemente conectado para
que o CPP tenha solugao.
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A condigdo para que uma rede mista fortemente conecta-
da tenha um roteiro Euleriano é que todos os nos desta rede
tenham grau par e sejam balanceados (EISELT ez al., 1995a).
Estas duas condigdes constituem na versdo modificada do
Teorema de Euler para redes mistas.

Caso o grafo misto seja Euleriano, o problema passa a
ser determinar o circuito Euleriano neste grafo. Eiselt ef al.
(1995a) sugere um método em trés etapas para se encontrar
um roteiro Euleriano em um grafo misto Euleriano.

Método de Eiselt ef al. (1995a) para determinar um ro-

teiro Euleriano em um grafo misto

PASSO 1: atribuir diregdo aos arcos ndo direcionados de
tal forma que o grafo se torne simétrico;

PASSO 2: atribuir dire¢@o aos arcos restantes;

PASSO 3: uma vez que o grafo esteja completamente
direcionado, encontrar o circuito Euleriano utilizando um
algoritmo para grafos direcionados, como os mostrados an-
teriormente (adaptacdo do algoritmo de Fleury para grafos
direcionados, o algoritmo de Van Aardenne-Ehrenfest & De
Bruijn (1951) ou o algoritmo 3).

Uma observagdo sobre este procedimento ¢ que algo-
ritmos para as etapas 1 e 2 sdo mostrados em Eiselt ez al.
(1995a). A etapa 1 é baseada em Ford & Fulkerson (1962)
apud Eiselt et al. (1995a).

Caso o grafo ndo seja Euleriano, deve-se proceder a uma
abordagem semelhante a descrita anteriormente para os ca-
sos ndo direcionados e direcionados: duplicar um nimero
suficiente de arcos de tal forma que o grafo se torne Eule-
riano. De acordo com Eiselt ef al. (1995a), muitos autores
usam a programacao inteira para determinar este aumento
do grafo misto a um custo minimo, porém os resultados
computacionais sdo apenas esbogados e, portanto, compa-
racdes entre as abordagens sdo dificeis. A unica conclusdo
a respeito de todos estes modelos € que eles sdo ineficientes
computacionalmente ¢ que somente problemas de pequeno
e médio porte podem ser resolvidos (PEARN & LIU, 1995).
Exemplos deste tipo de abordagem exata para a resolugdo
do CPP misto podem ser encontrados em Grotschel & Win
(1992), Christofides et al. (1983). Neste trabalho, foi utili-
zada a modificagdo sugerida por Ahuja et al. (1993). Este
modelo inicialmente separa os arcos direcionados e ndo di-
recionados em dois conjuntos A e A’, respectivamente. Este
modelo ¢ denominado modelo matemditico 3.

Modelo matematico 3: Modelo de fluxo de custo minimo
para grafos mistos

Min z ll.jxl.j + Elijxij

(i,NEA (L, HEA

Sujeito a:

X, + X, = Exﬁ+ Ele,Vl

jipea jipea JGDEA e
x,+x, =zl Vi, H)EA

x; =1, V@i, ))EA

x, intV(@i, j)E 4

x, intV(i, )€ A

Como o CPP para redes mistas ¢ um problema NP-
Completo e, portanto, encontrar a solu¢do 6tima apresenta
grande dificuldade, a literatura especifica sobre o tema tem
proposto solugdes heuristicas a fim de se encontrar solugdes
aproximadas para o problema. As principais heuristicas sdo
os chamados algoritmo misto 1 (EDMONDS & JOHNSON,
1973) e algoritmo misto 2 (FREDERICKSON, 1979). Pearn
& Liu (1995) apresentou duas modificagdes para os algorit-
mos 1 e 2, denominando estes algoritmos algoritmo misto
modificado 1 e algoritmo misto modificado 2. Estes novos
algoritmos conseguiram alguns resultados computacionais
melhores do que os algoritmos originais. Ainda sobre heuris-
ticas para o CPP misto, Pearn & Chou (1999) apresentaram
duas melhorias em relag@o aos quatro algoritmos mencio-
nados. Estes autores denominaram estes novos algoritmos
algoritmo misto melhorado 1 e algoritmo misto melhorado
2. De acordo com estes autores, resultados computacionais
mostraram que estes dois algoritmos melhoraram signifi-
cativamente as solugdes propostas pelos quatro algoritmos
anteriores.

Algumas particularidades de grafos mistos, como, por
exemplo, o problema do retorno em U e a restrigdo de proi-
bido contornar foram apresentados em Costa (1982).

UM ALGORITMO PARA AUXILIAR NA ESCOLHA
DE METODOS DE SOLUCAO PARA O CPP

A partir da revisdo da literatura mostrada na secdo ante-
rior, nota-se que o método basico para a solugao do CPP pode
ser resumido em trés passos basicos, independentemente da
rede ser ndo direcionada, direcionada ou mista:

PASSO 1: Verificar se o grafo ¢ Euleriano. Caso a res-
posta seja afirmativa, entdo, va para o terceiro passo; caso
contrario, va para o segundo passo.

PASSO 2: Obter um grafo Euleriano. Apds este passo,
deve-se ir para o terceiro passo.

PASSO 3: Obter o circuito ou caminho Euleriano a partir
do grafo Euleriano.

Nesta se¢@o, € proposto o algoritmo para escolha na prati-
ca de uma abordagem de solugéo para o CPP. Este algoritmo
¢ mostrado na Figura 1.

O algoritmo proposto se baseia em alguns pontos que
sdo fundamentais para a escolha de um método de solucdo
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para o CPP, a saber: i ESTUDOS DE CASO EM PROBLEMAS DE
¢ Caracteristicas do problema: podem ser resumidas em ROTEIRIZACAO EM UMA CIDADE DE PORTE
quatro pontos chave: 1) orienta¢do do grafo (ndo direcio- MEDIO DO iNTEFHUR PAULISTA: UTILIZACAO

nado, direcionado ou misto); ii) conectividade do grafo DO ALGORITMO PROPOSTO E TESTES
(grafos conectados ou ndo conectados); iii) grafo ser ou COMPUTACIONAIS

ndo inicialmente Euleriano; e iv) porte do problema (nu-

mero de nos e arcos). Método de Pesquisa

» Caracteristicas dos métodos de solucio (estao relacio- Para ao mesmo tempo ilustrar a utilizagdo do algoritmo,
nados a complexidade e ao objetivo das solugdes): as so- bem como realizar os testes computacionais para os CPP di-
lugdes podem ser i) algoritmos e teoremas para determinar recionados, ndo direcionados e mistos, foram entrevistadas
se o grafo é ou ndo Euleriano; ii) solugdes matematicas duas empresas de setores distintos, que confrontam com a
simples e manuais para se encontrar o grafo Euleriano necessidade de resolver problemas de cobertura de arcos em
com minimo custo; iii) algoritmos com complexidade até suas operagdes. Ambas as empresas situam-se no municipio
no méximo O(n’) para se encontrar o roteiro Euleriano; de Sdo Carlos, interior paulista. A primeira empresa atua na
¢ iv) modelos matemadticos basecados em programagio coleta de lixo do municipio; ja a segunda trabalha na area
inteira para se encontrar o grafo Euleriano com minimo de Correios.
custo. Como podemos verificar, os objetivos das solucdes Estudo de caso, nas palavras de Yin (1994), “... ¢ uma
estdio relacionados aos trés passos de resolugdo do CPP forma de pesquisa empirica, que visa investigar fendmenos
identificados anteriormente. O item 1) esta relacionado ao contemporaneos, considerando o contexto real do fendmeno
passo 1, os itens ii) e iv) estdo relacionados ao passo 2, e estudado, geralmente quando as fronteiras entre o contexto
o0 item iii) esta relacionado ao passo 3. e o fendomeno ndo estdo bem definidas”. Bryman (1989)

Figura 1: Algoritmo que auxilia na escolha de uma abordagem adequada para a resolucdo do CPP.
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Legenda Observacoes

=> outputs (*) => utilizar o Teorema de Euler para grafos nao orientados.

(*#*) => utilizar o Teorema de Euler para grafos orientados e

A " verificar se sao fortemente conectados.
=> Métodos a serem utilizados
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relata o fato de este procedimento de pesquisa geralmente
envolver o exame de um pequeno numero de casos, nido
tendo por objetivo a generalizagdo estatistica, mas sim criar
relagdes e entendimento sobre um fenomeno estudado. De
acordo com Eisenhardt (1989), os estudos de caso podem ser
usados para cumprir diversos objetivos: i) fornecer descri¢do
sobre um tema; ii) testar a teoria; iii) gerar teoria. Neste tra-
balho, os estudos de caso desenvolvidos estdo relacionados
aos objetivos i) e i), uma vez que pretende-se testar a teoria
desenvolvida (algoritmo proposto), bem como fornecer uma
descrig¢do sobre o tempo computacional de métodos de solu-
¢do Otima para o CPP.

O método utilizado para coleta das informacdes nas em-
presas foi o questionario com questdes abertas. A principal
vantagem das questdes abertas ¢ a liberdade dada ao entre-
vistado. Com isso, podemos obter suas idéias expressadas
espontaneamente, o que ¢ importante para
que possamos formular novas hipdteses
(OPPENHEIM, 2000). Basicamente, no
questionario desenvolvido buscou-se res-
ponder as seguintes questdes: 1) Qual o tama-
nho do problema que as empresas tratam? ii)
Qual o método para a gerag@o de roteiros que
elas utilizam? iii) Qual o tipo do grafo que
a empresa trabalha (direcionado, ndo dire-
cionado ou misto)? Estas respostas formam
ao mesmo tempo a base para a aplicagdo do
algoritmo proposto e possibilitam os testes
computacionais para os métodos matemati-
cos otimizantes.

As caracteristicas dos casos
analisados

Coleta de lixo

A coleta de lixo de uma cidade utilizando caminhdes pode
ser considerada um problema de cobertura de arcos, pois as
ruas representam os arcos, os cruzamentos de ruas, osnds e a
area de influéncia seria o grafo completo. Os caminhdes tém
que percorrer todas as ruas (arcos) de sua area de influéncia,
coletando o lixo das casas. Como esses veiculos devem obe-
decer as regras de transito, ¢ as ruas podem ter sentido unico
ou mao dupla, o grafo pode ser considerado misto. Devido
a irregularidade no tracado das ruas e quadras, os grafos
podem ndo ser Eulerianos. Sendo assim, na determinago
dos roteiros dos caminhdes esta implicito encontrar uma rota
Euleriana em um grafo misto.

Correios

Para os Correios, toma-se como unidade de analise o car-
teiro. O carteiro também defronta com a possibilidade de sua
area de influéncia ser caracterizada por um grafo ndo Eule-

riano. No entanto, diferentemente do caso anterior, o cartei-
ro ndo necessariamente precisa respeitar as regras de transi-
to. Sendo assim, ele defronta com o problema de encontrar
um circuito Euleriano em um grafo ndo direcionado.

Os resultados das entrevistas

Coleta de lixo

A empresa possui uma frota de 12 caminhdes coletores
com capacidade de 11,5 toneladas que coletam o lixo da
cidade de Sdo Carlos e levam ao aterro local. Cada cami-
nhdo, coletando lixo, percorre em média de 35 a 40 km no
periodo diurno. O caminhdo percorre de 20 a 30 km até que
esgote sua capacidade de armazenagem de lixo. Incluindo o
trajeto até o aterro, os caminhdes, em um turno, percorrem
em média 110 km.

)ara ao mesmo tempo llustrar a
utilizacdo do algoritmo, bem como
realizar os testes computacionais para
os CPP direcionados, nao direcionados e
mistos foram entrevistadas duas empresas
de setores distintos que confrontam com

a necessidade de resolver problemas de
cobertura de arcos em suas operacoes.

Segundo o entrevistado, a cidade ¢ dividida em setores
e os roteiros dos caminhdes sdo, em geral, predefinidos;
quando ocorrem mudangas sdo levados em consideragdo a
distancia a ser percorrida, o horario do dia e a densidade de
lixo da area a ser coletada.

Correios

Os carteiros destinam 3,5 horas de seu turno a entrega de
cartas, o restante das 8 horas do expediente ¢ destinado a se-
paragdo das cartas, dentre outras tarefas internas. A distancia
diaria percorrida pelos carteiros varia de acordo com o tipo
de area de entrega. Em areas de alta densidade populacional,
como ¢ a area central de Sdo Carlos, a distancia percorrida
por carteiro ¢ menor (8 a 12 km percorridos por dia), pois
ha maior niimero de pontos de entrega. Ja em areas de baixa
densidade, como os bairros, essa distancia aumenta (20 a 23
km percorridos por dia).

Os carteiros sdo distribuidos na cidade de acordo com os
CEPs e bairros dentro deste. Em geral, a area de cobertura
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de um carteiro ¢ de um bairro, embora possa atender outro
quando for conveniente. Definida sua area de cobertura, os
carteiros tragam seu proprio roteiro.

Comparacéao dos casos analisados
Na Tabela 2, ¢ mostrada uma comparacio entre algumas
caracteristicas dos dois casos pesquisados.

A utilizacéo do algoritmo proposto na escolha
de métodos de solucdo do CPP para os casos
analisados

O algoritmo proposto permite selecionar as solu¢des
ideais para o CPP referente aos dois casos mostrados. As
consideracdes abaixo sdo feitas baseadas no algoritmo mos-
trado na Figura 1. A Figura 2 mostra a aplicagdo do algorit-
mo proposto ao problema da coleta de lixo, e a Figura 3, ao
problema de distribui¢cdo de cartas do Correio.

Para o caso da coleta de lixo, um grafo misto, temos que
o grafo inicialmente ndo serd Euleriano. Este problema é
de pequeno porte (aproximadamente 350 a 400 arcos). De
acordo com estas caracteristicas, um modelo de programa-
¢do matematica (como o modelo matematico 3 mostrado,
por exemplo) deve ser utilizado para obter, a um minimo
custo, um grafo Euleriano. Tendo-se o grafo Euleriano,
utiliza-se o método de Eiselt ef al. (1995a) para se encontrar
o circuito Euleriano.

Para tornar a modelagem mais afinada com a realidade, em
situacdes em que a rota ndo esta dimensionada, bem como
os setores de atuag@o dos caminhdes predefinidos, seria in-
teressante adicionar multiplos veiculos e, conseqiientemente,
inserir restri¢des de capacidade nos veiculos. Nestes casos, o
grafo analisado passa a ser a cidade como um todo.

O caso dos Correios ¢ um grafo ndo direcionado e conec-
tado. Inicialmente temos que o grafo ndo é Euleriano. Por-
tanto, na solucéo para o problema dos Correios pode-se utili-

zar o algoritmo 2 apresentado anteriormente. Para encontrar
o casamento 6timo, podem ser utilizados métodos manuais.
Porém, devido ao niimero de nos ser de aproximadamente
200, também pode ser utilizado um método matematico para
0 “casamento”.

Para ampliar a abrangéncia do problema estudado, quan-
do ndo se tem as areas de distribuig¢do de cartas dos carteiros
predefinidas, ¢ importante inserir multiplos agentes na mo-
delagem matematica. Neste caso, o grafo analisado passa a
ser a cidade como um todo.

Estudo de tempos computacionais de madelos
matematicos para CPP em grafos reais nao
direcionados, direcionados e mistos

Os estudos de tempos computacionais apresentados nesta
se¢do utilizaram modelos matematicos mostrados na se¢io
que tratou da revis@o bibliografica sobre CPP, ja que sdo a
etapa critica na resolug@o dos algoritmos. Para os grafos ndo
direcionados foi utilizado o modelo matematico 1, para os
grafos direcionados foi utilizado o modelo matematico 2 e
para os grafos mistos foi utilizado o modelo matematico 3. O
software empregado na solugdo deste modelo foi 0o GAMS,
versdo 19.2, com o solver Cplex 7.0. O computador utilizado
possui um processador AMD-K6 400 MHz com 160 MB de
memoria RAM.

O estudo dos tempos computacionais foi realizado para
os dois estudos de caso. Vé-se na Tabela 2 que um grafo
misto de 350 a 400 arcos (coleta de lixo), bem como um
grafo ndo direcionado de 230 arcos (Correios), representam
tamanhos reais de problemas logisticos de roteirizagdo.
Estas ordens de grandeza serdo utilizadas para os testes
computacionais.

A Validacao dos modelos matematicos
Antes de realizar o estudo dos tempos computacionais

Tabela 2: Comparacédo entre algumas caracteristicas dos casos analisados.

VARIAVEL
Unidade

COLETA DE LIXO

Caminhao

CORREIO

Carteiro

Tipo de Grafo Misto

Nao direcionado

Tamanho do grafo para uma unidade

350 a 400 arcos, diurno

80 a 120 arcos, centro
200 a 230 arcos, bairro

Nivel de estoque do recurso movel

Aumenta com a distancia
percorrida

Diminui com a distancia
percorrida

Delimitacao do grafo para uma unidade de
referéncia

Setores da cidade

CEP e bairro

Determinacéo do roteiro

Centralizada

Préprio carteiro

Relevancia do problema com relagéao aos

) . Alta
custos operacionais

Pequena/Média

546  Produgédo, v. 16, n. 3, p. 538-551, Set./Dez. 2006 [




Problema do Carteiro Chinés: escolha de metodos de solugéo e analise de tempos computacionais

propriamente dito, sdo utilizados trés exemplos (um nao Os tempos computacionais nos grafos nao direcionados
direcionado, um direcionado e um misto) para os quais ja se Para os grafos ndo direcionados, avaliou-se o tempo com-
conhece a solugdo, para validar a modelagem no GAMS dos putacional de um grafo com 200 nés e 361 arcos, compativel

modelos matematicos 1, 2 e 3. com os problemas reais, como vimos anteriormente. O tem-

Figura 2: Utilizac&o do algoritmo proposto para o caso do problema da coleta de lixo.
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Figura 3: Utilizacdo do algoritmo proposto para o caso do problema dos Correios.
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po computacional deste grafo foi de 0,05 s, ou seja, bastante
pequeno, como ja era esperado a partir da literatura.

Os tempos computacionais nos grafos direcionados

Para facilitar comparagdes, foram utilizados para os gra-
fos conectados 0 mesmo niimero de nos e arcos utilizados
no problema ndo conectado. Na verdade, o grafo foi o mes-
mo utilizado para o caso ndo direcionado, apenas orientado
e fortemente conectado. O tempo computacional para este
caso foi 0,01 s, totalmente coerente com a literatura.

Os tempos computacionais nos grafos mistos

Para os grafos mistos, deu-se um maior foco aos estudos
computacionais, uma vez que € neste tipo de grafo que a lite-
ratura reporta existirem problemas. Para verificar os tempos
computacionais dos grafos mistos, foi feito um experimento
baseado no grafo exibido na Figura 4. Nesta figura, os cir-
culos representam os nds, as setas, os arcos direcionados e
os segmentos de reta, os ndo direcionados. Este grafo ilustra
basicamente o caso real da coleta de lixo (entre 350 e 400
arcos), apresentando uma parte mais irregular (do né 1 ao
40) e outra mais regular (do né 41 ao 200). Esta rede, origi-
nalmente com 200 nos, foi desmembrada em grafos menores
de 20, 30, 40, 50, 60, 80, 100, 120, 140, 160 e 180 nds (os
recortes seguem uma ordem numeérica dos nds). Estes recor-
tes também s3o mostrados na Figura 4.

Especialmente para programacéo inteira, observou-se
que o tempo computacional apresentou variagdes entre
as diferentes execucdes do modelo no GAMS/CPLEX.
Sendo assim, para cada rede foram tomadas 10 obser-
vagdes de tempo. Dessas observagdes, foram calculadas
as médias e elaborada a Tabela 3. Esta tabela mostra o
numero de noés, o numero de iteragdes, o tempo compu-

tacional médio e o valor da fungdo objetivo para cada
grafo analisado.

Por meio da Tabela 3, observa-se que o tempo de execu-
¢do aumenta até o tamanho de rede de 40 nos. Entretanto,
entre 50 e 200 nds, o tempo computacional permaneceu
estavel (com exceco da rede de 180 nos, a qual teve um nu-
mero de iteragdes elevado). Este fato pode ser explicado pela
irregularidade da rede até o n6 40, que ¢ proporcionalmente
menos balanceada que a rede do né 40 ao n6 200. Dessa for-
ma, ¢ necessaria a adi¢do de um numero proporcionalmente
maior de arcos para transformar a primeira parte da rede
em um grafo euleriano. Isto nos leva a supor que o tempo
computacional ndo é somente dependente do tamanho de um
grafo, mas também de sua geometria (se regular ou irregu-
lar). Porém, a maioria dos quarteirdes em cidades brasileiras
¢ mais regular do que irregular. Nao se conseguiu chegar a
uma razio para o numero elevado de iteragdes necessarias
nas redes com 140 ¢ 180 nos. Porém, isto em nada impacta
nas conclusdes extraidas desta segéo.

A partir dos tempos computacionais mostrados, vemos
que problemas como este, de porte pequeno ou médio,
sdo facilmente resolvidos com os solvers disponiveis no
mercado.

Esta se¢do nos permite concluir que problemas de pe-
queno/médio porte, com as caracteristicas analisadas (e
que, como vimos, refletem casos reais), sdo computacio-
nalmente trataveis utilizando-se os so/vers disponiveis no
mercado.

CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho trata do problema logistico de roteiri-
zagdo. Dentro deste contexto, o problema do carteiro chinés

Tabela 3: Resolucoes do CPP misto utilizando o solver CPLEX.

NUMERO NOS ITERAGOES TEMPO (S) FO
20 57 0,003 3.390
30 96 0,09 5.430
40 119 0,131 7.270
50 220 0,057 10.240
60 388 0,054 13.000
80 554 0,051 17.350
100 450 0,05 20.540
120 704 0,042 25.930
140 3.615 0,042 30.660
160 563 0,031 33.970
180 20.491 3,729 39.270
200 1.244 0,058 42.050
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(CPP) é um problema que busca encontrar a minima distan-
cia que deve ser coberta por um elemento (caminhao de lixo,
carteiro, jornaleiro, dentre outros), passando por todos os
caminhos pelo menos uma vez e retornando até a origem.

Por meio de uma revisio da literatura sobre o tema, sdo
identificados e estruturados métodos de solugdo para os trés
tipos de problemas CPP: grafos ndo direcionados, direciona-
dos e mistos. Baseando-se na analise da revisao bibliografica
(pesquisa tedrico-conceitual), foi proposto um algoritmo
que visa auxiliar na escolha de um método adequado de
solucdo do CPP. Este algoritmo foi ilustrado através de sua
utilizagdo em dois casos em problemas logisticos em uma
cidade brasileira com aproximadamente 200.000 habitantes.
Estes problemas sdo o da coleta de lixo e o de distribuigdo
de cartas efetuada pelos Correios, ressaltando-se que a
comparag¢do das solugdes dos estudos de caso com a obtida
pelo algoritmo foge do escopo deste trabalho e consiste em
proposta de trabalhos futuros.

Além disso, no presente trabalho também foi realizado
um estudo computacional dos problemas CPP conforme es-
tes sejam destinados a grafos ndo direcionados, direcionados
ou mistos. Este trabalho mostra que para problemas reais (no
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