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Resumo

Ao longo do tempo, o numero e o campo de aplicacdes em DEA aumentaram sobremaneira. A complexidade
decorrente das relacdes entre os multiplos inputs e outputs das Unidades Tomadoras de Decisio (DMUs) em estudo
dificulta o uso de outras metodologias, tornando a ferramenta DEA bastante atrativa na busca da identificacdo da
eficiéncia dessas DMUs. O objetivo deste estudo ¢ definir um método de resolucdo da ambiguidade na determinacao
dos pesos das DMUs extremo-eficientes, de forma que cada DMU tenha um conjunto unico de pesos, permitindo
conhecer a importancia relativa de cada input ou output. A proposta € substituir a fronteira DEA CCR original, que ¢
linear por partes, por uma fronteira suavizada, o mais préximo possivel da primeira, mas continuamente diferenciavel
em todos os seus pontos. A suavizacdo possibilita a realizacdo de aplicacdes como o célculo dos trade-offs nas DMUs

extremo-eficientes e a Avaliacdo Cruzada.
Palavras-chave
DEA. Fronteira suavizada. Avaliacdo cruzada.

1. Introducéo

A Analise de Envoltoria de Dados (Data
Envelopment Analysis - DEA) é um método de apoio
a decisdo desenvolvido por Charnes et al. (1978),
com o objetivo de comparar unidades produtivas
(Decision Making Units - DMUs) que realizam
tarefas similares, utilizando quantidades de recursos
disponiveis (inputs) e produzindo diferentes saidas
(outputs). A metodologia DEA permite identificar as
DMUs eficientes, medir e localizar a ineficiéncia, além
de estimar uma funcio de producio linear por partes
(piece-wise linear frontien, que fornece o benchmark
(referéncia) para as DMUs ineficientes.

A Analise de Envoltoria de Dados (Data
Envelopment Analysis - DEA) facilita a modelagem
da complexidade do mundo real, que suscita
enfoques e interesses diversificados. Assim, ¢ uma
ferramenta matematica fundamental na realizacdo
de estudos voltados a investigar a eficiéncia de
unidades produtivas.

0 método constréi uma fronteira de eficiéncia,
cujos vértices sdo formados pelas DMUs Pareto

eficientes, aquelas que possuem a melhor relagdo
produto/insumo. As menos eficientes ficam situadas
numa regido inferior a fronteira. Nesses vértices, por
nio existir derivada, ocorre uma descontinuidade, o
que impossibilita o cadlculo de um valor Unico para
os multiplicadores dessas DMUs.

Tal fato ¢ um problema na aplicacdo pratica da
metodologia DEA. Sendo um conceito relativo, a
eficiéncia DEA ¢ calculada através da comparacgdo das
praticas de uma DMU com relacdo a das demais, que
realizam tarefas semelhantes. Justamente das DMUs
que formam os vértices da fronteira de eficiéncia,
consideradas detentoras das melhores praticas de
gestdo, ndo ¢ possivel compreender a forma como
atuam, em particular as razdes de substitui¢ao entre
inputs e outptus.

O assunto ¢ tratado de diferentes formas na
literatura. Diversos autores trataram do problema
de multiplas solucdes nas DMUs extremo-eficientes
em outros contextos, sem que fossem mantidas as
mesmas propriedades da fronteira DEA. Soares de
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Mello (2002) e depois Nacif et al. (2009) propuseram
a suavizacdo da fronteira de eficiéncia, para os
modelos DEA BCC N-dimensionais, que pressupdem
a condicdo de convexidade na fronteira. Para os
modelos CCR, foi proposta apenas uma solugdo
parcial, ja que a condicdo de proporcionalidade
entre inputs e outputs dificulta demasiadamente o
problema.

Este artigo apresenta uma metodologia
para a determinacdo de um valor unico para os
multiplicadores do Modelo DEA CCR, baseada
nos trabalhos desenvolvidos por Soares de Mello
(2002) e Nacif et al. (2009). Propde-se, tal como
nas referéncias anteriores, o estabelecimento de
uma nova fronteira de eficiéncia, que mantém as
propriedades da fronteira original, mas na qual ¢
possivel calcular derivadas parciais em todos os seus
pontos. Para manter as propriedades do modelo CCR,
¢ necessaria a utilizacdo de uma funcdo aproximante
homogénea. A proposta ¢ utilizar como funcdo
aproximante um polindbmio homogéneo unico, de
grau suficientemente elevado, de forma a garantir a
viabilidade do modelo proposto.

0 artigo foi organizado da seguinte forma: a
secdo 2 apresenta uma breve discussdo acerca do
problema de multiplicidade de pesos para o Modelo
dos Multiplicadores. Na secdo 3, sdo apresentadas
algumas caracteristicas e propriedades do modelo
CCR, fundamentais para a construcdo do modelo de
suavizacdo DEA CCR proposto na se¢io sequinte. Na
secdo 4, ¢ desenvolvido o modelo de suavizag¢do para
a fronteira DEA CCR. Nas se¢des 5 e 6, apresentam-se
o calculo dos pesos em fronteiras suavizadas e seu
uso em avaliacdo cruzada. Em seguida, ¢ apresentado
um exemplo numérico sequido das principais
conclusodes do trabalho.

2. Conjunto de pesos do Modelo dos
Multiplicadores

A metodologia DEA permite estimar a eficiéncia
técnica de unidades produtivas sem recorrer ao
arbitrio de pesos para cada varidvel de input ou
output, e sem que seja necessario converter todas as
varidveis em valores econdmicos comparaveis (Lins
& Angulo-Meza, 2000).

0Os modelos DEA classicos apresentam duas
formulacdes equivalentes (Cooper et al., 2000).
A primeira, conhecida como modelo do Envelope,
define uma regido vidvel de producdo e trabalha
com uma distancia (ndo euclidiana) de cada DMU
a fronteira desta regido. Ela fornece os coeficientes
de ponderac¢do de cada DMU eficiente na formacéo
da DMU virtual, que serve de benchmark para cada
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DMU ineficiente. A segunda, conhecida como Modelo
dos Multiplicadores, trabalha com a razdo de somas
ponderadas de produtos e recursos, fornecendo os
coeficientes de ponderacdo que cada DMU atribui a
cada input e output. As duas formulagdes constituem
problemas duais, fornecendo, portanto, a mesma
eficiéncia para cada DMU (Soares de Mello et al.,
2004).

A ferramenta DEA concede liberdade total
para que cada unidade de tomada de decisdo fixe
os pesos (multiplicadores) que julgar apropriado
a cada input e output, desde que esses pesos,
quando aplicados as demais DMUs, ndo gerem uma
razdo superior a unidade. Assim, sdo valorizados
os aspectos mais favoraveis a cada DMU, o que
torna o modelo excessivamente flexivel. Seqgundo
Soares de Mello et al. (2006), tal pratica minimiza a
possibilidade de tendenciosidade e tende a eliminar
a subjetividade da andlise. Soares de Mello et al.
(2002) mencionam o desenvolvimento de técnicas
que permitem aumentar o poder de discriminagdo
do método e incorporar a analise dos pesos ou
multiplicadores, como a Avaliacdo Cruzada e
Restricdes aos pesos.

A fronteira de eficiéncia gerada pela metodologia
DEA ¢ linear por partes, e, em seus vértices,
ocorre uma descontinuidade, ja que neles ndo
existe derivada. Assim, a solucdo do Modelo dos
Multiplicadores conduz a multiplas solucdes dtimas
para as DMUs extremo-eficientes. O teorema
da folga complementar permite mostrar que os
multiplicadores gerados na solu¢do do modelo sdo
os coeficientes da equacdo do hiperplano tangente
a fronteira no ponto de projecio da DMU em
estudo (Lins & Angulo-Meza, 2000). Nas DMUs
extremo-eficientes, por ndo existirem derivadas,
nédo existe hiperplano tangente, embora exista uma
infinidade de hiperplanos suporte. Tem-se, portanto,
uma infinidade de multiplicadores para cada DMU
extremo-eficiente, todos eles conduzindo a eficiéncia
1 para essas DMUs. Tal fato impossibilita o célculo
de um valor Unico para os multiplicadores dessas
DMUs, impedindo o conhecimento das razdes de
substituicdo (tradeoffs) entre os diversos inputs, ou
o quanto a variacdo de um Jjnput afeta a variagdo
de um determinado output. Além disso, a auséncia
de valores unicos para os pesos das DMUs extremo-
eficientes ¢ um obstaculo ao uso de DEA como
ferramenta auxiliar em problemas multicritério,
quando se deseja atribuir pesos aos critérios sem
julgamentos de valor do decisor.

Nacif et al. (2009) destacam diferentes abordagens
realizadas por pesquisadores para o problema da
ndo unicidade dos multiplicadores para as DMUs
extremo-eficientes, cujas solucdes se mostraram



Pereira, E. R. et al.

Uso da suavizagio da fronteira ... modelos DEA CCR. Production, v. 25, n. 3, p. 585-597, jul./set. 2015

deficientes. Devido a natureza linear por partes da
fronteira DEA, Rosen et al. (1998) consideraram ser
impossivel contornar o problema da multiplicidade de
valores e propuseram a adocdo de um quadro simplex
modificado para calcular os limites de variacdo dos
multiplicadores, que, segundo a proposta, poderiam
variar entre o valor calculado com base na derivada
a esquerda e o calculado com base na derivada a
direita.

Charnes et al. (1985) propuseram o uso de um
valor unico arbitrario para as derivadas, a partir
do cdlculo de uma média ponderada, baseado
nos baricentros das hipersuperficies concorrentes.
Tal proposta esbarra na necessidade de conhecer
as equacdes de todas as faces, que ¢ um problema
computacionalmente intenso. Além disso, existe a
possibilidade de ocorrerem variagdes bruscas devido a
descontinuidade das derivadas; e a impossibilidade da
solucdo proposta ser aplicada a DMUs que marquem
o inicio da regido Pareto ineficiente, ou que sejam
adjacentes a uma face de dimensdo incompleta.

Andersen & Petersen (1993) propuseram um
modelo que nio limita as eficiéncias ao intervalo [0, 1]
e que elimina uma restricdo diferente no PPL de cada
DMU. lIsso significa dizer que a fronteira eficiente
apresenta uma configuracio diferente, dependendo
da DMU analisada (Soares de Mello et al., 2004).

Cooper et al. (2007) propuseram um procedimento
de duas etapas para resolver o problema de
degeneracdo do modelo do envelope. A ideia do
procedimento é explorar o conjunto de alternativas
otimas, a fim de ajudar a efetuar a escolha de pesos
otimos. Na primeira etapa, eles analisam os pesos
associados com hiperplanos suportados pelo nimero
maximo de unidades extremo-eficientes. Na sequnda
etapa, sdo escolhidos os pesos que maximizam o
valor relativo de inputs e outputs selecionados para
a avaliacdo de eficiéncia, com a garantia de que
nenhuma varidvel seja completamente ignorada na
avaliacdo de eficiéncia das unidades.

Soares de Mello (2002) e Soares de Mello et al.
(2002, 2004) mostraram ser possivel contornar
a impossibilidade mencionada por Rosen et al.
(1998), mantendo-se as propriedades da fronteira de
eficiéncia. Propuseram a substitui¢do da fronteira DEA
original, por uma fronteira suavizada, continuamente
diferenciavel, respeitando as propriedades basicas
de DEA para os modelos CCR e BCC, com até trés
dimensdes. Para o modelo BCC, a técnica foi proposta
em termos gerais, desde que o numero de /nputs ou
de outputs fosse unitario. J4 para o modelo CCR a
técnica proposta, embora tecnicamente correta, s6
conseguia ser aplicada em casos muito particulares,
devido a complexidade dos célculos exigidos, mesmo
em situacdes de apenas 3 dimensdes.

Nacif et al. (2009) usaram o mesmo referencial
tedrico para expandir os resultados obtidos por
Soares de Mello (2002) e Soares de Mello et al. (2002,
2004), estudando a suavizacio da fronteira DEA para
o modelo BCC N-dimensional, com multiplos inputs
e outputs, garantindo, assim, maior aplicabilidade
a técnica. O modelo proposto por Nacif et al.
(2009) permite determinar valores Unicos para o0s
multiplicadores usados por cada DMU eficiente,
preservando a fronteira tdo proxima quanto possivel
da original, além de manter a liberdade de cada
DMU determinar os seus préprios multiplicadores.
Esta generalizacdo abriu caminho para o uso de
outras vantagens da suavizacdo, como a substituicdo
de todas as faces por uma unica face. Uma aplicacio
desta técnica pode ser vista em Gomes et al. (2004),
na qual a suavizagdo ¢ usada para viabilizar alguns
calculos na aplicacdo do modelo de ganhos de soma
zero, de Lins et al. (2003). Outra aplicacdo pode ser
vista em Branddo et al. (2013), que introduz um
relaxamento das restricdes para verificar quais das
DMUs indicadas como eficientes pelo modelo BCC o
sdo realmente. Alguns problemas de convexidade e
viabilidade das solugdes, presentes nas formulacdes
originais da suavizacdo, foram resolvidos por Brandao
& Soares de Mello (2013) e Brandio (2013).

0s modelos de suavizacdo aqui descritos ndo sao
a unica fronteira baseada em DEA que apresenta
derivadas em todos os pontos. Embora em um
contexto totalmente diferente (o da distribuicdo
de recursos e/ou produtos), os chamados modelos
DEA paramétricos também apresentam uma
fronteira eficiente continuamente diferenciavel.
Estes modelos podem ser vistos em Milioni &
Alves (2013), Guedes et al. (2012), Silva & Milioni
(2012), Milioni et al. (2011a, b), Avellar et al.
(2010), Colen et al. (2009), Avellar et al. (2007), e
Silveira et al. (2011).

3. Modelo CCR

0 modelo CCR, também conhecido como
CRS - Constant Returns to Scale, foi desenvolvido
por Charnes et al. (1978) e constroi uma superficie
linear por partes, ndo paramétrica, envolvendo os
dados. A forma como ¢ feita a projecdo determina a
orientacdo do modelo DEA que pode ter orientagdo a
inputs e a outputs. O modelo ¢ dito com orientacdo
a inputs, quando a eficiéncia ¢ atingida por uma
reducdo equiproporcional de entradas, mantidas
as saidas constantes; e com orientagdo a outputs,
quando se deseja maximizar os resultados, sem
diminuir os recursos (Angulo-Meza, 1998).

0 Modelo CCR (1), desenvolvido inicialmente
com orientacdo a inputs, trabalha com retornos



constantes de escala, isto €, qualquer variacdo
nos insumos (inputs) resulta em uma variacdo
proporcional nos produtos (outputs). Sua definicdo
original considera a maximizag¢do da eficiéncia
h, da unidade produtiva. E chamado Modelo dos
Multiplicadores, por determinar os coeficientes
(“pesos”) dos produtos e dos recursos.

s
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onde v e u sdo os multiplicadores dos inputs i, i = 1, ...,
m, e outputsr, r = 1, ..., s, respectivamente; x, e y,
sdo os inputs ie outputsrda DMU j, j = 1,..., ; x,_ €
Y, sdo os inputs i e outputs r da DMU 0. Uma DMU
¢ eficiente quando A = 1, o que significa dizer que
arestricdo relativa a essa DMU estad ativa e, portanto,
tem folga igual a zero.

Esse modelo ¢ uma generalizagdo do trabalho
de Farrell (1957) para multiplos insumos e multiplos
produtos, no qual se determina a eficiéncia através
da divisdo entre a soma ponderada dos produtos
(output virtual) pela soma ponderada dos insumos
(inputvirtual), construindo uma superficie linear por
partes, ndo paramétrica, sobre os dados. No lugar de
uma ponderacdo igual para todas as DMUs, o modelo
permite a escolha de pesos para cada variavel, da
forma que The seja mais favoravel, desde que esses
pesos, quando aplicados as demais DMUs, ndo gerem
uma razdo superior a unidade.

Para as DMUs eficientes, diferentes conjuntos de
pesos para seus inputs fornecem a mesma solugio
para o PPL que calcula a eficiéncia da DMU em
estudo. A teoria de Programacdo Linear mostra que
se um PPL tem mais de uma solugio otima, entdo
tem uma infinidade. Assim, existe uma infinidade
de conjuntos de pesos 6timos que tornam a DMU
em estudo eficiente. Como ja visto isso acontecera
para todas as DMUs extremo-eficientes (vértices da
fronteira).

Com base no Modelo dos Multiplicadores (primal)
¢ possivel desenvolver o seu dual, conhecido como
Modelo do Envelope, que, pelo teorema da dualidade
forte, apresentard o mesmo valor 6timo para a
funcdo objetivo, quando esse existir (Bregalda &
Bornstein, 1981).
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Pode-se, ainda, desenvolver um modelo orientado
a outputs, ou seja, que maximiza as saidas, mantendo
inalteradas as entradas. Neste modelo, as variaveis
de decisdo sdo as mesmas do modelo (1), orientado
a inputs, sendo que h representa por quanto todos
os produtos devem ser multiplicados, mantendo-se
constantes os recursos, para a DMU o atingir a
fronteira eficiente. Com a orientagdo a output, ,
sempre assume valores superiores a unidade, por
isso, a eficiéncia passa a ser definida como sendo
o0 inverso de #,

Os modelos CCR orientados a input e a output
fornecem o mesmo valor de eficiéncia, identificam o
mesmo conjunto de DMUs eficientes e ineficientes,
estimando, assim, a mesma fronteira eficiente.

0 modelo CCR trabalha com retorno constante
de escala, isto é, se existir uma DMU (x, ) com
atividade vidvel de producdo, entdo, existirda outra
DMU (Ax, A)), cuja operacdo também ¢é viavel. Além
disso, sua propriedade de proporcionalidade impde
que quaisquer variacdes nos inputs, impliquem
variagdes proporcionais nos outputs. O modelo de
suavizagdo proposto neste estudo pressupée o uso de
uma funcdo aproximante para substituir a fronteira
original do problema, que seja tdo préxima quanto
possivel dessa fronteira original e que mantenha suas
propriedades originais. As propriedades inerentes
aos modelos CCR dificultam sobremaneira a escolha
de funcdes aproximantes, ja que a necessidade de
garantir a proporcionalidade entre inputs e outputs
requer a adogdo de funcdes homogéneas de 1° grau, o
que reduz muito a gama de possibilidades. A solu¢io
proposta para esse problema estd apresentada na
secdo 4.

4. Suavizacdo da fronteira DEA CCR

Como mencionado anteriormente, o Modelo dos
Multiplicadores conduz a multiplas solucdes dtimas
para as DMUs extremo-eficientes, impossibilitando
o calculo das taxas de substituicio (tradeoffs) entre
diversos inputs, ou do quanto a variacdo de um input
afeta a variacdo de um determinado output, o que
¢ uma informacdo fundamental em problemas de
eficiéncia. Outras informacdes relevantes, como a
importancia de cada variavel ou a determinacio de
precos sombra, ficam igualmente comprometidas.
0 que se procura ¢ um método de resolucdo desta
ambiguidade na determinacdo dos pesos das DMUs
extremo-eficientes, de forma que cada DMU tenha
um conjunto unico de pesos, permitindo conhecer a
importancia relativa de cada input ou output.

O desenvolvimento da técnica considera uma
pseudométrica que trata da proximidade simultanea
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das funcdes e suas derivadas, uma vez que a fronteira
suavizada deve estar ndo so proxima da original,
como também possuir derivadas semelhantes as
dela, onde existirem as derivadas (Soares de Mello,
2002; Soares de Mello et al., 2002, 2004). No caso
bidimensional, deve-se considerar o fato de que a
regido da fronteira que contém 2 DMUs eficientes
consecutivas ¢ um segmento de reta - que é o menor
comprimento de arco entre dois pontos. Além disso,
derivadas de valor muito diferente da inclinacéo
da reta suporte do segmento implicam maior
comprimento de arco. Dessa forma, a minimizacédo
do comprimento de arco da fronteira suavizada
¢ suficiente para garantir a sua proximidade com
a fronteira original, uma vez que esta ultima ¢
composta apenas por segmentos de reta.

0 comprimento de arco ¢ representado por:
X, 2
j 1+(ﬂj dx (2)
T dx

onde y=flx) é a equacio da fronteira suavizada.

0s mesmos argumentos podem ser generalizados
para problemas de dimenséo superior, substituindo-se
segmento de reta por uma regido do hiperplano e
integral simples por integral multipla.

4.1. Formulag4o original do Modelo de
Suavizagcdo

Na formulagdo proposta por Soares de Mello et al.
(2002), foram considerados modelos DEA com apenas
1 output (0 mesmo podendo ser realizado em
modelos com 1 jnpud), e a suavizagio consiste em
procurar uma funcdo que minimize o comprimento
de arco (ou sua generalizacido n-dimensional), que
contenha as DMUs Pareto eficientes e que tenha
derivadas parciais de segunda ordem em todos os
pontos. Por facilidade computacional, minimizou-se
0 quadrado do comprimento de arco, sem que o
resultado fosse alterado. Entédo, apds determinar as
DMUs extremo-eficientes no modelo DEA cléssico, a
suavizacao foi obtida pelo problema variacional (3).

2
. OF
mmL—£|:l+Z[a)qj }JS
Sa (3)
F(X’,) :()utput()?j),V)?j eE= {)?:)? ¢ DMU Pareto eﬁciente}
w‘(jaa—F
ox;

X=X;

Soares de Mello et al. (2004) destacam a
importancia de que na ultima restricido de (3) seja
garantida, em especial, a existéncia das derivadas nos

pontos correspondentes as DMUs extremo-eficientes,
por serem estes os pontos de descontinuidade na
fronteira original. Sdo necessarias condicdes de
contorno adicionais a serem obtidas das propriedades
de cada modelo DEA.

Para 0 modelo CCR, a condi¢io de convexidade do
modelo BCC ¢ substituida pela de proporcionalidade:
aumentos (diminuicGes) proporcionais nos inputs
provocam um aumento (diminuicdo) proporcional no
output. Ou seja, F(k.)?):k.F()?), o que significa que
F tem que ser homogénea de grau 1 (COELI et al.,
1998). Assim sendo, deve respeitar o teorema de Euler
para funcdes homogéneas:

- >
X.VF=nF (4)

- -
comon=1,X.VF=F

Esta ¢ a restricdo adicional que F deve satisfazer
no modelo CCR (Soares de Mello, 2002). Assim, se
houver n DMUs Pareto-eficientes, havera n-1 funcoes
aproximantes, 2n-2 restricdes de passagem pelas
DMUs e n - 2 restricoes de suavidade, havendo,
portanto, mais varidveis de decisdo que restrices.

Assim sendo, na suavizacdo de fronteiras DEA,
a funcdo diferenciavel que substitui a fronteira CCR
deve ser homogénea de grau 1, o que restringe muito
a escolha de possiveis aproximantes. Por outro lado,
tal imposicdo permite aproveitar as propriedades das
funcdes homogéneas para simplificar o problema.

Para o modelo CCR tridimensional - dois
inputs e um output, ou um input e dois outputs,
a fronteira pode ser reduzida a duas dimensdes
cortando-se a superficie por um plano de nivel de
cota 1. Como a fronteira CCR é determinada por
funcdes homogéneas de 1° grau, algebricamente,
esse procedimento equivale a dividir tanto os inputs
quanto o output pelo valor do output (ou o input e
os outputs pelo valor do input), como mostrado por
Soares de Mello (2002).

0 uso da minimizacdo do comprimento de arco
conduz, neste caso, ao cdlculo de integrais duplas,
cujos limites de integracdo dependem do seu
resultado, o que torna sua aplicacdo bastante dificil.
Soares de Mello (2002) prop6s um problema MinMax,
no qual primeiramente realizava-se a minimizacdo
da maior das diferencas entre a fronteira original
e a suavizada nas DMUs eficientes e, a seguir, no
ponto médio de cada segmento da fronteira original.
0 modelo, que requer pelo menos trés DMUs
eficientes para poder ser aplicado, possuia, ainda,
uma restricdo extra que garantia que a fronteira
suavizada passasse abaixo dos pontos da fronteira
original.



4.2. Formulacdo do Modelo de Suavizacao
DEA CCR

0 modelo de suavizacdo proposto por Soares
de Mello (2002) foi exemplificado para o caso
tridimensional (2 inputs e 1 output ou 1 input
e 2 outputs), devido a dificuldade envolvida nos
calculos. Dessa forma, decidiu-se investigar melhor
a suavizacdo para modelos DEA CCR, com base na
metodologia proposta por Nacif et al. (2009).

Para se resolver o problema, é necessario
interpretar o que significam os pesos, o que ¢ melhor
compreendido no Modelo do Envelope, problema
dual do Modelo dos Multiplicadores. Pelo teorema
das folgas complementares, ¢ possivel mostrar
que os pesos correspondem aos coeficientes do
hiperplano, que ¢ tangente a cada ponto da fronteira
eficiente - denominado hiperplano suporte (Lins &
Angulo-Meza, 2000).

No modelo CCR, a equacdo do hiperplano
tangente a projecdo radial da DMU k ¢ dada por:

Zu;k.yjfzv;k.xi:O (5}
J i

onde x, sdo os inputs, Y sdo os outputs, V¥, e u*;k sdao
os coeficientes de inputs e outputs que maximizam a
eficiéncia. Assim, pode-se perceber que o problema
de se determinar um conjunto unico de pesos no
modelo dos multiplicadores equivale a determinar um
hiperplano tangente no modelo do envelope (Soares
de Mello et al., 2002), ou seja, ser possivel calcular as
derivadas em todos os pontos da fronteira. Mas essa
fronteira tem derivadas descontinuas, ja que ¢ linear
por partes, impossibilitando o cdlculo de um valor
Unico para os multiplicadores de algumas DMUs.

Este estudo propde resolver o problema através da
substituicdo da fronteira calculada no modelo DEA,
por outra que admita hiperplano tangente em todos
0s seus pontos, mas que mantenha a maior parte
das propriedades da fronteira DEA original, tal como
possuir as mesmas DMUs eficientes. Como os Unicos
pontos da fronteira em que ndo existe derivada sdo
as DMUs que representam vértices da hipersuperficie,
0 que se procura € suavizar esses vértices. Embora os
vértices sejam bem identificados em representacdo
geomeétrica, a sua determinacdo algébrica faz uso
do modelo de supereficiéncia (Andersen & Petersen,
1993). Os vértices correspondem as DMUs que no
modelo de supereficiéncia obtém valor superior a
unidade ou inviabilizam o PPL e sdo denominados
DMUs extremo-eficientes (Charnes et al., 1978).

A proposta € suavizar a fronteira do modelo DEA
CCR representando-a por uma equacao que relacione
todos os inputs e outputs. Propde-se o uso de um
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polindbmio homogéneo Unico como aproximante
da fronteira DEA CCR, de forma a preservar a
propriedade de homogeneidade requerida para este
modelo. Define-se, entdo, a fun¢io U que relaciona
o0s polindmios homogéneos de outputs e de inputs,
da seguinte forma:

U(x;,%,550000X,,2;, 2550000 2,) = ©)

F, (X,,xz,...,xn)—HgM (2;,255-2,,)

onde, F e H representam os polindmios homogéneos
de inputs e outputs, respectivamente; g, € o grau
do polindmio dos inputs e g,, o grau do polindmio
dos outputs; n representa o numero de variaveis de
entrada (numero de inputs) e mo niimero de variaveis
de saida (nimero de outputs). Finalmente, x e z
sdo os valores dos inputs e outputs do problema
em estudo.

Deve-se ressaltar que outras expressdes funcionais,
em particular as cOnicas e suas generalizagoes,
poderiam ser melhor adaptadas as exigéncias da
homogeneidade. No entanto, a pequena quantidade
de parametros nas suas equacoes poderia inviabilizar
que todas as restricoes de igualdade fossem satisfeitas.
Embora haja técnicas para superar esse problema
(Soares de Mello et al., 2002), a complexidade dos
calculos aumentaria muito com o seu uso. Acresce
que os cdlculos das derivadas e integrais ficariam
extremamente trabalhosos (e alguns casos mesmo
inviaveis de se fazer literalmente) com essas funcdes.
Assim, optou-se pelo uso de polindmios, que ja
mostraram bons resultados em problemas anteriores
de suavizacdo e em problemas de transmissdo de
calor baseados em equacdes semelhantes (Soares de
Mello, 1987). Com efeito, os calculos de derivadas e
integrais tornam-se triviais com o uso de polinémios
e, além disso, com a escolha adequada do seu
grau garante-se a viabilidade de cumprir todas as
restricoes de igualdade. Por outro lado, € preciso
cuidado em ndo extrapolar resultados ja que as
propriedades impostas aos polindmios apenas sdo
vdlidas na regido definida, podendo apresentar
variacdes muito bruscas tdo logo se saia da regido em
que as propriedades dos polindmios foram definidas.

Com as fungdes polinomiais definidas em (6),
tem-se a representacdo de uma superficie de nivel
U = F - H, cujo analogo multidimensional do
comprimento de arco devera ser minimizado, como
mostrado no modelo (3). O uso da fungio U permite
que as restricoes de suavizacdo sejam satisfeitas
implicitamente pelas derivadas da funcdo U, que
podem ser facilmente calculadas.

A formulagio proposta considera a diferenciacio
de todas as entradas em relagcdo a todas as saidas,
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assim como todas as saidas em relacdo a todas as

entradas:
ouU auY
min {7 | 3| +z’ L Az, dzd,.dx,}
Hmin " i=1 ax, i=1 é‘z,
Sa
U(X, e Xefis Z1efiZme) = 05 VDMU extremo-eficiente 7.1)
6—U(x,“m ,,,,, X )20, Yi=1,..,n 7.2)
0ox; ;
WU i zy) S0, Vi = 1o (7.3) (7)
oz,
U .
2 0,VYDMU extremo-eficiente (7.4)
ou
— < 0,YDMU extremo-eficiente (7.5)

oz,

i

A formulacdo (7) representa a proposta para o
modelo geral DEA CCR suavizado para quaisquer
numeros de varidveis de entrada e saida. A funcdo
objetivo ¢ dada pela integral (n+m)-upla, onde x,_
e x, representam o menor e o maior valor de cada
mput' ez . ez ., 0menore o maiorvalor de cada
output, respectivamente. A restricdo (7.1) garante
que as DMUs extremo-eficientes estejam contidas
na fronteira suavizada. A restri¢do (7.2) garante a
monotonicidade crescente da fronteira para os inputs
em seus pontos maximos, enquanto para os outputs
¢ garantida através de (7.3) em seus pontos minimos.
Na formula¢do do modelo de suavizagdo para o caso
BCC (Nacif et al., 2009), as restricoes mencionadas
sdo adicionadas restricdes de convexidade da
fronteira, propriedade a ser garantida para esse tipo
de modelo, de forma a garantir a ndo ocorréncia
de grandes variacoes na funcdo aproximante a ser
definida. Em modelos CCR, a complexidade para
garantir a ndo ocorréncia de tais variacoes requer a
inclusdo das restricbes (7.4) e (7.5), a fim de garantir
a monotonicidade para inputs e outputs nas DMUs
extremo-eficientes. Como o interesse do estudo ¢
calcular os trade-offs nas DMUs extremo-eficientes,
esse modelo garante tal possibilidade.

0 modelo em estudo foi desenvolvido para
quaisquer numeros de inputs e outputs e interpretado
geometricamente para problemas com um output
(ou um input). Sem perda de generalidade, a fim de
facilitar a compreensio da proposta, o problema sera
apresentado a partir de um exemplo genérico que
possua 2 inputse 1 output, de grau n. Assim, tem-se:

_ n n-1 n-2_2 n-3_3 n n
U=ax] +a,x; Xy +a3x] "Xy +aux; X3 +.+a,,% —z (8)

onde x,, x, € z, sdo, respectivamente, os valores dos
inputs e do output da DMU em anélise; e a, i=1, 2,
., 141 580 os coeficientes do polindmio homogéneo
aproximante a ser determinado.
As derivadas parciais de primeira ordem de U
serdo dadas por:
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PROA | 59!
%—m]j—[}un 1)a2d—+(n 2)a3d—+(n 3)a, ¢U+...+a,,% (9.1)
a—U—azd—U+2a3d—U+3a4d—U+ A na,  — v (9.2) (9)
ax, Pdx, ey dx,
a£ = _nd£ (9 3)
0z, dz, ’

du .
Como no caso do exemplo proposto -, serd
2

sempre ndo negativo, as restricdes (7.3) e (7.5)
poderdo ser suprimidas, ja que serdo verdadeiras para
quaisquer valores de z.

5. Calculo dos pesos

A substituicdo da fronteira linear por partes
por outra suavizada, derivdvel em todos os seus
pontos, permite a realizacdo do cdlculo dos pesos
ou multiplicadores Unicos para todas as DMUs, que,
pelo teorema das folgas complementares, podem ser
interpretados como os coeficientes da equacdo do
hiperplano tangente (Lins & Angulo-Meza, 2000).

Considerando-se o modelo geral de suavizagio
da fronteira CCR proposto em (7), onde a
funcdo U relaciona os polindmios homogéneos
de outputs (H) e de inputs (F), a equacio
do hiperplano tangente a hipersuperficie de
nivel U(x,,X,,....,X,,2,,Z5,...,Z,) =0, num ponto
(X w00 X0 Zypo oo mk) encontra-se relacionada em
(10), devendo—se calcular todas as derivadas nesse
ponto.

ou & oUu
[(x —x; )8xiJ+z[(Zj_zjk)6z-]=0 (10)

i M:

J=1 J

A expressdo (10) pode ser escrita como em (11):

S8 )

Considerando-se que no modelo CCR, a
equacdo do hiperplano tangente a projecdo radial
da DMU k ¢ dada por (5), onde x e z podem
representar as coordenadas da DMU k se ela for
eficiente, ou as coordenadas da DMU alvo, caso knio
seja eficiente. As equacdes de suavizacdo permitem
calcular a equagdo da reta tangente em cada ponto,
cujo coeficiente angular permite a determinacio
de uma relacdo entre os coeficientes de inputs e
outputs, v, € U,.

A551m, a anahse das equacoes (5) e (11), ambas
representando o hiperplano tangente a fronteira
suavizada, permite escrever (12) a (15):



L= 12
U je &, (12)
oUu
= 13
Vik ox ( ]

i(zjkgijJ+i[xik(2§ij=0 (14)

ouU o ou
Sad )22 "

O PPL do Modelo DEA CCR dos Multiplicadores
com orientagdo a /nputs apresentado em (1) possui

a restricdo de igualdade Y v.x; =1, que precisa

i=1
ser respeitada. Para tanto, deve-se dividir cada

equacao por Zn:(x,.k z—UJ :
X

i=1 i

w
0z

U, =—m=
Jk n [ 6U]
DI E

ox,

i=1 i

(16)

_ou
_ ox;

Fni)

i=1 i

(17)

6. Avaliacdo Cruzada (Cross Evaluation)

A metodologia DEA concede plena liberdade as
DMUs, permitindo-lhes a utilizag¢do dos pesos que
melhor The convierem. Assim, sdo atribuidos pesos
maiores as varidveis que possuem (em relacdo as
outras DMUs) niveis maiores de outputs, menores
de inputs; e pesos menores ou nulos as varidveis
desfavoraveis a DMU em estudo. Tal liberdade
diminui o poder de discriminacdo do método,
permitindo que DMUs atinjam a eficiéncia devido,
por exemplo, a atribuicdo de um valor elevado a
determinado input e output, enquanto as demais
vardveis ¢ atribuido peso zero. Este fato pode ser
um indicativo de que a DMU conseguiu se sobressair
devido a apenas um dos aspectos analisados, ndo
sendo de fato detentora das melhores praticas na
busca pela eficiéncia. Esse ¢ um grande problema
no uso de DEA como ferramenta multicritério em
problemas de ordenacdo (Soares de Mello et al.,
2002), ja que nesse caso seriam desconsiderados os
critérios definidos pelos decisores.

Allen et al. (1997) realizaram um amplo estudo
sobre diferentes metodologias para restringir os pesos
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em DEA. A Avaliacido Cruzada (Cross Evaluation)
¢ um desses métodos, que permite a solucdo do
problema sem a arbitrariedade existente em outras
metodologias e sem a necessidade de que se conheca
previamente a importancia relativa de cada varidvel.
A metodologia, desenvolvida por Sexton et al. (1986),
consiste na utilizacdo de DEA para avaliacdo do
conjunto, ao invés da autoavaliacdo realizada pelos
modelos DEA classicos. A proposta ¢ que cada DMU
seja avaliada segundo o esquema de pesos 6timos das
demais DMUs, calculando-se a eficiéncia cruzada a
partir da média de todas essas eficiéncias, ou seja, a
avaliacdo de uma DMU é realizada a partir da média
de suas eficiéncias, calculadas sob a dtica das demais
DMUs (Angulo-Meza, 1998).

0 célculo da Avaliacdo Cruzada classico € iniciado
com a determinacdo das eficiéncias das DMUs, o
que requer a determinacdo de seus pesos, inclusive
o das extremo-eficientes, o que ¢ um problema, ja
que elas possuem multiplas solucdes. Para resolver
esse problema, a abordagem classica consiste
em usar, em sequéncia, modelos que contenham
funcdes objetivo secundarias para a determinacéo
das eficiéncias cruzadas, posteriormente usadas na
construgdo de uma matriz de eficiéncias. O uso de
tais funcdes permite a obtencdo de um esquema
de pesos 6timo no modelo inicial, que tenha como
objetivo secunddrio a minimizacdo das eficiéncias
cruzadas das outras DMUs. Além dessa formulacéo,
dita agressiva devido a minimizacdo da funcéo
objetivo (Sexton et al., 1986), ha a formulacéo
benevolente, cujo esquema de pesos maximiza as
eficiéncias cruzadas das demais DMUs. Em Angulo-
Meza (1998), pode-se encontrar uma ampla discussdo
acerca do assunto.

A suavizacdo, objeto deste estudo, é uma
alternativa para a aplicacdo desta metodologia, pois
possibilita a determinacdo de pesos unicos para as
DMUs extremo-eficientes, obtidos pelas equagdes do
item 5, que podem ser usados diretamente no calculo
da avaliacdo cruzada. No entanto, os modelos
de suavizacdo existentes até agora, que tivessem
praticidade de uso, eram apenas para o modelo
BCC. Ora, o modelo BCC apresenta eficiéncias
negativas implicitas, que aparecem em situacdes
como projecoes ndo radiais (Gomes Junior et al.,
2013) e avaliacio cruzada (Soares de Mello et al.,
2002, 2013), o que faz com que apenas em raras
ocasides possa ser usado em modelos de avaliacdo
cruzada. Assim, o desenvolvimento de um modelo
de suaviza¢do para DEA-CCR passa a permitir o uso
de pesos calculados por este método em modelos de
avaliacdo cruzada.
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7. Exemplo numérico com 2 inputse 1
output

Apesar de o modelo desenvolvido poder ser
usado para qualquer numero de varidveis, optou-se
pela apresentacdo de um exemplo com 2 inputs
e 1 output, com a finalidade de permitir a sua
representacdo geométrica. Como ja mencionado,
em teoria, este modelo poderia ser tratado pelos
modelos anteriores de suavizacdo CCR, na pratica,
a obrigatoriedade de calcular analiticamente certas
integrais de funcdes envolvendo raizes tornaria
inviavel esse calculo.

Seja o problema apresentado na Tabela 1.

Resolvendo-o com o software SIAD (Angulo-
Meza et al., 2005a, b), obtém-se a solucio da
Tabela 2.

A Figura 1 apresenta a representacdo grafica
da fronteira original do problema, reduzida a
2 dimensdes, através da divisdo de inputs e output
pelo valor do output, em cada ponto.

A DMU F esta no mesmo segmento horizontal
que a DMU G, sendo, portanto, fracamente eficiente.
Em modelos de maior dimensio, pode-se, através
de cdlculos algébricos, identificar DMUs nessa

Tabela 1. Exemplo com 2 inputse 1 output.

DMU Tnput 1 Input 2 Output
A 4 3 1
B 26 12 4
C 16 2 2
D 4 2 1
E 6 12 3
F 20 2 2

Tabela 2. Eficiéncias do exemplo da Tabela 1.

DMU CCR

A 0,857143
B 0,648649
C 1
D 1
E 1
F 1

Input2/Output A

0,0 T T T T T T >

12 Input1/Output

Figura 1. Representacdo no plano do exemplo com 2 inputs
e 1 output.

condicdo, sem grande dificuldade. O modelo em
analise apresenta, entdo, 3 DMUs extremo-eficientes:
G, DeE.

0 passo seguinte para a obtencdo do polindmio
homogéneo que representara a fronteira suavizada ¢
a determinacdo do grau desse polindmio homogéneo.
Para tanto, deve-se considerar ser possivel eliminar
o calculo de um coeficiente, ja que, ao dividir toda
a equacdo pelo seu valor, a igualdade permanece.
Convenciona-se, sem perda de generalidade, que z,
terd coeficiente unitario. Destaque-se ainda que o
numero total de coeficientes ou varidveis de decisdo
sera a soma do n° de coeficientes do polinémio
homogéneo dos outputs com o n° de coeficientes
do polinémio homogéneo dos inputs.

Para se garantir que o polindmio Unico obtido
seja homogéneo de grau 1, o grau do polindmio dos
inputs devera ser igual ao grau do polindmio dos
outputs. Além disso, para que nao haja inviabilidades,
o grau do polindmio homogéneo a ser utilizado
devera ser superior ao numero de DMUs extremo-
eficientes do problema investigado, acrescido de
uma unidade. Destaque-se que cada DMU extremo-
eficiente corresponde a uma restricdo de igualdade do
modelo, que impde que ela se encontre na fronteira
suavizada. O numero de variaveis de decisdo deve ser
maior que o nimero de restricdes de igualdade e,
como essas variaveis sdo os coeficientes do polindmio
homogéneo aproximante, o grau deste dependera do
numero de variaveis de decisdo. Em resumo:

Ne de variaveis de decisdo > N° de igualdades do
Modelo (N° DMUs extremo-eficientes) + 1

0 numero total de coeficientes, ou varidveis de
decisdo, sera a soma do numero de coeficientes do
polinémio homogéneo de inputs (n) com o numero
de coeficientes do polindmio homogéneo de outputs
(n,). Assim, para que ndo haja inviabilidades:

n, + n, > N° de DMUs extremo-eficientes + 1

Considerando o exposto, elaborou-se um
algoritmo a partir do qual foi construida a Tabela 3,
que apresenta, até o 10° grau, o numero de
coeficientes ou termos de uma funcdo homogénea
para cada grau g e numero de varidveis Nvar.

No caso do exemplo, tem-se 3 DMUs extremo-
eficientes, m = 1, coluna 1 e n = 2, coluna 2.
Na Tabela 4, o grau g correspondera a linha em
que se encontre o menor valor da soma n, + n, que
satisfaca:

n0+n]>3+l—>n0+n]>4

Logo, o polindbmio homogéneo deverd ter grau
3 e serd expresso por:

U=ax’+ bx’ +cox’x, + dxx” - z (18)
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Tabela 3. Numero de coeficientes ou termos do polindmio homogéneo, para cada grau g e nimero de varidveis nvar.

Nvar (nimero de variaveis)

1 2 3 4 5 6 7 8 ) 10

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55

= 3 1 4 10 20 35 56 84 120 165 220

E 4 1 5 15 35 70 126 210 330 495 715
%_ 5 1 6 21 56 126 252 462 792 1287 2002
2 6 1 7 28 84 210 462 924 1716 3003 5005
E, 7 1 8 36 120 330 792 1716 3432 6435 11440
S 8 1 9 45 165 495 1287 3003 6435 12870 24310
9 1 10 55 220 715 2002 5005 11440 24310 48620
10 1 11 66 286 1001 3003 8008 19448 43758 92378

Para os valores de m = n (nimero de outputs) e

Tabela 4. Escolha do grau do polindmio.

nn 1'|l 1'|0+l'll
1 1 2 3
2 1 3 4
— 3 1 4 5
=
& 4 1 5 6
£
g_ 5 1 6 7
(=]
S 6 1 7 8
j=3
E 7 1 8 9
@ 8 1 9 10
9 1 10 1
10 1 1 12

Para o problema apresentado, o modelo ficara:

)

61

)

h—_—
o —y

4
[1+Gax® + 0% +2d)° +(by” + 2xy +dx*)’ +(-32°))dzdydx
1

Sa

4096a +8b+512c+64d —-8=0 (22.a)
64a+8b+32c+16d—-1=0 (22.b)
216a+1728b + 432 +864d —27 =0 (22.0)
2028a + 624c +288d >0 (22.d)
432b+676¢+624d >0 (22.¢)
768a+64c+4d >0 (22.1) (19)
48a+16c+4d >0 (22.9)
108a +144c +144d >0 (22.h)
12+ 256¢ + 64d > 0 (22.i)
12b+16¢+16d >0 (22.j)
432b+36c+144d 20 (2.1

Onde as restricdes (22.a) a (22.c) sdo relativas
as DMUs eficientes; as (22.d) e (22.e) sdo relativas
a monotonicidade dos inputs em seus pontos de
maximo. As restricdes (22.f) a (22.g) garantem a

n = n, (ntmero de inputs), conhecidos, procuram-se na tabela as colunas correspondentes.

monotonicidade nas DMUs extremo-eficientes.
Note-se, que as restricdes relativas aos outputs
ndo foram incluidas por serem desnecessarias.
Resolvendo-se a integral tripla, chega-se ao Problema
de Programacio Nio Linear (23):

334328896

Min{641539008a° + d’ +95911200d +

287733600ad +60241280db + w +

60241280ac + 20512800dc + 61538400b +
3284160c +29557440b°}

Sa

4096a +8b+512c+64d -8=0 (23.2)
64a+8b+32c+16d-1=0 (23.b)
216a+1728b+432¢+864d —27=0 (23.0)
8000a +8b +800c +80d —8=0 (23.d)
2028a + 624c+288d >0 (23.e)
432b+676¢ +624d >0 (23.9) (20)
768a +64c +4d >0 (23.9)
48a+16c+4d >0 (23.h)
108a +144c+144d >0 (23.1)
12b +256¢ +64d > 0 (23.)
12b+16¢+16d >0 (23.)
432b+36¢c+144d >0 (23.m)

Resolve-se, entdo, 0o modelo com algum software
de programacdo matemdtica. Nesse caso, foi
utilizado o solver do MS-Excel, obtendo-se a solucdo
apresentada na Tabela 5.

Assim, a equacio (24) representa a equacio da
fronteira suavizada a ser usada para substituir a
fronteira original:

U =-0,00209 x> + 0,005618 x> +

21
0,031679 x> x, + 0,004697 X, x> - z’ 1)
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Tabela 5. Valor das varidveis de decisdo para o problema
proposto.

Tabela 6. Peso do Modelo Suavizado para as DMUs
Extremo-eficientes.

A b @ D DMU u, Vo A
-0,00209 0,005618 0,031679 0,004697 C 0,5000 0,0183 0,3532
1,0000 0,1418 0,2165
E 0,3333 0,0619 0,0524

Figura 3. Curvas de Nivel da Fronteira Calculada.

A Figura 2 apresenta o grafico em 3D da
fronteira calculada, construido com o software
Maple. A andlise da Figura 2 permite perceber que
ele apresenta propriedades esperadas, ja que passa
pela origem e o output é uma funcdo crescente
dos inputs. Além disso, seu contorno € suave, ndo
apresentando mudancas de concavidade.

Por sua vez, a Figura 3 mostra a curva de nivel
para o polindmio calculado, dentro da regido de
calibragdo definida pelos limites de x, [4, 26] e x,
[2, 12]. A andlise da figura permite perceber uma
curva sem oscilagdes, com o comportamento suave
esperado.

Tabela 7. Eficiéncia das DMUs quando avaliadas pelas DMUs
extremo-eficientes.

Avaliada por:
DMU C D E
A 0,4412 0,8220 0,8237
B 0,4241 0,6366 0,5959
C 1,0000 0,7404 0,6089
D 0,6411 1,0000 0,9461
E 0,3449 0,8700 1,0000
F 0,9316 0,6120 0,4966

7.1. Cédlculo dos pesos e Avaliacdo Cruzada

No exemplo desenvolvido neste estudo,
obteve-se a equacio (24) para a fronteira suavizada.
Utilizando-se o Teorema da Func¢do Implicita,
pode-se, a partir de (16) e (17), obter os pesos das
DMUs extremo-eficientes, apresentados na Tabela 6.

A Tabela 7 apresenta a eficiéncia de cada DMU,
quando avaliada pelas DMUs extremo- eficientes.

8. Conclusoes

Este estudo apresentou uma proposta para
resolver o problema da ndo unicidade de pesos nas
DMUs extremo-eficientes em modelos DEA CCR.
A metodologia proposta foi baseada no trabalho
desenvolvido por Soares de Mello (2002) e Nacif et al.
(2009), que substitui a fronteira de eficiéncia original,
que ¢ linear por partes, por uma fronteira suavizada,
com derivadas continuas. Destaque-se que o
modelo de suavizagdo permite eliminar dois grandes
problemas em DEA: regides Pareto-ineficientes e
faces de dimensdo ndo completa.

A propriedade de proporcionalidade entre inputs
e outputs dos modelos DEA CCR implica o uso
de funcdes homogéneas de 1° grau como funcio
aproximante. A metodologia apresentada utiliza
como aproximantes polinémios homogéneos que
relacionem inputs e outputs.

Em modelos CCR, a complexidade para garantir
a nio ocorréncia de grandes variacdes na funcio
aproximante a ser definida requer a inclusdo de
restricoes adicionais, relativas a monotonicidade
para inputs e outputsnas DMUs extremo-eficientes.
Como o interesse do estudo ¢ calcular os trade-offs



nas DMUs extremo-eficientes, o modelo proposto
garante tal possibilidade.

0 modelo em estudo foi desenvolvido para
quaisquer numeros de inputs e outputs e interpretado
geometricamente para problemas com um output
(ou um inpuf). Sem perda de generalidade, a fim
de facilitar a compreensdo da proposta, o problema
foi apresentado a partir de um exemplo genérico de
grau n, com 2 inputse 1 output.

A metodologia apresentada veio preencher uma
lacuna levantada em Soares de Mello et al. (2004) e
Nacif et al. (2009). Além disso, conforme mostrado,
a partir do modelo de suavizacdo ¢é possivel realizar
diferentes aplicacées em DEA, como o cdlculo da
avaliacdo cruzada realizada.

A grande quantidade de calculos envolvidos
no modelo de suavizacdo proposto, realizada em
diferentes softwares, justifica o desenvolvimento
futuro de um software para a solucdo de modelos de
suavizacdo, que propicie a investigacdo de problemas
mais complexos. Destaca-se que os calculos em si
néo sdo problematicos, o que causa mais trabalho ¢
a necessidade de usar ferramentas computacionais
diferentes em cada etapa de resolu¢do do modelo.

Finalmente, a suavizacio da fronteira DEA permite
resolver alguns problemas como a multiplicidade de
solugdes dtimas. Por outro lado, deve-se ressaltar que
ha modificagdo, embora pequena, do conjunto de
possibilidades de producido e que em determinadas
situacdes a suavizacdo de uma fronteira eficiente
provoca perda de informacdo (Gorissen & den
Hertog, 2012).
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Smoothed frontier to determine a single set of
weights in CCR models

Abstract

Over time, the number and range of applications in the DEA have increased greatly. The resulting complexity of the
relationships between the multiple inputs and outputs of decision making units (DMUs) in a study hinders the use
of other methodologies. This makes DEA quite attractive for identifying the performance of these DMU’s. The aim
of this study is to define a method of solving the ambiguity in determining the weights of extremely efficient DMUs
so that each DMU has a single set of weights, allowing for determination of the relative importance of each input
or output. The proposal is to replace the original CCR DEA frontier, which is piece-wise linear, with a smoothed
one, which is as close as possible to the first but continuously differentiable at all points. Smoothing allows for the
calculation of trade-offs in the extreme-efficient DMUs and in Cross-Evaluation, among other applications.

Keywords
DEA. Smoothed frontier. Cross-evaluation.
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