Vol. 20, No. 1, junho de 2000 Pesquisa Operacional - 19

ALGORITMO DE PROGRAMACAO DE MAQUINAS INDIVIDUAIS COM
PENALIDADES DISTINTAS DE ADIANTAMENTO E ATRASO

Emerson C. Colin

Tamio Shimizu

Escola Politécnica da USP

Departamento de Engenharia de Producgéo

Resumo

Neste trabalho consideramos o problema de méaguina Unica, com datas de entrega e penalidades de
adiantamento e atraso distintas para cada ordem. Considerando que a seqiéncia sgja predefinida, o
objetivo a ser acancado é a minimizagdo da soma das diferencas (adiantamentos ou atrasos) penalizadas
das ordens. Este trabalho é apresentado como uma generalizagdo do agoritmo de programacdo de Garey
et al. (1988). Através de uma estrutura computacional denominada fila de prioridade, este novo
algoritmo permite a elaboragdo de um programa em tempo O(rlogr), enquanto que o melhor encontrado
na literatura atual mente é de tempo O(°).
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Abstract

In this work we consider the one machine problem, with distinct due-dates and penalties for earliness and
tardiness. For a previously defined sequence, we utilize the sum of weighted lateness (earliness or
tardiness) as objective function. This work is presented as a generaization of the Garey et al. (1988)
scheduling algorithm. Using a computational structure called heap, this agorithm alows a schedule
construction in O(nlogn) time while the best found in literature runsin O(n?).
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1. INTRODUCAO

Desde o inicio da difusdo de principios do JT (Just-In-Time) - que pode ser considerado como
um sistema de administragéo industrial relativo ao estogque -, tem crescido a importancia da
diminuicdo do estoque no processamento de produtos. Estamos fazendo mais um esforgo nesse
sentido, considerando como caracteristica-chave de nosso trabaho um dos elementos mais
importantes do JIT - evitar que produtos e componentes sgjam produzidos ou entregues antes
da data correta (Groenevelt (1993)). Embora elementos como os erros, a diminui¢do do tempo
de preparacdo, a limpeza e a organizacdo da fabrica também fagcam parte do JIT, quer sga
diretamente ou indiretamente, ndo estaremos considerando-os.

Sob o enfogque de uma das linhas de pesquisa da programacéo da producéo (Baker & Scudder
(1990)), o JT pode ter sua dimensdo de programacdo caracterizada através da penalizacdo do
término adiantado de ordens de producdo. Devemos lembrar que embora a programacéo do J T
geramente esteja associada ao kanban, muitos estudos tedricos tém sido feitos no sentido de
utilizar a penalizacdo do término adiantado de ordens em sistemas que empurram a producao.
Para boas discussdes acerca da aplicabilidade e definicdo de ambos os sistemas, vide Silver et
al. (1998) e Vollmann et al. (1997).

Uma das conseqiiéncias mais importantes advindas das filosofias JT € que dependendo de
certas condicOes, pode valer a pena manter uma maquina parada, inserindo-se tempo de
ociosidade entre a realizacdo de duas ordens. Essa caracteristica, peculiar a0 ambiente do tipo
JIT, é valida enquanto os custos provenientes de um suposto atraso nao forem maiores do que
0s custos provenientes do adiantamento. Portanto, uma metodologia que leve em consideracéo
ambos 0s custos - de adiantamento e de atraso - pode ser de grande validade quando se desgja
trabalhar num ambiente desse tipo. Para um maior esclarecimento com relacdo a esse assunto,
ver Colin (1997), onde o algoritmo apresentado neste trabalho foi utilizado inicialmente.

Na proxima secdo fazemos uma breve revisdo sobre as principais defini¢des utilizadas neste
trabalho e definimos formalmente nosso problema. Na secéo 3 fazemos algumas discussoes
acerca de outros trabalhos que trataram do mesmo tipo de problema. Na secdo 4 apresentamos
o agoritmo, enquanto que na se¢do 5 discutimos caracteristicas de sua implementacédo
computacional. Finalmente na secdo 6 apresentamos um exemplo numérico do uso do
algoritmo.

2. CONCEITOS PRELIMINARES E DEFINICAO DO PROBLEMA

Para 0 desenvolvimento do trabalho, utilizamos defini¢fes e notacfes classicas, de acordo com
Morton & Pentico (1993). A sequienciacéo é considerada como um ordenamento das ordens de
producdo. Para um conjunto de ordens J={Ji,....J,}, deve-se encontrar a sequéncia
s=<s(1),5(2),...,s(n)> com s() {1,2,...n} e s(j)*s(i) sempre que ji. Cada ordem J,
(j=1,...,n), possui quatro valores inteiros associados {p;d;,w,h;} que representam o tempo de
processamento, a data de entrega, a penalidade de atraso e a pendidade de adiantamento
respectivamente. A programacao € definida como a determinacdo dos horarios de inicio e de
término das ordens de uma dada sequéncia Para uma dada ordem Jj, existe um intervalo de
processamento [e;e;+p;] onde e; e p; significam respectivamente o horério efetivo de inicio do
processamento e o tempo de processamento da ordem J. No caso do problema de uma
maquina, para duas ordens consecutivas Js; € Js+1, com intervalos de processamento
definidos por [esg).es)tpsp] € [esq+y.esi+ntpsgy], podera haver interseccéo entre os dois
interval os apenas nos pontos extremos dos intervalos. Seja W, 0 periodo de ociosidade antes
daredlizag8o da ordem J;(;. O programa p(s) de um conjunto de ordens J, é a determinacéo do
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horério efetivo de inicio de cada ordem, ou sga, pP(S)=<es(),es(),---€sm> Um programa
parcial, p(s), €um programa gque contém as; primeiras ordens da seqiiéncias.

Estamos considerando que a seqiiéncia ja foi definida preliminarmente, e portanto podemos
omitir a seqiiéncia s de nossa notagdo. A fungéo diferenca € definida como L;=Cr- d;, onde
Ci=ej+p; € 0 horario de término da ordem J;. Costumarse separar a funcéo diferenca quando ela
€ positiva e quando €ela é negativa. Se negativa, é chamada de adiantamento, e é definida como
E=max(0,- L;), enquanto que se positiva, € chamada de atraso, e pode ser definida como
T=max(0,L)).

Estamos considerando o0 caso de uma Unica maquina que deve processar uma seqiiéncia de
ordens s=<J1,./,...,J,>. O programa € realizado de maneira a tentar cumprir as datas de entrega
d;, sabendo-se que cada ordem demanda um tempo p; para 0 seu processamento. Ha
possibilidade de insercéo de tempo ocioso ¥ antes da elaboragdo de uma certa ordem J,. Para
penalidades 7>0 e w>0, a funcdo-objetivo em questdo pode ser definida como

ming()=Q " (hE, +wT).

3. INSERCAO DE OCIOSIDADE

O primeiro traba ho a apresentar um algoritmo para insercdo de ociosidade pertence aFry et al.
(1987). De uma maneira bastante clara, os autores formularam o problema de inser¢éo de
ociosidade no problema de atraso e adiantamento com penalidades individuais, S(h,E+w,T)),
como um problema de programacéo linear. Pela caracteristica do tipo de problema, a solugéo
acontece em tempo O(n?). Algum tempo depois, Davis & Kanet (1993) propuseram um outro
agoritmo com tempo de soluc&o no pior caso O(r?) paraa solucéo do mesmo problema.

De uma maneira provavelmente independente, Garey et al. (1988) também propuseram um
algoritmo de inser¢cdo de ociosidade no problema de atraso e adiantamento sem penalidades,
S(E+T)), com tempo O(nlogn). Para o caso da utilizagdo de uma pendidade Unica para
adiantamento e atraso, Sw/(E+7;), os autores indicam como o algoritmo deveria ser formulado.
Yano & Kim (1991) elaboraram um algoritmo de insergdo de ociosidade baseado na
programacdo dindmica. A insercdo de ociosidade é feita no problema com funcdo-objetivo
S(h,E+w,T;), onde é suposto que w;? i 0. O tempo de solugio no pior caso é O(n’logn).

Todos os trabalhos supdem que os algoritmos sgjam utilizados em uma sequéncia que foi
definida preliminarmente.

4. ALGORITMO DE INSERCAO DE OCIOSIDADE

Nesta secdo fazemos uma adaptacdo no algoritmo de inser¢do de ociosidade de Garey et al.
(1988) para a funcéo-objetivo do tipo S(hE+w,T)). Esta secdo e a proxima seguem de forma
bastante semelhante o desenvolvimento e a notag&o utilizada por Garey et al.

O horério desgjado de inicio da ordem J; é definido como a;=d- p;. O horério efetivo de inicio
de uma dada ordem é denotado por ¢;. Um bloco de ordens B; (i=1,2,...,/) é definido como uma
seqliéncia parcial que é programada sem insercdo de ociosidade entre as ordens da mesma.

Matematicamente pode-se dizer que uma dada sequiiénciade ordens M =<J_,J ,....J > é

my 'Y my 1t
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um bloco de ordens se ectpi=er1 (para mi£k<my), e, ,+p, ,<e, (paa m>1) e

my

eml- + pm]- < eﬂ’l]-+1 (paramj<n)'

Assumimos que um programa completo p,(s) possui / blocos <By,...,B> (1EiEl; [En). Um
esquema grafico dos conceitos de bloco é apresentado na Figura 1. Cada bloco B, é
particionado em 2 subconjuntos, denominados Atrasado(i) e Adiantado(i). Seja uma ordem
J1 B.. Ji Atrasado(i) se e>a; e J1 Adiantado(i) e e£a;, ou sgja, se Ji Atrasado(i), reduzindo-
se e;, reduz-se o atraso de J; e se J1 Adiantado(i), reduzindo-se e;, aumenta-se o adiantamento
deJ;. Adicionalmente define-se H (i) = é h, e Ww(i)= é w;.

J]-T Adiantado(i) J]-T Atrasado(i)

blocos em
um 1 2 i /-1 /
rogram >
programa tempo
) —
indices das | = = N ~
S = = =
ordens em_ 3 2 § §
um bloco i S g S =
= S ~ S
] N S
N9
tempos de
proces- Pprimeiro(i)
samento Dprimeiro(i)+1 Pidtimo(i)- 1 Prltimo(i)
<+Zp|- » -< > >

Figura 1: Significado grafico dos blocos de um programa

Para se representar um bloco B;, seréo necessarios apenas as definicdes dos indices extremos,
ou sga, primeiro(i) que é o indice do primeiro elemento de B; e ultimo(i) que € o indice do
ultimo elemento de B;. As ordens intermedidrias sdo facilmente identificadas pois sdo
relacionadas com a primeira e com a Ultima.

4.1. VISAO GERAL DO ALGORITMO

A idéia centrd do agoritmo estAd na construcdo e movimentacdo dos blocos, onde essa
movimentagdo acontece sempre fazendo com que as ordens do mesmo sgjam antecipadas.
Sempre acontece uma antecipagdo do bloco pois as ordens adicionadas ao bloco estdo sempre
atrasadas ou no horério desgjado. Se as datas de entrega forem suficientemente dispersas, cada
bloco seré formado por apenas uma ordem. Como isso obviamente ndo ocorre sempre, existem
periodos de conflito, onde a capacidade disponivel na maquina ndo é suficiente para processar
todas as ordens de modo que suas datas de entrega sejam atendidas. Quando isso acontece, 0s
adiantamentos e atrasos penalizados das ordens do bloco em consideracéo sdo avaliados
procurando-se por uma oportunidade de se diminuir a penalidade total. Deve-se observar que
um bloco contém ordens atrasadas e adiantadas e uma movimentacdo do bloco para mais cedo
faz com que as ordens adiantadas fiquem mais adiantadas, enquanto que as ordens atrasadas
atrasem menos ou passem a estar adiantadas. Neste trabalho uma ordem que se inicia no
horério desgjado é considerada adiantada.
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Para esse fim, 0 algoritmo € iniciado fazendo com que a primeira ordem seja finalizada em sua
data de entrega. 1sso pode ndo ser possivel, visto que a ordem ja pode estar virtuamente
atrasada - mesmo que ela sga iniciada no instante inicial, ela va atrasar. Verificase se a
préxima ordem pode ser terminada em sua data de entrega. Aqui pode acontecer duas coisas:
um novo bloco ser formado ou a ordem ser adicionada ao Ultimo bloco formado. Um novo
bloco sera formado caso o término da Ultima ordem do Ultimo bloco sgja anterior ao inicio
desgjado da ordem em consideracdo. Por outro lado, a ordem sera incluida no ultimo bloco
formado, caso o término da Ultima ordem do Ultimo bloco sgja posterior ou igual ao horario de
inicio desgjado da ordem em consideracdo. Neste Ultimo caso, haverd uma ponderacéo entre
todas as ordens pertencentes ao bloco formado com a hova ordem. Se a nova ordem adicionada
estiver atrasada e esse atraso, juntamente com 0S outros atrasos penalizados pertencentes ao
bloco for maior que os adiantamentos penalizados, entédo o bloco € movimentado para mais
cedo enquanto a penalizacdo total diminui. Este procedimento é realizado até a Ultima ordem
ser programada.

4.2. DETALHAMENTO DO ALGORITMO

Para um melhor entendimento do algoritmo, ele pode ser considerado como tendo duas partes:
aprimeira, para construcdo de blocos e a segunda, para antecipacéo de blocos. De maneiramais
precisa, podemos dizer que a primeira parte do algoritmo - construgdo de blocos - tem inicio
simplesmente programando-se o hor&rio efetivo de inicio de J; igua a0 horéario desgjado de
inicio de Ji, isto € e;=a;. Para um programa parcial p(s) ja realizado, programa-se J;:1
conforme dois casos:

Caso 1: e+pifa;1. Programase J;.1 para comegar em a;q. Nesse caso Ji1 Ndo possui nem
atraso nem adiantamento pois € inserido um periodo de ociosidade e portanto

g(p;+1(8))=g(PAs))-

Caso 2: e/+p>aj. Programa-se Ji.1 para comegar em e;+p;. Nesse caso J,, possui atraso. A
ordem J;+, € inseridano bloco B, (onde / é o indice do Ultimo bloco, isto &, o bloco em andlise) e
no conjunto Atrasado(l).

Uma propriedade-chave, enunciada por Garey et al., mantida pelo algoritmo, € que para cada
bloco Bl p,(s), ou W(i)<H(i) OU epimeiro(»=0 (para i=I=1). Quando a proxima ordem (Ji1) é
programada, apenas o Ultimo bloco pode sofrer alguma ateracdo. Essa dteracéo pode fazer
com que o Ultimo bloco tenha pelo menos uma das seguintes propriedades: (a) W(l)<H(/), (b)
W(l)3 H (1) ou (C) eprimeiro(l):o-

A segunda parte do agoritmo, de antecipacdo dos blocos, acontece considerando que se
W(D)<H(I) OU e, imeiro(n=0, €Nt8O NGO se toma nenhuma acéo e o programa p;.1(s) transforma-se
no programa corrente. Por outro lado, se W(l)=H(/) € ey imeiroy* O, €Ntd0 pode-se movimentar o
bloco B; inteiro, sem afetar o valor da funcéo-objetivo do programa. Caso contrério, se
W(I)>H(I) € epimeiropy* O, pode-se antecipar o bloco B, inteiro, fazendo com que o vaor da
funcéo-objetivo do programa diminua. Essas movimentagdes sdo feitas até um dos 3 casos
seguintes acontecer:

Caso a. €yineiroy=0. Ocorrera somente se /=1. Caso ocorra, 0 bloco B, néo pode ser
movimentado para mais cedo pois ele estard comegando no horario 0;

Caso b. para agum Ji B, e=a. A ordem é transferida do conjunto Atrasado(l) para
Adiantado(l) e W(I)<H(I). Nesse caso, outras movimentagdes de B, sO iréo aumentar o valor da
funcdo-objetivo. Caso contrario, se a ordem for transferida de Atrasado(l) para Adiantado(l) e
w([)3 H(I), continua-se a movimentacao;
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Caso c. Cprimeiro(l)—Cuiltimo(l- 1)+pl)ltim0(l- 1)- O bloco Bl € unido ao bloco Bl- 1 Se Eprimeiro(l- 1)10 e
W(l- 1)+w(l)? H(l- 1)+H([), continua-se a movimentagdo dos blocos unidos /-1 e [. Se
eprimeiro-1* 0 € W(I- 1)+W([)<H(l- 1)+H(/), deve-se parar a movimentagdo pois a fungéo-
objetivo sO ira piorar.

O programa resultante é p;.1(s). O agoritmo faz sucessivas aplicagdes do procedimento acima
formando os programas px(s),pa(s),...,.p.(s).

4.3. ANALISE DO ALGORITMO

A demonstracdo que o algoritmo descrito proporciona um programa 6étimo para uma seqiiéncia
predefinida no caso sem penalidades € apresentada em Garey et al. (1988, p. 338). O teorema
adiante prova gque o agoritmo descrito aqui garante a otimizacdo do problema em consideragéo.

Teorema (baseado no teorema 2 de Garey et al.). Para qualquer j, o programa parcial pfs)
calculado pelo agoritmo tem o minimo S(kE+w,T;) dentre todos os programas possiveis
paraas primeirasj ordens.

Demonstragdo: Ver apéndice. [ |

Quando W(i)=H(i) para pelo menos um B; (i=1,2,...,/), podemos perceber que existem infinitos
minimos. Neste caso, 0 agoritmo proposto ira programar o inicio do bloco o mais cedo
possivel.

Deve-se lembrar que a ordem iniciada no horario desgjado pertence ao conjunto Adiantado €
portanto, na melhor condicdo possivel - condicdo de g(p)=0 -, todas as ordens estariam nos
conjuntos Adiantado. Para o entendimento da propriedade-chave enunciada por Garey et al., €la
pode ser dividida em duas partes como segue:

Parte 1: Quando e,imei»=0. SO acontece quando i=/=1. N&o ha ociosidade antes do primeiro
bloco e consequientemente ndo ha como diminuir os atrasos. A relacdo W([)2 H(/) pode ser
verdadeira pois ndo ha como movimentar o bloco para mais cedo.

Parte 2: Quando e, imeio* 0. Para um bloco / com uma ordem apenas, e=a;, sendo
primeiro(l)=j. A ordem J; pertence a0 conjunto Adiantado(l) e W(I)<H(/). Para um bloco / com
diversas ordens, vamos aceitar que até a Ultima ordem do mesmo, J;, a condicéo W(/)<H(!) sgja
verdadeira. O acréscimo de J;+, a B, pode acontecer devido & aj11=¢j+1 0U aj+1<ej1, ISIO €, OU &
ordem comega no horério desgjado, ou a ordem esta atrasada. Quando aj.1=e;+1, Seguramente a
desigualdade W(/)<H(I) se mantém apds o acréscimo de Ji.; ao bloco B;, pois Jix, vai para o
conjunto Adiantado(l). Quando a;1<e;s1, J+1 Va para o conjunto Atrasado(l) e isso pode nos
trazer um dos trés resultados a seguir: (1) w1+ W(l)>H(/), a propriedade-chave ndo é mantida e
portanto 0 bloco deve ser movimentado para mais cedo POIS e€pimeiropyt 0. O bloco €
movimentado para mais cedo até que e,imeiro(y=0 OU w1+ W([)<H(/). Se houver diversos blocos,
pode ser necessario haver unido dos blocos B, e B.; mais de uma vez. As unifes seréo
redlizadas até que pelo menos uma das duas condicbes de paralizacdo do algoritmo sgja
acancada; (2) w1+W(/)<H(I), a ordem J;;; vai para 0 conjunto Atrasado(l), mas de maneira
contréria ao caso (1), a propriedade-chave é mantida. Uma movimentacdo para mais cedo fara
com que a fungado-objetivo piore pois a soma das penalidades de adiantamento é maior que a
soma das penalidades de atraso; (3) wy.+W(/)=H(/), a ordem J,; va para 0 conjunto
Atrasado(l) e as movimentagBes podem ser feitas pois ndo irdo afetar o valor da funcdo-
objetivo. O que se perde quando se adianta as ordens do conjunto Adiantado(l), se ganha com a
diminuicéo do atraso das ordens do conjunto Atrasado(l). A movimentacdo sera feita até que o
bloco estgja se iniciando no horério mais cedo possivel. O raciocinio precedente pode ser
generalizado por inducao.
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5. IMPLEMENTACAO DO ALGORITMO UTILIZANDO ESTRUTURAS DE FILAS
DE PRIORIDADE

Uma implementacdo eficiente do algoritmo da secéo anterior pode ser baseada na estrutura de
dados denominada fila de prioridade. Sem a utilizacdo das filas de prioridades, o tempo de
solucdo do algoritmo é O(r?), enquanto que com a utilizacdo das filas de prioridades é
O(nlogn).

De acordo com Tarjan (1983, p. 33), uma fila de prioridade é uma estrutura de dados abstrata
consistindo de uma colecéo de itens, cada um dos quais possuindo um valor rea associado
denominado chave.

Para cada bloco de ordens B; € mantida uma fila de prioridade P(i), que determinara o quanto
cada um podera ser movimentado. Cada fila de prioridade devera manter dois valores de cada
item: o primeiro é o indice das ordens pertencentes a Atrasado(i); 0 segundo € o valor
equivalente a e-a; para cada indice j (a quantidade méxima que e; pode ser diminuida,
enquanto diminui o atraso de J)).

O agoritmo pode ser elaborado considerando-se seis operacdes com filas de prioridades:

Operacdo 1. CriaFilaDePrioridade(P). Cria uma fila de prioridade vazia denominada
P,

Operagdo 2. EncontraMin(P). Encontra um item de minima chave na fila de
prioridade P e apresenta essa chave sem remover o item dafila de prioridade;

Operagdo 3. ApagaMin(P). Encontra um item de minima chave na fila de prioridade
P. Apresenta seu indice e remove o item da fila de prioridade;

Operacdo 4. Insere(j,x,P). Insere o item j com chave x nafilade prioridade P;

Operacdo 5. Une(Py,P,). Une asfilas de prioridades P, e P, de itens diguntos em uma
nova fila de prioridade que transforma-se em P;. A fila de prioridade P, torna-se
vazia;

Operacdo 6. AdicionaParaT odasChaves(x,P). Adiciona-se x para todas as chaves dos
itens pertencentes afila de prioridade P.

O pseudocddigo utilizado para se inserir a ociosidade em uma sequiéncia de ordens com os
horérios de inicio desgjados é apresentado a seguir. Ele é dividido em duas partes, a de
construcdo e a de antecipacdo de blocos. A Figura 2 mostra a primeira parte do algoritmo
enguanto que a Figura 3 mostra a segunda parte do algoritmo.

Apobs o término do algoritmo, cada ordem ;i J pode ter seu horério efetivo de inicio definido
pela seguinte equacdo:

1€ rimeirony S€J = primeiro(i) parai £1,
e; =] :
J A 4

fe,..* p,., casocontrério.

Garey et al. e Tarjan discutem tempos de solugdo computacional, mostrando que as operagtes
com fila de prioridade descritas anteriormente demandam um tempo de no maximo O(logr)
para suarealizagdo. Portanto o algoritmo possui tempo O(nlogn).
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procedimento Insere Ociosidade (a1,a1,...,a,)
inicio
[:=1; primeiro(1):=1; ultimo(1):=1;
se ;<0 entdio
inicio
H(1):=0; M1):=wx; e1:=0;
fim;
caso contrario
inicio
H(1):=h1; M(1):=0; er:=ay;
fim;
CriaFilaDePrioridade(P(1));
paraj:=1 até n- 1faca
se ¢+p<aj+ entio
inicio
L:=1+1; primeiro(l):5+1; wltimo(l):5+1; H(l):=h;+1; W(1):=0; eq1:=ap; CriaFilaDePrioridade(P()));
fim;
caso contrario se ¢+p>a;.; entio
inicio
L”[lmo(l):]*'l, W(l):W(l)W+1, €/+1:=€/+p/; Irm’d]""l,e/wl- (1/'+1,P(1));
enquanto H())EW() faca
Antecipa;
fim de enquanto;
fim;
caso contrario se ¢-+p~a;1 entio
inicio
L”[lmo(l):]"'l, H(l)::H(l)+h/+1; e+1.=etp),
fim;
fim.

Figura 2: pseudocddigo para construcio de blocos

procedimento Antecipa
inicio
Diferen¢al:=EncontraMin(P(]));
se [:=1 entio
Diferenga2:.=e;
caso contrario
leerengaZ::eprimeim(l)' Ciltimo(I- 1)~ Piltimo(I- l);
Diferenca:=min{ Diferengal, Diferen¢a2} ; AdicionaParal odasChaves(- Diferenca,P(l));
eprimeiro(l)::eprimeiro(l)' Diferen;:a; eu’ltimo(l)::eu'ltimo(l)' Diferen;:a;
enquanto EncontraMin(P(/))=0 faca
k:=ApagaMin(P())); W(1):=W(I)- wy; H()):=H()+ hy
fim de enquanto;
se/>le Eprimeiro(l)—Cuiltimo(l- l)+pu'1timo(1— 1) entio
inicio
Une(P(/- 1),P(1)); ultimo(l- 1):=ultimo(l); H(I- 1):=H(Il- 1)+H(I); W(I- 1):=w(I- 1)+W(l);
l:=I-1;
fim,;
fim;

Figura 3: pseudocodigo para antecipacio dos blocos
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6. EXEMPLO

Suponha um conjunto de ordens ja seqienciado, definido pela Tabela 1, com todas ordens
disponiveis no instante zero. Queremos saber se a inser¢ao de ociosidade nessa dada sequiéncia
pode promover uma diminuicéo no valor da fungdo-objetivo.

Por uma questédo de comparagdo, sera calculado iniciamente o valor da funcdo-objetivo da
seqliéncia sem a insercdo de ociosidade. A Tabela 2 ilustra alguns passos intermediérios para
€sse Caso.

p d how
45 223 50 10
82 218 97 58
48 285 92 50
73 190 35 84
36 190 45 2

O WN P~

Tabela 1: Dados do exemplo para insercao de ociosidade

G E T hEAwI;
45 178 0 8900
127 91 0 8827
175 110 O 10120
248 0 58 4872
284 0 94 188
total 32907

O WN P~

Tabela 2: Calculo do exemplo sem insercao de ociosidade

O vaor da fungdo-objetivo em andlise sem a insercdo de ociosidade é dado por

S(hE+w,T;)=32907. Utilizando-se o algoritmo de inser¢éo de ociosidade, podemos facilmente
construir a Tabela 3.

a=drp; W; C; E T; hEFwWT;
178 91 136 87 O 4350
136 0 218 0 O 0
237 19 285 0 O 0
117 0 358 0 168 14112
154 0 394 0 204 408
total 18870

O wWN P~

Tabela 3: Calculo do exemplo com insercao de ociosidade

Os valores intermediérios dos horarios efetivos de inicio das ordens obtidos pelo algoritmo séo
0S seguintes. e;=178; e;=178, ¢,=223; ¢;=91, ¢,=136; ¢;=91, ¢,=136, e5=237; e;=91, ¢,=136,
e3=237, e,=285; e;=91, ¢,=136, ¢3=237, ¢,=285, ¢s=358. Os blocos existentes apds o algoritmo
ter sido finalizado séo os seguintes. B1={J1,J2} € Bo={J3,J4,J5} .

Os blocos indicam que as ordens devem ser produzidas sem a inser¢do de ociosidade entre as
ordens do mesmo bloco. O valor da funcdo-objetivo nesse caso é equivdente a

S(hE;+w;T;)=18870, que de acordo com o teorema € comprovadamente o minimo valor
alcancado para a sequiéncia definida inicialmente.
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7. APENDICE: DEMONSTRACAO DO TEOREMA

Para a demonstracdo do teorema, por uma questdo de simplicidade notacional, serd omitida a
segliéncia na qual o programa esta sendo construido, ou sgja, 0 programa parcial p(s) seréa
representado por p;. A representacéo do valor da fung&o objetivo de um programa parcial até as

primeiras j ordens sera g(p j)=é2:1(thk +w,T,) e de um programa completo sera
O n
gh)=a, ,(mE, +wT,).

Teorema (baseado no teorema 2 de Garey et al. (1988)). Para qualquer j, 0 programa parcial
p,; caculado pelo agoritmo tem o minimo g(p;) dentre todos os programas possiveis

paraas primeirasj ordens.

Demonstra¢dao. Como hipétese de inducéo, assumimos que em j e em A o teorema €
verdadeiro. Portanto, so falta provar que para j+1 o teorema também é verdadeiro. Seja p;+1

algum programa das primeiras j+1 ordens e sga e, e e,’: os horarios efetivos de inicio da

ordemJ,em p . ep ., respectivamente. Devemos considerar dois casos:
J J

Caso sem atraso. Se ¢, + p, £a,,,, entdo para p ,,; néo havera aumento na fungdo-
objetivo, g(p ;.,) =g(P,), poisaordem J ,, € programada para iniciar em a ,, . Também
podemos perceber que £, =T, =0.Mas g(p ;)3 g(p,) pois p,, semaordem J ,,, é
um programa para as primeiras j ordens, tendo a funcdo-objetivo com vaor de no minimo
g(P,) pea hipdtese de indugdo. Como E,,30 e T30, podemos concluir que

g(p ;ﬂ) % g(p ,1,) fazendo com que o teorema seja verdadeiro.

Caso com atraso. Se ¢, > a ,,, entdo havera atraso e portanto aumento no valor da

L
funcao-objetivo. Seja p ;,, 0 programa definido pelo agoritmo formado por p ; acrescido da
ordem J,, iniciada em e, =e, +p,. Entdo g(,,)=g@P;)*+w. I, Paa a
comparacdo entre g(p ,,,) e g(P ;ﬂ) podemos considerar dois casos distintos:

*

Caso 1 com atraso. Se e, 3%e,, entdo g(pj)+wj+1(e;+1- a;,)3

gP;)*+w(eu - a;,) oquencslevaa g(p ;ﬂ) % g(p ,.1) , fazendo com que o teorema se
mantenha verdadeiro.

Caso 2 com atraso:. No Ultimo caso e;ﬂ <e,, . Podemos considerar que haja 4

hip6teses de alteracdo do programa p;+1 com relagdo ao programa p ,,; : (1) ndo ha unido de

blocos e nenhuma ordem passa do conjunto Azrasado(l) para 0 conjunto Adiantado(l); (2) ha
unido de blocos; (3) ha passagem de pelo menos uma ordem do conjunto Asrasado(l) para o
conjunto Adiantado(l); (4) ha uma combinacdo das hipéteses anteriores. Na hip6tese 1, o

ultimo bloco do programa p;ﬂ, BIT p;+1, teria todas as ordens adiantadas em uma

quantidade equivalente a e,,, - e},,. Nesse cao g(B,1p’.,) =a. {hE +wT}, e

Kl B,

considerando que £, = E, +(e,,, - €,,4) € T, =T, - (e,,; - €,.,), podemos dizer que
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-~ * [o] * i [o] o u
g(B, | pj+1):ak13{thk+Wka}+(ej+1_ ej+1)| an - awy-
! 1 4 Adiantado(l) K Atrasado(l)

*

;
an - A@wy=HO-WD>0, e,-€,>0 e

]
| J

Como
1 K Adiantado(l) K Atrasado(l)

gB1p,,)= a a5 U E, +w, T, }, nahipdtese 1, g(P ) >g(P,.,) e portanto o teorema

€ verdadeiro. Como na hipétese 2 ha unido de blocos, e pela propriedade-chave juntamente com
a hipétese de indugéo sabemosque H(I)+ H(I- 1) >W()+W(/- 1), o mesmo raciocinio da
hip6tese 1 pode ser aplicado e portanto o teorema continua sendo verdadeiro. Na hipétese 3, ha
passagem de pelo menos uma ordem do conjunto Atrasado(l) para 0 conjunto Adiantado(l),
mantendo H(/)>W(/) e fazendo com que o raciocinio da hipétese 1 possa ser aplicado, sendo
assim o teorema verdadeiro. Finalmente, na hip6tese 4 acontece uma combinacao dos casos
anteriores, fazendo mais umavez com que o teorema continue sendo verdadeiro. ]
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