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Resumo

Neste artigo apresentamos métodos exatos, baseados em relaxacdes Lagrangiana e surrogate, com bom
desempenho para resolver o problema de carregamento de paletes do produtor. Este problema consiste
em arranjar ortogonalmente e sem sobreposicdo o maximo niimero de retangulos de dimensdes (/,w)
ou (w,l) sobre um retangulo maior (L,”). Os métodos propostos sdo procedimentos de busca em
arvore do tipo branch and bound que, em cada no, utilizam limitantes derivados de relaxagdes
Lagrangiana e/ou surrogate de uma formulacdo de programacdo linear 0—1. Algoritmos de
otimizag@o do subgradiente sdo usados para otimizar estes limitantes. S3o aplicados ainda testes de
reduc@o do problema e heuristicas Lagrangiana e surrogate para se obter boas solugdes factiveis na
otimizagdo do subgradiente. Testes computacionais foram realizados utilizando exemplos da literatura
e exemplos reais de uma transportadora. Os resultados mostram que um dos métodos propostos é
competitivo com outros métodos da literatura, incluindo o sofiware GAMS/CPLEX.

Palavras-chave: problema de carregamento de paletes do produtor; relaxagdo Lagrangiana
e/ou surrogate; método branch and bound;, otimizagdo do subgradiente.

Abstract

In this paper we present exact methods, based on Lagrangean and surrogate relaxations, with good
performance to solve the manufacturer’s pallet loading problem. This problem consists of orthogonally
arranging the maximum number of rectangles of sizes (/,w) or (w,/) into a larger rectangle (L,W)
without overlapping. The proposed methods involve a branch and bound based tree search procedure for
which the bounds, in each node of the tree, are derived from Lagrangean and/or surrogate relaxations of a
0—1 linear programming formulation. Subgradient optimization algorithms are used to optimize such
bounds. Problem reduction tests and Lagrangean and surrogate heuristics are also applied to obtain good
feasible solutions in the subgradient optimization. Computational experiments were performed with
instances of the literature and actual instances of a carrier. The results show that one of the proposed
methods is competitive with methods found in the literature, including the software GAMS/CPLEX.

Keywords: manufacturer’s pallet loading problem; Lagrangean and/or surrogate relaxation;
branch and bound method; subgradient optimization.

Pesquisa Operacional, v.26, n.2, p.403-432, Maio a Agosto de 2006 403



Oliveira & Morabito — Métodos exatos baseados em relaxacdes Lagrangiana e surrogate para o problema de carregamento de paletes do produtor

1. Introducio

Este trabalho trata de um caso particular dos problemas de corte e empacotamento,
denominado problema de carregamento de paletes do produtor (PCP do produtor), o qual ¢é
classificado como 2/B/O/C (bidimensional, sele¢do de itens, Unico objeto, itens iguais), de
acordo com a tipologia de Dyckhoff (1990). Basicamente, este problema consiste em arranjar
sem sobreposicdo o maximo numero de retangulos de dimensdes (/,w) ou (w,l) (faces
inferiores das caixas) sobre um retangulo maior (L, W) (superficie do palete). Admitimos que
as caixas estfo disponiveis em grandes quantidades e devem ser arranjadas ortogonalmente,
isto €, com seus lados paralelos aos lados do palete. Estes arranjos de caixas formam
camadas que sdo entfo empilhadas sobre o palete. Devido & escala e extensdo de certos
sistemas logisticos, um pequeno aumento do numero de produtos carregados sobre cada
palete pode resultar em economias substanciais.

Discussoes sobre as vantagens da paletiza¢ao de carga podem ser encontradas, por exemplo,
em Sobral (1996), Novamad Pallets (2004) e Interlogis (2004). O PCP do produtor ¢
importante nas atividades logisticas de armazenagem e transporte de produtos embalados em
caixas e carregados sobre paletes e caminhdes (Morabito et al., 2000). Ele pode ser aplicado
para apoiar decisdes tanto num nivel mais estratégico (por exemplo, o projeto ou a escolha
de paletes mais adequados, o desenvolvimento de embalagens para produtos), quanto num
nivel mais operacional (por exemplo, a geracdo de padrdes de carregamento para
armazenagem e distribuicdo). Além disso, o PCP do produtor é NP-dificil do ponto de vista
de complexidade computacional, o que implica que provavelmente ndo deve existir um
algoritmo polinomial capaz de resolvé-lo (Tarnowski et al., 1994; Nelissen, 1994; Letchford
& Amaral, 2001; Martins, 2002).

Poucos autores propuseram métodos exatos para resolver o PCP do produtor, entre eles,
Dowsland (1987), Tsai et al. (1993) e Bhattacharya et al. (1998) (este tltimo método nem
sempre ¢ valido, conforme mostrado em Martins, 2002). Dowsland (1987) apresentou um
algoritmo que consiste em encontrar 0 maximo conjunto estavel de um grafo, representando
o carregamento do palete. O algoritmo funciona bem para problemas em que o numero de
caixas por camada ndo ¢ grande, por exemplo, menor que 30, o que nem sempre corresponde
aos casos praticos. Tsai et al. (1993) formularam o PCP do produtor como um modelo 0—1
com restri¢des disjuntivas, e sugeriram resolvé-lo por algoritmos do tipo branch and bound
explorando a estrutura particular do modelo. Porém, o numero destas restrigdes cresce
exponencialmente com o nimero de caixas disponiveis. Nenhum destes trabalhos apresentou
extensivos experimentos computacionais com seus métodos, o que dificulta a comparagao
com outros métodos.

Devido a dificuldade com os métodos exatos, diversas heuristicas tém sido propostas na
literatura para resolver o PCP do produtor. Exemplos podem ser encontrados em Steudel
(1979), Smith & De Cani (1980), Bischoff & Dowsland (1982), Dowsland (1993),
Nelissen (1994, 1995), Arenales & Morabito (1995), Scheithauer & Terno (1996), Herbert
& Dowsland (1996), Scheithauer & Sommerweiss (1998), Morabito & Morales (1998,
1999), Farago & Morabito (2000), G & Kang (2001), Martins (2002), Lins et al. (2003),
Pureza & Morabito (2003, 2006), Alvarez-Valdes et al. (2005a) e Birgin ef al. (2005).
Lins et al. (2003) apresentaram uma abordagem explorando parti¢des na forma de um L, e
conjeturaram que ela é exata para o PCP do produtor. A desvantagem desta abordagem ¢é o
relativamente grande requisito de tempo computacional, o que foi atenuado no estudo
recente em Birgin et al. (2005). Limitantes superiores para o PCP do produtor foram
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estudados em Nelissen (1995), Letchford & Amaral (2001), Morabito & Farago (2002) e
Martins (2002).

Neste trabalho, modelamos o PCP do produtor como um problema inteiro 0-1,
similarmente a Farago & Morabito (2000). O modelo pode ser visto como um caso particular
do modelo proposto em Beasley (1985) para o problema mais geral de corte 2/B/O/M
(bidimensional, selecdo de itens, Unico objeto, varios itens diferentes). Apresentamos
métodos exatos baseados na aplicagdo de relaxacdes Lagrangiana e/ou surrogate e, para
otimizar os limitantes superiores, utilizamos procedimentos de otimizag¢do do subgradiente.
Testes de redugdo do problema e heuristicas Lagrangiana e surrogate sdo aplicados na
otimizacdo do subgradiente para otimizar os limitantes inferiores (solug¢des factiveis). Um
procedimento enumerativo de busca em arvore ¢ usado para a obtengdo da solugdo 6tima do
problema. Heuristicas construtivas também sdo exploradas para melhorar os limitantes
inferiores, além do uso de outros limitantes superiores disponiveis na literatura para o PCP
do produtor. Os resultados computacionais foram realizados utilizando exemplos da
literatura e exemplos reais de uma empresa transportadora.

E importante observar que o trabalho de Beasley (1985) analisa somente o uso de relaxagdo
Lagrangiana combinada com relaxacdo surrogate (LAGSUR), e ndo reporta resultados
utilizando apenas relaxagdo Lagrangiana (LAG) ou apenas relaxacdo surrogate (SUR). Além
disso, o trabalho trata do problema de corte mais geral, os limitantes obtidos para tal
problema ndo sdo apertados e os resultados mostram que a abordagem produz bons
resultados apenas para problemas de tamanhos moderados (similarmente para o trabalho de
Hadjiconstantinou & Christofides, 1995). O trabalho de Farago & Morabito (2000) aplica
LAG e LAGSUR no PCP do produtor e utiliza uma heuristica Lagrangiana para encontrar
boas solugdes factiveis na otimizacdo do subgradiente. No entanto, ndo incorpora a
otimizacdo do subgradiente em uma arvore de busca e por isso o método ndo tem garantia de
otimalidade. O presente trabalho pode ser visto como uma extensao do trabalho de Farago &
Morabito (2000). Nossa motivagdo ¢ avaliar o desempenho de métodos exatos baseados em
LAG, SUR ¢ LAGSUR para tratar o PCP do produtor.

O artigo esta organizado da seguinte maneira: na se¢do 2 apresentamos uma formulagdo do
PCP do produtor adaptada de Beasley (1985), e na se¢do 3 discutimos limitantes superiores e
apresentamos as aplicagdes de LAG, SUR e LAGSUR para o problema. Na secdo 4
discutimos técnicas de redugdo do problema e apresentamos heuristicas Lagrangiana e
surrogate para melhorar os limitantes inferiores. Na se¢do 5 detalhamos o procedimento de
busca em arvore do tipo branch and bound. Na se¢do 6 os desempenhos dos métodos LAG,
SUR e LAGSUR sio analisados e comparados em diversos experimentos com exemplos da
literatura e exemplos reais de uma transportadora. Os resultados mostram que o método LAG
¢ competitivo com outros métodos da literatura, incluindo o sofiware GAMS/CPLEX.
Finalmente, a segdo 7 apresenta as conclusdes e perspectivas para pesquisa futura.

2. Formulacio do Problema

O PCP do produtor pode ser modelado como um programa inteiro 0—1 (Farago & Morabito,
2000), o qual é um caso particular do modelo proposto em Beasley (1985) para o problema
de corte bidimensional ndo-guilhotinado. Admitimos que L, W, / e w sdo niimeros inteiros, e
que />w e [ <min{L,W}. Por simplicidade, definimos (/,,w,)=(L,w) e (L,,w,)=(w,1),

assim (/;,w,), i=1,2, correspondem ao comprimento e largura da face de uma caixa com
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orientacdo i. O problema consiste em encontrar um arranjo de caixas em camadas horizontais
(padrdo de carregamento bidimensional) tal que a utilizacdo da superficie do palete seja a
maxima possivel.

Sejam P e O o nimero minimo ¢ o maximo de caixas por camada, respectivamente, a serem
colocadas sobre o palete (0<P<(Q). Adotamos um sistema de coordenadas cartesianas

com origem no canto inferior esquerdo do palete. Sabemos que as caixas podem ser
colocadas em vérias posicdes ao longo do comprimento L e largura W do palete.
Sejam X ={p|0< p<L-w, inteiro} e Y ={q|0<g<W -w,inteiro}, os conjuntos das
coordenadas (p,q), respectivamente, para se colocar o canto inferior esquerdo da face de uma
caixa dentro do palete. Sem perda de generalidade, podemos restringir os conjuntos X e Y para
os conjuntos normais (Christofides & Whitlock, 1977):

2
X:{p|p=le-bl-, 0<p<L-w, b 20 e inteiro,i=12}

i=1

2
Y={qlqg=Y wb, 0<qg<W-w, b >0 e inteiro,i=12}.

i=1

Definimos a func¢do a para descrever restrigdes de sobreposicdo de caixas sobre o palete, e
que pode ser computada com antecedéncia para cada posicao (p,q), cada posigao (7,s) e cada
orientagdo i, com pe X tal que p<L-I, qeY tal que g<W—-w,, reX, st e
i=1,2 (Figura 1):

Lse0<p<r<p+l[-1<L-1e 0<g<s<qg+w,-1<W-1
aipqu: .

0, caso contrario

Note que g,,,,, =1 indica que a coordenada (r,s) fica ocupada, ao se colocar uma caixa com
orientag¢do i na coordenada (p,q) do palete. Paratodo pe X talque p<L-/, geY tal que

qg<W—w; ei=12, definimos a varidvel de decisdo x;,, :

{l, se uma caixa ¢ colocada na posicdo (p,q) do palete com orientagao i
X, = .
pq

0, caso contrario

W Palete
Caixa i Wi
St---o-- -
------- f
1 1 | I
1 | d
L L
p r

Figura 1 — Posicao (7,s) ocupada em funggo da colocagdo de uma caixa na posi¢ao (p,q) com
orientagao i.
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O PCP do produtor pode entdo ser formulado pelo seguinte problema linear 0—1:

2
Max ;zipexwpﬂ—lf} 2 getiaewwy Vi (1)
sujeito a:
iZ{peXPSLz,} z{qEY\qSwal} AiprsXipg < 1, paratodoreX,seY )
2
pPs i;Z{peX\pstli}Z{qu\qSwai}xqu <0 ®)
X,y €101}, i=1,2, pe X talquep < L—1;, g€ talque g <W —w, 4)

A fungdo objetivo (1) maximiza o numero de caixas colocadas sobre o palete. Note que a
restricdo (2) garante que cada posi¢ao (r,s) seja ocupada por no maximo uma caixa e, desta
maneira, evita sobreposi¢do no arranjo de caixas (Figura 1). A restricdo (3) garante que o
nimero de caixas arranjadas esteja dentro do intervalo [P,0]. Em geral temos P=0 ¢ Q é um
limitante superior para o problema. Em certos casos a restri¢ao (3) pode ser reescrita como:

2
) < < Q0.
£< Z;‘Z{PeleSL*l,-}Z{quIqSW*w,-}xlpq <0,

iz

para todo 7, para impor limitantes para o nimero de caixas arranjadas em cada orientacao i.
Isto pode ser util para gerar padrdes mais estaveis do ponto de vista da amarracdo da carga.
O problema (1)-(4) envolve O(]X]|Y]) variaveis e restri¢des, o que o torna em geral dificil de
ser resolvido otimamente nos casos praticos, dependendo do tamanho dos conjuntos X e Y.
Estes conjuntos podem ser ainda mais reduzidos, usando o conceito de raster points
(para mais detalhes, veja Scheithauer & Terno, 1996; Morabito & Morales, 1998):

X'={(L-p), |peX}ui0}, (p)y=max{p|peX,p=p'}

Y'={(W-q), |qgeY}ui0}, (¢)y =maxig|lqgeY.q>q"}.

Outras formulagdes para o PCP do produtor podem ser encontradas em Tsai et al. (1993),
Hadjiconstantinou & Christofides (1995) e Martins (2002) (o modelo de Hadjiconstantinou
& Christofides (1995) nem sempre é valido, conforme mostrado em Amaral & Letchford,
1999). No presente trabalho, a escolha do modelo (1)-(4) deveu-se as experiéncias anteriores
da literatura com LAGSUR para o problema de corte mais geral (Beasley, 1985) e com LAG
e LAGSUR para o PCP do produtor (Farago & Morabito, 2000), ¢ o fato dos limitantes
superiores obtidos com as relaxagdes linear, LAG e LAGSUR deste modelo para o PCP do
produtor serem bem apertados (Letchford & Amaral, 2001; Morabito & Farago, 2002).

3. Limitantes Superiores e Relaxacdes Lagrangiana e Surrogate

Diversos limitantes superiores para o problema (1)-(4) sdo encontrados na literatura
(Nelissen, 1995; Letchford & Amaral, 2001; Morabito & Farago, 2002; Martins, 2002). O
mais simples e intuitivo ¢ o limitante da razdo da area, definido por | LW /Iw]. Outros

limitantes sdo o de Barnes (1979) e de exemplos equivalentes (usando a nogdo de parti¢des
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eficientes), dado por: LL*W* / ZWJ , onde L =max{x|x=rl+sw<L,r =0, inteiro}

(similarmente para #"). Limitantes mais apertados para o PCP do produtor sio obtidos com a
relaxacdo linear do problema (1)-(4) e as relaxagdes discutidas abaixo.

3.1 Relaxacio Lagrangiana (LAG)

A relaxagdo Lagrangiana (LAG) tal como ¢ conhecida hoje foi introduzida por Held & Karp
(1970, 1971). Para mais detalhes de LAG, os leitores podem consultar, por exemplo,
Nemhauser & Wolsey (1988) e Reeves (1993). Introduzindo os multiplicadores de Lagrange
A, (=0) para todo reX e todo seY da expressdo (2), obtemos o seguinte problema

Lagrangiano do limitante superior:

2
Max Zl Z{peX\pﬁLfli}Z{qu\qSW—wi} ViP‘IXiP‘I + z z ﬂ"S (5)
i=

reX seY
sujeito a:
2
P< ;Z{peX\pSL—/,-}Z{qu\qSW—Wi}x’Pq < Q (6)
X, €10,1}, i=1,2, pe X talquep < L—1[;, g€ tal que g <W —w, (7

onde V,, =1- Z Z AysQipgrs - Sejam {X,, } representando os valores das variaveis {x;,} na
reX se¥
solucdo do problema Lagrangiano (5)-(7), com valor dado por:

2
Zyp = le{peX\pSL—l,}Z{qEY\qSW—w,)V;quipq +Z Z’L's :
=

reX seY
Note que Zyp corresponde a um limitante superior para o valor 6timo do problema original

(1)-(4), para quaisquer {4} ndo negativos. Dados {4}, o problema (5)-(7) pode ser

rs rs
facilmente resolvido por inspe¢do. Seja n o niimero de varidveis x;,, com valores V,
estritamente positivos:
e Sen (), entdo escolha as O varidveis com maiores valores Vj,,, e fixe-as em 1.
e Se P<n<(,entdo escolha as n varidveis com maiores valores V;,,, e fixe-as em 1.

e Sen <P, entdo escolha as P varidveis com maiores valores V,,, e fixe-as em 1.

As demais variaveis sdo fixadas em 0.

O problema Lagrangiano (5)-(7) possui a propriedade de integralidade, uma vez que, dados
{2}, sua solugdo ndo se altera ao trocarmos a restri¢do de integralidade x;,,€ {0,1} por sua
relaxagdo linear 0 <x,, <1 (note que todos os coeficientes de (6) sdo iguaisa 1, e P e Q sdo
numeros inteiros). Isto implica que o melhor limitante superior produzido pelo problema dual

Lagrangiano:

Eni% {problema Lagrangiano (5)-(7)}

s =
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para o problema (1)-(4) ndo ¢ melhor do que o limitante superior obtido pela relaxacdo linear
de (1)-(4). Para resolver o problema dual Lagrangiano ¢ utilizado o método de otimizagdo do
subgradiente (Camerini et al., 1975; Crowder, 1976; Beasley, 1985; Farago & Morabito,
2000), resumido a seguir (o algoritmo em pseudo-codigo esta apresentado em Oliveira,
2004):

Passo I: Gere uma solugdo factivel, por exemplo, a solugdo homogénea com todas as
caixas arranjadas sob a mesma orientacdo. Faca Z; 5 igual ao valor desta solugado
homogénea. Seja ITMAX o maximo numero de iteragdes e faga it = 0. Fixe 4, =0

para todo s€7, e todo re€ X, como valores iniciais para os multiplicadores.

Passo 2: Resolva o problema Lagrangiano (5)-(7) com o conjunto de multiplicadores atual,
obtendo a solugdo {X,,} e valor Zyp. Faca it =it +1.

Passo 3: Teste de factibilidade: se a solugdo Lagrangiana ¢ factivel para o problema original
(1)-(4), entdo atualize Z; 5, o limitante inferior para o problema, correspondendo a
uma solugdo factivel. Atualize o menor limitante superior Z,,;, com Zy.

Passo 4: Teste de otimalidade: pare se Z,,,, = Z, 5 ; caso contrario, va para o Passo 5.

Passo 5: Calcule os subgradientes:

2
G,=-1+ zz{pex‘pﬂ_“ Z{qey‘qsw_wi} s X 1pg» PATatodo (r,s)e(X,Y).
i=l1

Passo 6: Defina o tamanho do passo 7 por:
S (ZUB —Zip )

e )
ZreX ZSEY G’zs

onde 0 < f< 2, e atualize os multiplicadores de Lagrange por:

A, =max (0,4, +tG, ), paratodo (r,s)e(X,Y).

> 7S

Passo 7. Se it =ITMAX, pare; caso contrario, va para o Passo 2.

Algumas variagdes deste algoritmo podem ser encontradas na literatura. Por exemplo,
Camerini et al. (1975) sugeriram modifica¢des na atualiza¢do do tamanho do passo em cada

iteragao m(t’” ) Na primeira iteragdo o tamanho ¢ dado por um valor fixo (tl =107 ) € nas

demais iteragoes, (t”’) ¢ definido pela expressdo a seguir (note que os subgradientes

utilizados dependem dos subgradientes das iteragdes anteriores):

P f(ZU _ZZLB)
|5~
—y—sm_lG'; ,ses"GL <0
onde: s"=G, +f,s"", s""'=0param=0, B, = Sm-l|| e y=14142.

0, caso contrario
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Em Reeves (1993) € sugerido que uma boa pratica para a convergéncia do procedimento de
otimizacdo do subgradiente ¢ ajustar os subgradientes antes do calculo do tamanho do passo
(?) (durante o Passo 5), usando G,, =0 sempre que G, <0 e A, =0 (veja também Lucena,

2004). Ou seja, se a restrigdo (2) ndo estd violada (isto ¢, G,, < 0) na iteragdo corrente, e ndo
possui multiplicador associado ndo nulo (isto ¢, A, >0), seu gradiente ¢ desconsiderado,
fixando-o em zero (Passo 5). Com isso, G,, ndo contribui no calculo do tamanho do passo ¢
(Passo 6).

3.2 Relaxacio surrogate (SUR)

A relaxacdo surrogate (SUR) foi introduzida por Glover (1965, 1968). Para mais detalhes de
SUR, os leitores podem consultar, por exemplo, Greenberg & Pierskalla (1970), Glover
(1975) e Karvan & Rardin (1979). Introduzindo os multiplicadores surrogate ., >0 para

todo reX e todo seY da expressdo (2) e aplicando SUR nesta expressao, obtemos o seguinte
problema surrogate (relaxado):

2
Max Z—ll Z {peX|p<L-1I;} Z {qeY|g<W —w;} xlﬁq (8)
sujeito a:
2
Z}:Z{pempsmi}Z{qey|qsww,.}Vipqxipq < Z):(Z;'um‘ (9)
2
e ;Z{Pe)ﬂpﬁ/f&} Z{qu\qSW*W;} Xipg < 0 (10)
X,, €101}, i=1,2, pe X talquep < L—1;, ge¥ talque g <W —w, (11)
onde V,, = Z Z U@, (pOr conveniéncia, usamos a mesma notagdo anterior V, ).
reX seY
Note que V;,, sempre ¢ ndo negativo, dado que g, >0. Dados {u,;}, o modelo (8)-(11)

resulta em um problema 0—1 com coeficientes reais facil de se resolver por inspec¢ao,
pois os coeficientes da fungdo objetivo sdo todos iguais a 1. Seja n o nimero de
Variaveis x;,:

e Se n>(, entdo escolha as Q varidveis com menores valores V,,, ndo ultrapassando o

valor de Z Z U, , e fixe-as em 1. Se ultrapassar este limite, escolha o maior nimero
reX seY

possivel de varidveis com menores valores Vj,, ndo ultrapassando o limite, e fixe-as em 1.

e Se P<n<Q, entdo escolha as n varidveis com menores valores V,,, ndo ultrapassando

qs

o valor de Z Z M, , e fixe-as em 1. Se ultrapassar este limite, escolha o maior nimero
reX seY

possivel de varidveis com menores valores Vj,, ndo ultrapassando o limite, e fixe-as em 1.
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e Se n< P, entdo escolha as P variaveis com menores valores V;,,, ndo ultrapassando o
valor de Z z 4, , e fixe-as em 1. Se ultrapassar este limite o problema ¢ infactivel
reX seY
(isto nunca ocorre se P for definido como um limitante inferior para o problema).

As demais variaveis sao fixadas em 0.

Nao encontramos um contra-exemplo do PCP do produtor (usando P=0 ¢ O como um
limitante de Barnes ou de exemplos equivalentes, definidos no inicio da se¢do 3), mostrando
que o problema surrogate (8)-(11) néo satisfaz a propriedade de integralidade. Também nao
encontramos, ao longo dos experimentos computacionais apresentados na se¢do 6, um
contra-exemplo cujo limitante gerado pela relaxag@o surrogate fosse melhor do que o
limitante gerado pela relaxacdo Lagrangiana. Isto sugere que o melhor limitante superior
produzido pelo problema dual surrogate:

mi(r)1 {problema surrogate (8)-(11)}
>

para o problema (1)-(4) ndo deve ser melhor do que o limitante superior obtido pela
relaxagdo linear de (1)-(4). Para resolver o problema dual surrogate pode ser utilizado o
método de otimizagdo do subgradiente, porém, ndo hé garantia tedrica de convergéncia
(Galvao et al., 2000). Métodos com garantia de convergéncia estdo discutidos em Banerjee
(1971), Dyer (1980) e Sarin et al. (1987), mas, devido as suas complexidades e dificuldades
de implementagao, estdo além do escopo deste trabalho.

O procedimento de otimizagdo do subgradiente para a resolugdo do problema (8)-(11) ¢
similar ao da segdo 3.1, trocando-se o problema Lagrangiano (5)-(7) pelo problema
surrogate (8)-(11), com algumas adaptagdes nos Passos I e 6 descritos a seguir:

Passo 1: Gere uma solucdo factivel, por exemplo, a solugdo homogénea com todas as
caixas arranjadas sob a mesma orientacdo. Faga Z; 5 igual ao valor desta solugao
homogénea. Seja ITMAX o maximo numero de iteragdes e faga it = 0. Fixe g, =1

para todo reX e seY, como valores iniciais para os multiplicadores.

Passo 6: Defina o tamanho do passo ¢ por:
_ S (ZUB — ZLB)

= o
ZreX ZSEY G’S

onde 0 < f< 2, e atualize os multiplicadores surrogate por:

t

u,, =max (0, . +1G,), paratodo (r,s) € (X,Y).

3.3 Relaxacio Lagrangiana surrogate (LAGSUR)

Beasley (1985) utilizou as duas restrigdes surrogate apresentadas abaixo, obtidas pela soma
de todos os comprimentos possiveis reX (usando g, =1) da restrigdo (2), e todas as larguras

possiveis s€ Y (usando x, =1) da restrigdo (2):
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2
Z):((Z;‘:l Z{peX/pSL—I, Z{qu/qSW—wI- DipgrsXipq ) s |X| » para todo se ¥ (12)
re

2
Zy(Zizl Z{peX/pSL—l, Z{qu/qSW—wt aqu"jxqu ) s |Y| » para todo reX (13)
se

Substituindo no problema (1)-(4) a restri¢ao (2) pelas restrigdes surrogate (12) e (13), e
introduzindo os multiplicadores de Lagrange g,(=0) para todo seYem (12) ¢ £,.(=0)

para todo r € X em (13), obtemos o seguinte problema Lagrangiano do limitante superior
(com relaxagao surrogate). Note agora que temos apenas |X | + | Y | multiplicadores, ao invés

de |X||Y| multiplicadores como no problema (5)-(7).

2
Max ;Z{pe)quuli}Z{qu\ngWi}leqxipq +S€Z;gs | X| +r€ZX h Y| (14)
sujeito a:
2
< <
P - iZ:;Z{peX\pSL—l,}Z{qu\qSW—w,}xlﬁq - Q (15)
X,y €101}, i=12, pe X talquep < L—1;, geY talque g < W —w, (16)

onde V, = 1—(2 Z(gs +h,.)aipq,SJ (por conveniéncia, novamente usamos a mesma
reX seY

nota¢do anterior ¥, ). Sejam {X,

solugdo do problema Lagrangiano (14)-(16), com valor dado por:

} representando os valores das varidveis {x,, } na

ZUB:Z Z Z quXipq+zg.s|X|+zhr|Y"

i=1 {peX|p<L-I;} {qeY|qg<W —w;} seY reX

Note que Zyp corresponde a um limitante superior para o valor 6timo do problema (1)-(4),
para quaisquer {g;} e {/,} ndo negativos. Este limitante ndo ¢ melhor do que o limitante
produzido pelo problema (5)-(7), uma vez que deriva de um problema Lagrangiano
construido a partir de restrigdes surrogate (com u, =1 e u =1). Por outro lado, ¢ mais facil

de ser computado, dado que envolve um menor niimero de multiplicadores de Lagrange.
Convém observar que esta LAGSUR ¢ diferente da relaxagdo Lagrangiana e surrogate
utilizada em outros estudos da literatura como, por exemplo, em Lorena & Senne (1996) e
Narciso & Lorena (1999).

Assim como no problema (5)-(7), dados {g;} e {A,}, o problema (14)-(16) também pode ser
facilmente resolvido por inspecdo. O mesmo procedimento anteriormente descrito para
resolver o problema (5)-(7) também pode ser aqui aplicado. Para resolver o problema dual
Lagrangiano (com relaxagio surrogate):
min {problema Lagrangiano (14)-(16)}
2520,h,20

podemos utilizar o método de otimizacdo do subgradiente, o qual ¢ similar ao da secdo 3.1,
trocando-se o problema Lagrangiano (5)-(7) pelo problema (14)-(16), com pequenas
modificagdes nos Passos 1, 5 e 6, conforme Farago & Morabito (2000):
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Passo 1: Gere uma solugdo factivel, por exemplo, a solugdo homogénea com todas as
caixas arranjadas sob a mesma orientagdo. Faca Z;5 igual ao valor desta solugdo
homogénea. Seja ITMAX o méaximo numero de iteragdes e faca it = 0. Fixe g, =0
para todo se€Y, e h.=0 para todo reX, como valores iniciais para os
multiplicadores.

Passo 5: Calcule os subgradientes:

2
G, = _|X| + Z (Zi:l Z{peX\pSL—lt}Z{an\qSW—wi} Bipgrs Xipg ) , para todo s€ ¥,

reX

2
H, = _|Y| + Z};(Zilz{pe)(pq—li} Z{anquW—w[}aqu”Xqu ) » para todo re.X.
Passo 6: Defina o tamanho do passo 7 por:
f(Zys —Z15)

=
ZSEY GSZ + ZreX HVZ

onde 0 < f< 2, e atualize os multiplicadores de Lagrange por:

g, =max(0,g, +G,), paratodos €Y,

h, =max(0,h, +¢H,), paratodore X .

4. Limitantes Inferiores e Heuristicas Lagrangiana e Surrogate

As solugdes dos problemas Lagrangiano e surrogate do limitante superior podem ser
utilizadas na obtencdo de solugdes factiveis (limitantes inferiores) para o problema (1)-(4)
por meio de heuristicas Lagrangiana e surrogate. E possivel também reduzir o tamanho do
problema por meio de técnicas de redugao, tentando fixar, sem perda de generalidade, certas
variaveis em O ou 1. Tanto as heuristicas Lagrangiana e surrogate, quanto as técnicas de
reducdo, podem ser aplicadas no procedimento de otimiza¢do do subgradiente.

4.1 Reducio do problema

Em Farago & Morabito (2000) foram discutidas técnicas de fixacdo de variaveis (isto &,
Xipg= 0 ou x;,,= 1) em cada iteragdo do procedimento de otimizagdo do subgradiente, para
reduzir o tamanho do problema. Estas técnicas foram definidas para LAG e LAGSUR, mas
podem ser estendidas também para SUR. Naquele trabalho foram realizados testes quanto a
inclusdo ou ndo destas técnicas de redug@o para LAG e LAGSUR. Os autores concluem que
¢ melhor utilizar a redugo, dado que o esforco computacional de tentar fixar variaveis ao
longo das iteragdes ¢ compensatorio. Desta forma, no presente trabalho estas técnicas de
reducdo foram incluidas no procedimento de otimiza¢do do subgradiente para LAG, SUR ¢
LAGSUR. Para detalhes destas técnicas, o leitor pode consultar Farago & Morabito (2000) e
Oliveira (2004).
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4.2 Heuristica Lagrangiana

O desempenho dos testes de reducdo depende da qualidade do limitante inferior. Dessa
forma, utilizamos o procedimento heuristico em Farago & Morabito (2000), que ¢ simples e
relativamente eficaz para encontrar uma solugdo factivel (limitante inferior) a partir de uma
solucdo do problema Lagrangiano. Por conveniéncia, descrevemos a seguir os passos desta
heuristica Lagrangiana:

Passo 1: Coloque todas as variaveis fixadas em 1 pela reducdo do problema na solugdo da
heuristica e retire-as da lista dos {V,,}. Ordene os {V,,} restantes de forma
decrescente e forme uma lista ' com as variaveis x;,, correspondentes aos V.

Passo 2: Pare se a lista F estiver vazia, caso contrario, coloque na solugdo heuristica a
primeira variavel da lista F, e retire-a dessa lista.

Passo 3: Teste a factibilidade da solug@o heuristica em questdo. Se for factivel, mantenha a
variavel correspondente na solugdo; caso contrario, desconsidere-a e volte para o
Passo 2.

Ao término deste procedimento, podemos estar com uma solugdo factivel melhor que as das
iteragdes anteriores. Neste caso, atualizamos o limitante inferior Z; 3 do problema (1)-(4). A
otimalidade desta solugdo ¢ testada no decorrer do método de otimizagdo do subgradiente.

Consideramos também um procedimento de melhoria na heuristica Lagrangiana apresentada
acima. A idéia deste procedimento consiste em modificar a solugdo atual obtida com o
objetivo de se encontrar uma melhor solucdo. Inicialmente, ordena-se a solugdo corrente de
forma decrescente (ou seja, consideramos primeiramente todas as varidveis fixadas em 1).
Em seguida, desconsideramos uma variavel da solugdo ordenada e aplicamos novamente a
heuristica Lagrangiana, na tentativa de se obter uma solu¢do melhor que a anterior. Este
procedimento ¢ repetido para cada variavel fixada em 1 na solugdo corrente. No caso de
termos um grande nimero de variaveis presentes na solu¢@o, estipula-se um niimero maximo
de repetigdes deste procedimento (por exemplo, apenas para as primeiras m variaveis
fixadas em 1).

4.3 Heuristica surrogate

Utilizamos um simples procedimento heuristico, muito similar ao da secdo 4.2, para
encontrar uma solugdo factivel (limitante inferior) a partir de uma solugdo do problema
surrogate. A unica diferenga em relagdo a heuristica Lagrangiana estd no Passo I, descrito
abaixo:

Passo 1: Coloque todas as variaveis fixadas em 1 pela redu¢do do problema na solucdo da
heuristica e retire-as da lista dos {V;,,}. Ordene os {V),} restantes de forma
crescente e forme uma lista ' com as varidveis x;,, correspondentes aos V.

Ao término deste procedimento, podemos estar com uma solugdo factivel melhor que as das
iteragcdes anteriores. Neste caso, atualizamos o limitante inferior Z;3. A otimalidade desta
solucdo ¢ testada no decorrer do método de otimizacdo do subgradiente. Assim como a
heuristica Lagrangiana, a heuristica surrogate ¢ aplicada em cada iteragdo do procedimento
de otimizacdo do subgradiente.

414 Pesquisa Operacional, v.26, n.2, p.403-432, Maio a Agosto de 2006



Oliveira & Morabito — Métodos exatos baseados em relaxacées Lagrangiana e surrogate para o problema de carregamento de paletes do produtor

5. Busca em Arvore

No final do procedimento de otimiza¢ao do subgradiente, o menor limitante superior (Z,;,) €
o maximo limitante inferior (Z;3) correspondente a uma solugdo factivel podem néo coincidir
e, para resolver este problema, aplicamos o método branch and bound (Nemhauser &
Wolsey, 1988). O problema ¢ resolvido utilizando uma busca em arvore bindria em que, em
cada nd da arvore, ¢ computado um limitante superior das relaxa¢des Lagrangiana e/ou
surrogate. Em cada n6 da arvore ¢ aplicado o procedimento de otimizagdo do subgradiente e,
se em qualquer iteragdo do procedimento, obtivermos Z,;,=Z;3, entdo o problema ¢
resolvido otimamente.

O conjunto inicial de multiplicadores de cada né ¢ o conjunto associado com o melhor
limitante superior encontrado no né predecessor da arvore. Durante cada iteragdo do método
de otimizagdo do subgradiente, ¢ aplicada a heuristica Lagrangiana ou surrogate (segdes 4.2
e 4.3) para gerar solugdes factiveis para o problema original (1)-(4), a partir da solugdo
obtida para o problema Lagrangiano e/ou surrogate (modelos LAG (5)-(7), SUR (8)-(11) e
LAGSUR (14)-(16)). Também ¢ aplicada a técnica de reducdo do problema mencionada na
secdo 4.1 para tentar fixar, sem perda de generalidade, alguma variavel em O ou 1, e, desta
maneira, reduzir o tamanho do problema (1)-(4).

Os critérios para sondagem do método branch and bound para os nds da arvore sdo:
otimalidade, infactibilidade e valor de dominancia. No caso de encontrarmos uma solucdo
factivel com Z,,, > Z,, devemos fazer a divisdo (branch) do no e teremos entdo dois novos

subproblemas a serem resolvidos, ou seja, um novo nd a esquerda e outro a direita. Neste
caso, selecionamos uma variavel e esta sera fixada com valor igual a 1 no nd da esquerda e
valor igual a 0 no nd da direita. O n6 da esquerda é considerado primeiro do que o da direita;
assim, ao fazermos a sondagem de um nd, exploramos primeiro o ndé da esquerda.
Intuitivamente, estamos interessados em colocar 0 maximo niimero de caixas em um palete
e, portanto, devemos explorar primeiro a possibilidade de se colocar tais variaveis na solugédo
do problema e avaliar se esta solucédo ¢ viavel ou ndo.

A seguir ¢ apresentado resumidamente o algoritmo do procedimento de busca em arvore
implementado neste trabalho (Nemhauser & Wolsey, 1988). Este algoritmo esta detalhado
em pseudo-codigo em Oliveira (2004). Sejam:

L lista de problemas inteiros (P') que devem ser investigados ou lista de nos abertos;
S conjunto das solugdes factiveis do problema (P’) pertencente a L,

Z,, limitante inferior para o valor objetivo de P (solucdo factivel);

Z,; limitante superior para o valor objetivo de P (relaxacdo);

Z valor da fun¢do objetivo do problema P.

Passo 1: Inicializagdo: forme uma lista L={P} (sendo P o problema (1)-(4)) com os
problemas ainda no resolvidos, S =S°, ZJ; =0 e Z,; =-x .

Passo 2: Teste de parada: se L= entdo a solugdo x' que assegura Z,, = Z é a solugdo 6tima.

Passo 3: Selecio do problema e relaxacio: selecione e elimine um problema P de L.
Resolva a relaxagio do problema selecionado (RP'). Seja Zi o valor 6timo da

relaxagdo e seja xp a solugdo Gtima se existir.
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Passo 4: Sondagem:
a) se Zy <Z,,,vapara o Passo 2,
b) se x, ¢ S’, va para o Passo 5,
c) se xpeS', faca Z=2Z, ese Z>Z,,, entio faga Z,, =Z, elimine de L

todos os problemas com Z;; < Z,, e va para o Passo 2.

Passo 5: Divisio (branch): Seja {S”}, j=1,2, a divisdo de S'. Assim teremos dois novos

subproblemas e devemos selecionar uma varidvel e esta sera fixada com valor
igual a 1 no nod da esquerda e valor igual a 0 no n6 da direta. Esses novos

subproblemas (P”), j=1,2, sdo incluidos na lista L onde Z}, = Z}; . Em seguida,
va para o Passo 2.

5.1 Regras para escolha da variavel a ser fixada

No Passo 5 do algoritmo de busca em arvore acima, devemos fazer a divisdo dos noés
(branching), ou seja, temos dois novos subproblemas ¢ devemos selecionar uma variavel
para ser fixada com valor igual a 1 no n6 da esquerda e valor igual a 0 no n6 da direta. As
trés regras definidas abaixo foram testadas para escolher a varidvel a ser fixada na divisdo
dos noés. Nos experimentos realizados (se¢do 6), estas regras se comportaram melhor do que
simplesmente escolher a variavel a ser fixada na divisdo dos nés de forma aleatoria, sem
considerar nenhum critério pré-definido, ou simplesmente escolher a varidvel com maior
valor Lagrangiano, ou seja, com maior Vj,, para ser fixada em 0 ou em 1.

e Regra | (Beasley, 1985)

Em qualquer n6 da arvore de busca, seja G = {(i, P.q)&F | Xipg # 0} (onde F' ¢ a lista com as

varidveis x;,, correspondentes aos Vj,,), isto é, G é o conjunto de posi¢des onde ainda ¢é
possivel colocar uma caixa, pois este conjunto ndo considera as posigdes (i,p,q) com

Xy =1 ((i,p.q)  F) e ainda, as posi¢des (i, p,q) com X,,, = 0. Entdo definimos,
R=min(r|(i,r,s)eG), S=min(s|(i,r,s) €G) e Vg = max (Vi |(i,R,S) € G).

A escolha da variavel a ser fixada em 0 e em 1 corresponde a colocar a caixa j no palete
(L,W) com o seu canto inferior esquerdo em (R, S) . Intuitivamente esta escolha corresponde

a colocar no palete (L,W) a caixa j com maximo valor Lagrangiano, que entdo serd
colocada na posi¢do mais abaixo e mais a esquerda, ou seja, no ponto (R,S) formando um

padréo normalizado na busca em arvore. Podemos dizer que a escolha dessas variaveis nos
da padroes de empacotamento em camadas, pois as caixas s@o colocadas sempre de forma a
encontrar os pontos (R,S) com coordenadas mais abaixo e mais a esquerda e, desta maneira,

as caixas sdo colocadas lado a lado sem espacos entre elas (ou com o minimo espago).

Ainda, ao ser considerado que x ;s =1 significa que devemos ter x,,, =0 se existe um ponto

ip
(r,s5) tal que @, +a,, =2 . Isto porque, ao fixar a varidvel x ;¢ =1, ndo podemos ter
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outra caixa no ponto (r,s), pois, neste caso, havera sobreposi¢do das pegas e assim devemos

retirar tais variaveis do problema, isto €, considerar tais variaveis como iguais a zero (xipq = 0) .

e Regra 2 (Reeves, 1993)

No procedimento de busca em arvore baseado no limitante de relaxacdo Lagrangiana
(modelo (5)-(7)), a regra de selecdo da variavel a ser fixada ¢ a seguinte:

1. Seja (A,X) representando os multiplicadores e os valores das variaveis associados com
o melhor limitante inferior encontrado no né que esta sendo ramificado;

2
2. Considere o vetor de valor Z Z/lm 1- Z

reX seY i=1
e escolha a restrigdo com maior valor absoluto neste vetor;

X, |=4G

aipqr& ipq

{peX/p<L-1;} Z {geX /q<W—w;

3. Selecione a seguir a variavel com maior valor Lagrangiano, ou seja, com maior V,,, .

e Regra 3 — Estratégia utilizando o conceito de memoria de longo prazo de busca tabu

Utilizamos uma estratégia para a escolha da variavel que aplica o conceito de memoria de
longo prazo da meta-heuristica busca tabu. Nesta estratégia, consideramos a freqiiéncia com
que as variaveis aparecem na solugdo do problema. A cada determinado numero de iteracdes
(por exemplo, 5 ou 10 iteracdes), escolhe-se uma variavel que tenha baixa freqiiéncia
(por exemplo, freqiiéncia menor que 0,35, ou seja, se a variavel escolhida apareceu em
35% ou menos das solucdes nas iteragdes anteriores) e entdo esta variavel é escolhida
para ser fixada na divisdo dos nos. A idéia é diversificar a solugdo do problema, fazendo com
que as variaveis que tenham baixa freqiiéncia fagam parte da solucdo. No restante das
iteragdes, utilizamos a regra 1 definida acima.

Alguns autores recomendam aplicar um maior esforco computacional (maior numero de
iteracdes na otimizacdo do subgradiente) no no inicial da arvore. Com isto a heuristica
Lagrangiana tem maior chance de encontrar boas solugdes factiveis, o procedimento de
reducdo tem maior chance de reduzir o tamanho do problema e, ainda, a otimizagdo do
subgradiente tem maior chance de encontrar melhores limitantes. Com respeito a
inicializagdo dos multiplicadores de Lagrange e ao niimero de iteragdes na otimizagdo do
subgradiente, autores tém sugerido (Reeves, 1993): (a) iniciar os multiplicadores de
Lagrange em cada n6 da arvore com o conjunto associado com o melhor limitante superior
encontrado no nd predecessor da arvore; (b) executar 30 iteragdes do subgradiente, com
f(0< f<2) sendo dividido a cada 5 (ou 10) iteragdes nos noés da arvore das ramificagdes

seguintes e, (¢) duplicar ambos os pardmetros (para 60 sendo dividido a cada 10 (ou 20)) nos
no6s da arvore associados com a sondagem.

No presente trabalho, nos métodos LAG, SUR e LAGSUR os multiplicadores de Lagrange
e/ou surrogate sdo iniciados em cada n6 da arvore com o conjunto associado com o melhor
(méximo) limitante superior encontrado no no predecessor da arvore, segundo a estratégia
apresentada acima. Ainda, na arvore de busca, para o céalculo do limitante superior foram
utilizados os limitantes da Razdo da Area e o de Barnes. O limitante inferior pode ser
iniciado com a solucdo homogénea com todas as caixas arranjadas na mesma direcdo, ou
ainda com a heuristica de Morabito & Morales (1998), que ¢ relativamente simples e efetiva.
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6. Resultados Computacionais

Nesta se¢do sdo descritos os resultados dos testes computacionais realizados com o
objetivo de avaliar o desempenho dos métodos exatos LAG, SUR e LAGSUR. As
implementagdes foram codificadas em linguagem Pascal (compilador Delphi 5), e os testes
foram realizados em um Pentium III 650 MHz. Nestes experimentos, admitimos no modelo
(1)-(4) que P=0 e Q ¢ igual ao minimo entre os limitantes de Barnes e de exemplos
equivalentes (se¢do 3).

6.1 Resultados com Grupos 1 e 2

Inicialmente foram realizados diversos testes computacionais preliminares para se verificar o
desempenho de possiveis variagdes nos procedimentos de otimizacdo do subgradiente e na
busca em arvore dos métodos LAG, SUR e LAGSUR. Em relacdo a otimizagdo do
subgradiente consideramos: (i) utilizar ou ndo o método de reducdo do problema (secdo 4.1),
(i1) utilizar ou ndo as heuristicas Lagrangiana e surrogate (se¢des 4.2 e 4.3), (iii) utilizar ou
ndo a melhoria da heuristica Lagrangiana (se¢do 4.2), (iv) utilizar ou ndo modifica¢des na
atualizagdo dos multiplicadores baseados na discussdo da se¢do 3.1 (v) utilizar ou ndo
modificagdes propostas por Camerini et al. (1975) para calculo do tamanho do passo ¢
(sec@o 3.1), e (vi) qual variagdo escolher para iniciar e reduzir o valor do parametro f do
tamanho do passo ¢ (se¢do 3.1).

Com respeito a este Gltimo item, investigamos iniciar este parametro com f =2 ou f =1,

sendo reduzido apds um determinado numero de iteragdes. Sete variacdes foram exploradas
para reduzir o valor de f'ao longo das iteragdes: (i) dividir f'a cada 60 iteragdes, (ii) dividir f'a
cada 30 iteragdes, (iii) dividir f'a cada 15 iteragdes, (iv) dividir f'a cada 60 iteragdes se Z,;,
ndo diminuir nas Ultimas 60 iteragdes, (v) dividir ' a cada 30 iteragdes se Z,,;, ndo diminuir
nas ultimas 30 iteragdes, e (vi) dividir f'a cada 15 iteragdes se Z,;, ndo diminuir nas tltimas
15 iteragdes, (vii) dividir f a cada | X||Y|iteragdes se Z,;, ndo diminuir nas ultimas |X||Y]
iteragdes até Z,, < O, entdo dividir f'a cada 30 iteragdes se Z,,;, ndo diminuir nas Gltimas 30
iteragdes (conforme Farago & Morabito, 2000).

Em relag@o ao procedimento de busca em arvore consideramos: (i) qual regra escolher para a
selecdo da varidvel a ser fixada na divisdo dos nos (se¢do 5.1), (ii) executar ou ndo um
numero maior de iteragdes no no inicial da arvore (segdo 5), (iii) utilizar ou ndo valores de
multiplicadores associados com o melhor limitante superior obtido no né predecessor da
arvore (secdo 5), (iv) utilizar ou ndo os conjuntos de raster points ao invés dos conjuntos
normais (secdo 2), e (v) utilizar ou ndo a heuristica construtiva de Morabito & Morales
(1998) para gerar bons limitantes inferiores iniciais (se¢do 5).

Para viabilizar a realizacdo destes diversos testes preliminares, optamos por utilizar apenas
dois grupos de exemplos com caracteristicas diferentes. No primeiro grupo (subdivido nos
Grupos 1A e 1B conforme Tabelas 1 e 2), escolhemos aleatoriamente 20 exemplos do
conjunto Cover I da literatura (Nelissen, 1993, 1994; Scheithauer & Terno, 1996), que
contém exemplos do PCP do produtor com solugdo 6tima conhecida (composta de até 50
caixas). O Grupo 1A contém 10 exemplos (L1-L10) que ndo tem gap entre o valor da
solugdo 6tima e o valor da solugdo da relaxagdo linear de (1)-(4), enquanto o Grupo 1B
contém 10 exemplos (L11-L20) que tem gap e, portanto, sdo mais desfavoraveis para os
métodos aqui propostos. Nas tabelas abaixo, as colunas 2|X]|Y| e 2|X’||Y’| representam o
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numero (aproximado) de variaveis 0—1 envolvidas no modelo (1)-(4) usando os conjuntos
normais X e Y e os conjuntos de raster points X' e Y’, respectivamente.

O segundo grupo de exemplos foi subdividido nos Grupos 2A e 2B conforme Tabelas 3 ¢ 4.
No Grupo 2A consideramos 9 exemplos (L21-L29) analisados em diversos artigos, como
Dowsland (1993), Nelissen (1994), Scheithauer & Terno (1996), Morabito & Morales
(1998), Farago & Morabito (2000) e Pureza & Morabito (2006). Assim como o Grupo 1A,
tais exemplos ndo tem gap entre o valor da solu¢do 6tima e o valor da relaxacgdo linear de
(1)-(4). Os 10 exemplos do Grupo 2B (L30-L39) foram analisados em Letchford & Amaral
(2001) e, assim como o Grupo 1B, tem gap e, portanto sdo mais desfavoraveis para os
métodos aqui propostos. Todos os exemplos dos Grupos 1A, 1B, 2A e 2B tém solugo 6tima
nao-guilhotinada de primeira ordem (esta classificagdo foi definida em Arenales & Morabito
(1995) e refere-se a padrdes nao-guilhotinados mais simples).

Tabela 1 — Exemplos do Grupo 1A — sem gap entre solugdo 6tima e relaxada.

GRUPO 1A

Exemplo | (L,W) &w) IXI Y| 20X1¥D | X1 | 1P | 20X[1YD
Ll (11,5) @,1) 11 5 110 11 5 110
L2 (16,11) (4,3) 11 6 132 10 | 5 100
L3 (24,18) (8,3) 15 | 9 270 10 | 6 120
L4 (28,27) (8,3) 19 | 23 874 14 | 13 364
L5 (14,14) (3,2) 12| 12 288 12 | 12 288
L6 (20,16) (5.2) 17 | 13 442 16 | 12 384
L7 (48,39) (114) | 30 | 21 1260 18 | 15 540
L8 (31,20) (7.2) 27 | 16 864 25 | 14 700
L9 (11,8) .1 11 8 176 11 8 176
L10 (33,30) (5.4) 24 | 21 1008 21 | 18 756
Média 17,70 13,40 | 542,40 | 14,80 [ 10,80 353,80

Tabela 2 — Exemplos do Grupo 1B — com gap entre solug@o 6tima e relaxada.

GRUPO 1B

Exemplo | (L,W) &w) 1XI Y] | 20X1¥D | IX1 | 1P | 20X11Y)D
L1l (36,28) (8,3) 27 | 19 1026 2 | 14 616
L12 (36,36) | (103) | 25 | 25 1250 18 | 18 648
L13 (60,33) (9,5) 40 | 48 3840 28 | 11 616
L14 (37,25) (7.3) 29 | 17 986 25 | 13 650
L15 (30,30) (5.4) 21 | 21 882 18 | 18 648
L16 (50,36) (8,5) 32 | 18 1152 2 | 14 616
L17 (3939) | @a13) | 27 | 27 1458 19 | 19 722
L18 (33,30) (7,3) 25 | 22 1100 21 | 18 756
L19 (37,26) (5.4) 28 | 17 952 25 | 14 700
L20 4532) | (103) 34 | 21 1428 27 | 14 756
Média 28,80 | 23,50 | 140740 |22,50 1530 | 672,80
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Tabela 3 — Exemplos do Grupo 2A — sem gap entre solugdo 6tima e relaxada.

GRUPO 2A

Exemplo | (L,W) w) IX| | 1¥] 20X11¥p | 1X° | Y] | 2(X)Y))
L21 (22,16) (5.3) 16 | 10 320 14 | 3 224
L22 (86,82) | (1511) | 24 | 22 1056 17 | 16 544
L23 (57,44) (12,50 | 31 | 19 1178 19 | 14 532
L24 (42,39) (9,4) 27 | 24 1296 20 | 15 600
L23 (12481) | (21,10) | 41 | 18 1476 24 | 13 624
L26 (40,25) (7.3) 2 | 17 1088 28 | 13 728
L27 (52,33) (9.4) 37 | 18 1332 28 | 13 728
L28 (56,52) (12,5 | 30 | 26 1560 21 | 17 714
L29 (87.47) (7,6) 67 | 27 3618 57 | 17 1938
Média 33,89 20,11 | 1436,00 [2533]14,00] 736,89

Tabela 4 — Exemplos do Grupo 2B — com gap entre solug@o 6tima e relaxada.

GRUPO 2B

Exemplo | (L,W) &w) X1 | ¥ 20x11¥D | IX] | [P | 20X°([YD
L30 (32,22) (5.4) 23 | 13 598 20 | 11 440
L31 (40,26) (7.4) 28 | 14 784 2 | 11 484
L32 (100,64) | (17,10) | 32 | 14 896 2 | 11 484
L33 (32,27) (5.4) 23 | 18 828 20 | 15 600
L34 (37,30) (8.3) 28 | 21 1176 23 | 16 736
L35 (100,82) | (22,8) | 32 | 23 1472 23 | 16 736
L36 (100,83) | (22.8) | 32 | 23 1472 23 | 16 736
L37 (40,33) (7.4) 28 | 21 1176 2 | 16 704
L38 (53,26) (7.4) 41 | 14 1148 35 | 11 770
L39 (81,39) 9.7) 51 | 13 1326 33 | 11 726
Média 31,80 | 17,40 | 1087,60 | 24,30 | 13,40 | 641,60

Em relagdo a otimizag@o do subgradiente, os resultados destes testes com os exemplos dos
Grupos | e 2 apontaram para: (i) utilizar o método de redugdo do problema, (ii) utilizar as
heuristicas Lagrangiana e surrogate, (iii) ndo utilizar a melhoria da heuristica Lagrangiana,
(iv) ndo utilizar as modifica¢cdes na atualizagdo dos multiplicadores (se¢dao 3.1), (v) ndo
utilizar as modificagdes propostas por Camerini et al. (1975) para calculo do tamanho do
passo t, e (vi) iniciar o pardmetro com f'= 1 e dividi-lo a cada 30 iteragdes.

Em relag@o ao procedimento de busca em arvore, os resultados dos testes apontaram para:
(i) utilizar a regra 1 para a selecdo da variavel a ser fixada na divisdo dos nds, (ii) ndo
executar um nimero maior de iteragdes no no inicial da arvore, (iii) utilizar os valores de
multiplicadores associados com o melhor limitante superior obtido no né predecessor da
arvore, (iv) utilizar os conjuntos de raster points ao invés dos conjuntos normais, e
(v) utilizar a heuristica construtiva de Morabito & Morales (1998) para gerar bons limitantes
inferiores iniciais.

Por motivo de espaco, a seguir apresentamos apenas alguns resultados destes testes. Os
demais resultados encontram-se detalhados em Oliveira (2004). Convém salientar que em
todos estes testes o método LAG em média superou os métodos SUR e LAGSUR. Por
exemplo, a Tabela 5 compara os resultados obtidos com os métodos LAG, SUR e LAGSUR
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para os exemplos L1-L10 do Grupo 1A, iniciando com parametro f = 2 e dividindo-o a cada
60 iteragdes, utilizando os conjuntos normais e ndo utilizando a heuristica de Morabito &
Morales (1998). A tabela apresenta as médias do limitante superior (Z,;,) ¢ do limitante
inferior (Z;5) no no inicial da arvore para cada um dos métodos. Ainda sdo apresentados os
valores médios da solugdo 6tima (Z'), da solugdo obtida em um tempo computacional
limitado em 3 horas de processamento, do niimero de nos envolvidos na busca em arvore, ¢
do tempo total (em minutos) gasto para se resolver o conjunto de exemplos (computado
apenas para os exemplos resolvidos em menos de 3 horas).

Tabela 5 — Resultados computacionais dos métodos LAG, SUR ¢ LAGSUR para o Grupo 1A
(utilizando f =2 e divisdo de f'a cada 60 iteragdes, utilizando os conjuntos normais e sem a

heuristica de Morabito & Morales, 1998).

, No inicial Busca em arvore
Método * Solucgéo Tempo
exato Zonin Zun z obtida # nos (min)
LAG 31,90 29,60 31,90 31,90* 4,00 0,24
SUR 31,90 29,60 31,90 31,50 3,67 0,06
LAGSUR 31,90 29,60 31,90 31,70 9,25 1,30

Podemos observar na Tabela 5 que entre os trés métodos, o que apresentou melhores
resultados quanto ao valor da solugdo 6tima ¢ ao tempo computacional foi o0 método LAG
(lembre-se que os tempos correspondem a média apenas dos exemplos resolvidos em menos
de 3 horas). O método LAG conseguiu resolver todos os exemplos do Grupo 1A (indicado na
tabela com um asterisco), diferente dos métodos SUR e LAGSUR. Outros experimentos
foram realizados com os outros grupos, variando-se os pardmetros da otimiza¢do do
subgradiente e da busca em arvore, e 0 método LAG continuou apresentando desempenho
superior aos métodos SUR e LAGSUR. Uma vantagem do método LAG sobre o método
LAGSUR ¢ o maior nimero de multiplicadores (|X||Y| ao invés de | X [+|Y|), o que

implica em mais informagdes sobre as restricdes do problema ao longo das iteragdes da
otimiza¢do do subgradiente. Com relagdo ao método SUR, aparentemente ele ndo produz
limitantes (do dual surrogate) melhores do que os limitantes do método LAG (do dual
Lagrangiano). Além disso, a otimizagdo do subgradiente para SUR ndo tem garantia de
convergéncia, conforme discussdo na segdo 3.2.

A seguir apresentamos alguns resultados obtidos para os Grupos 1 e 2 comparando algumas
das variagdes descritas acima para a otimizagdo do subgradiente e a busca em arvore do
método LAG. Outros resultados estdo apresentados em Oliveira (2004). As tabelas
apresentam a solug@o obtida num tempo computacional maximo de 3 horas, iniciando com
parametro = 1 e dividindo-o a cada 30 iteragdes. Por ilustragdo, as Tabelas 6 a 8 comparam
o impacto de: (i) utilizar conjuntos normais ou conjuntos de raster points, e (i) utilizar ou
ndo a heuristica construtiva de Morabito & Morales (1998) para gerar bons limitantes
inferiores iniciais. A Tabela 7 mostra que, utilizando os conjuntos de raster points, o método
LAG foi capaz de resolver todos os exemplos em tempos computacionais menores do que os
apresentados na Tabela 6, especialmente para os Grupos 2A e 2B. Note também que o
nimero de nds envolvidos na busca em arvore foi em média um pouco menor considerando
os raster points. A Tabela 8§ mostra que, utilizando a heuristica de Morabito & Morales
(1998), os tempos computacionais foram reduzidos nos problemas que ndo apresentam gap
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entre a solucdo 6tima e a solucdo de relaxagdo linear (Grupos 1A e 2A). J& para os Grupos
1B e 2B, os tempos computacionais foram aproximadamente mantidos, em relagdo aos
mostrados na Tabela 7.

Tabela 6 — Resultados computacionais do método LAG para Grupos 1 e 2 utilizando:
(i) conjuntos normais, (ii) sem heuristica de Morabito & Morales (1998).

Né inicial Busca em arvore
Grupo " Solucio , Tempo
Znin Zup z obtida # nés (milll))
1A 31,90 29,60 31,90 31,90* 10,0 0,26
1B 45,20 40,50 44,20 44,20* 29,20 1,27
2A 48,56 41,89 48,56 48,56* 95,00 15,72
2B 43,60 37,90 42,60 42,60* 131,60 6,30

Tabela 7 — Resultados computacionais do método LAG para Grupos 1 e 2 utilizando:
(i) conjuntos de raster points, (ii) sem heuristica de Morabito & Morales (1998).

No inicial Busca em arvore
Grupo . Solugiio , Tempo
Znin Z1s z obtida # nés (min)
1A 31,90 29,60 31,90 31,90* 10,0 0,18
1B 45,20 40,50 44,20 44,20* 25,20 0,72
2A 48,56 41,89 48,56 48,56* 76,00 4,55
2B 43,60 37,90 42,60 42,60* 105,80 2,67

Tabela 8 — Resultados computacionais do método LAG para Grupos 1 e 2 utilizando:
(i) conjuntos de raster points, (ii) com heuristica de Morabito & Morales (1998).

No inicial Busca em arvore
Grupo . Solugiio , Tempo
Znin Z1s z obtida # nés (milll))
1A 31,90 31,90 31,90 31,90* 1,00 <0,01
1B 45,20 44,20 44,20 44.20%* 18,00 0,70
2A 48,56 48,44 48,56 48,56* 1,00 0,02
2B 43,60 42,60 42,60 42,60* 104,00 3,31

6.2 Resultados com Grupos 3 e 4

Também consideramos outros grupos de exemplos além dos Grupos 1 e 2. O terceiro grupo
de exemplos foi subdividido nos Grupos 3A e 3B conforme Tabelas 9 ¢ 10. Os 16 exemplos
do Grupo 3A (L40-L55) foram escolhidos aleatoriamente do conjunto Cover II da literatura
(Nelissen, 1993, 1994; Scheithauer & Terno, 1996), que contém exemplos do PCP do
produtor com solugdo 6tima conhecida (composta de 51 a 100 caixas). Todos os exemplos do
Grupo 3A té€m solugdo 6tima ndo-guilhotinada de primeira ordem. Os 16 exemplos do Grupo
3B (L56-L71) sdo exemplos do Cover II dificeis de se resolver com as heuristicas de
literatura (Morabito & Morales, 1998; Lins et al., 2003), pois nenhum deles tem solucao
otima ndo-guilhotinada de primeira ordem. O quarto grupo de exemplos (Grupo 4) refere-se
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a 30 exemplos reais (R1-R30 na Tabela 11) de uma transportadora em Campinas, SP. Estes
exemplos utilizam o palete Brasil (PBR: 120x100 cm), adotado na maioria das empresas
brasileiras. Note nas tabelas que o numero médio de variaveis 0—1 dos Grupos 3A e 3B ¢
bem maior, se comparado aos demais grupos, enquanto que o numero médio de varidveis
0—1 no Grupo 4 é bem menor.

Tabela 9 — Exemplos do Grupo 3A — com solucéo 6tima de primeira ordem.

GRUPO 3A

Exemplo | (LW) &w) X | ¥ 20x1¥p | IxX | 1Pl | 20X°)Y°))
L40 (77,47) (10,7) | 44 | 17 1496 28 | 13 728
L41 (41,36) (7.4) 29 | 24 1392 23 | 18 828
L42 (55,55) (1,5 | 31 | 31 1922 18 | 18 648
L43 (44,29) (5.4) 35 | 20 1400 32 | 17 1088
L44 (85,46) (12,50 | 59 | 21 2478 42 | 15 1260
L45 (51,47) (7.5) 35 | 31 2170 37 | 23 1702
L44 (70,43) (7,6) 50 | 23 2300 40 | 16 1280
L47 (68,56) (134) | 47 | 35 3290 32 | 22 1408
L48 (52,52) (9.4) 37 | 37 2738 28 | 28 1568
L49 (52,36) (8,3) 43 | 27 2322 38 | 22 1672
L50 (78,40) (8,5) 60 | 22 2640 50 | 16 1600
L5l (70,63) (11,5) | 46 | 39 3588 30 | 27 1620
L52 (120,64) | (19,5) | 80 | 27 4320 48 | 19 1824
L33 (60,56) (9,4) 45 | 41 3690 36 | 32 2304
L54 (100,82) | (17,5) | 64 | 46 5888 42 | 27 2268
L55 (113,57 | (116 | 83 | 27 4482 63 | 19 2394
Média 49252925 2882,25 |[36,69]20,75| 1512,00

Tabela 10 — Exemplos do Grupo 3B — sem solugdo 6tima de primeira ordem.

GRUPO 3B
Exemplo | (L,W) &w) X | ¥ 2(0x0yp | 1xX| | 1y | 20xrp

L56 (43,26) (7.3) 35 | 18 1260 31 14 868

L57 (49,28) (8,3) 40 19 1520 35 14 980

L58 (57,34) (7.4) 45 | 22 1980 39 | 17 1326
L59 (63,44) (8,5) 45 | 26 2340 35 19 1330
L60 (61,35) (10,3) 50 24 2400 43 17 1462
L61 (67,37) (11,3) 55 | 25 2750 47 18 1692
L62 (61,38) (10,3) 50 | 27 2700 43 | 20 1720
L63 (61,38) (6,5) 47 | 24 2256 41 19 1558
Lo4 (67,40) (11,3) 55 28 3080 47 20 1880
L65 (74,49) (11,4) 56 31 3472 44 22 1936
L66 (93,46) (13,4) 72 25 3600 57 17 1938
L67 (106,59) (13,5) 78 31 4836 58 19 2204
L68 (141,71) (13,8) 92 26 4784 61 19 2318
L69 (74,46) (7,5) 58 30 3480 50 23 2300
L70 (86,52) 9,5) 66 | 32 4224 54 | 23 2484
L71 (108,65) (10,7) 75 32 4800 54 23 2484

Média 57,44 (26,25 | 3092,63 |46,19[19,00 | 1780,00
Pesquisa Operacional, v.26, n.2, p.403-432, Maio a Agosto de 2006 423



Oliveira & Morabito — Métodos exatos baseados em relaxacdes Lagrangiana e surrogate para o problema de carregamento de paletes do produtor

Tabela 11 — Exemplos do Grupo 4 — exemplos reais de uma transportadora com
(L,W)=(120,100) cm.

GRUPO 4
Exemplo ((A)) 1X] Y| 2(1X11¥D 1X’] Y| 2(x°11¥°D
R1 (31,22) 12 8 192 9 7 126
R2 (50,20) 9 7 126 8 6 96
R3 (33,23) 10 7 140 8 6 96
R4 (34,26) 9 6 108 8 5 80
RS (36,15) 16 11 352 12 9 216
R6 (28,21) 12 9 216 11 8 176
R7 (32,18) 14 10 280 11 8 176
RS (38,26) 8 5 80 7 5 70
R9 (25,15) 18 14 504 16 12 384
R10 (46,30) 6 4 48 4 4 32
RI1 (39,25) 8 6 96 7 4 56
RI2 (38,20) 12 9 216 6 5 60
RI3 (49,20) 10 7 140 8 6 96
R14 (28,17) 17 11 374 13 9 234
RIS (40,29) 7 5 70 6 5 60
R16 (35,12) 22 15 660 10 8 160
R17 (27,22) 13 9 234 11 8 176
RIS (21,12) 28 21 1176 22 16 704
R19 (24,19) 17 12 408 13 10 260
R20 (32,24) 10 7 140 9 6 108
R21 (26,20) 15 11 330 12 9 216
R22 (19,14) 28 20 1120 19 15 570
R23 (44,29) 7 4 56 6 4 48
R24 (52,33) 5 4 40 5 3 30
R25 (36,21) 11 8 176 9 7 126
R26 (35,20) 12 9 216 6 5 60
R27 (20,14) 27 19 1026 18 14 504
R28 (22,17) 20 14 560 15 11 330
R29 (37,20) 12 9 216 6 5 60
R30 (24,13) 25 18 900 13 14 364
Média 14,00 | 9,97 | 340,00 | 1027 | 7,80 189,13

A Tabela 12 apresenta os resultados do método LAG obtidos para os exemplos dos Grupos 3A e
3B, usando as melhores variagdes para a otimizagdo do subgradiente e a busca em arvore
descritas na se¢ao 6.1. Observe na tabela que o método ndo encontrou a solugéo 6tima de todos os
exemplos do Grupo 3B dentro do limite de tempo de 3 horas. Nos exemplos L68, L69 ¢ L70, a
melhor solugdo obtida pelo método LAG empacota uma caixa a menos do que a solugio 6tima.

Tabela 12 — Resultados computacionais do método LAG para Grupo 3.

N6 inicial Busca em arvore
Grupo - Solucio , Tempo
Znin Zus z obtida #nos (min)
3A 73,44 73,31 73,31 73,31%* 12,63 1,34
3B 80,06 79,06 80,06 79,88 24931 22,76
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Tabela 13 — Resultados computacionais do método LAG para Grupo 4.

Sol. leansp ' N6 inicial Busca em arvore
Americana
Exemplo " VA AN
Zrs 7z Z,s 7% N° de Ten.lpo
i nos (min)
R1 14 16 16 16 1 <0,01 2
R2 10 12 12 12 1 <0,01 2
R3 13 15 15 15 1 <0,01 2
R4 12 12 12 12 1 <0,01 0
R5 20 21 20 20 1 0,02 0
R6 18 19 19 19 1 <0,01 1
R7 18 20 20 20 1 <0,01 2
R8 10 10 10 10 1 <0,01 0
R9 28 32 32 32 1 <0,01 4
R10 7 8 8 8 1 <0,01 1
R11 12 12 12 12 1 0,01 0
R12 15 15 15 15 1 <0,01 0
R13 12 12 12 12 1 <0,01 0
R14 23 24 23 23 1 0,01 0
R15 10 10 10 10 1 <0,01 0
R16 25 27 26 26 1 <0,01 1
R17 18 19 19 19 1 <0,01 1
RI18 46 47 46 46 75 2,93 0
R19 26 26 26 26 1 <0,01 0
R20 15 15 15 15 1 <0,01 0
R21 20 23 22 22 1 0,02 2
R22 41 43 43 43 1 <0,01 2
R23 8 8 8 8 1 <0,01 0
R24 6 6 6 6 1 <0,01 0
R25 14 15 15 15 1 <0,01 1
R26 14 17 15 15 1 0,01 1
R27 40 42 42 42 1 <0,01 2
R28 27 31 31 31 1 <0,01 4
R29 15 16 15 15 1 0,01 0
R30 37 38 38 38 1 <0,01 1
Média 20,10 3,47 0,10 0,97

Lins et al. (2003) também realizaram testes computacionais com o Grupo 3B, e os resultados
apresentados mostraram que o método proposto pelos autores (com conjetura de ser exato)
resolve a maioria dos exemplos em menos de 1 hora de tempo computacional. Em outros
exemplos, como os L67, L68 e L71, o tempo computacional foi bem maior, em torno de 8
horas. Convém observar, no entanto, que o método de Lins et al. (2003), ao resolver cada
problema, também resolve muitos subproblemas deste problema, dado que utiliza
programagdo dinamica. O tempo médio dos 13 exemplos resolvidos em Lins et al. (2003) foi
de 60,50 minutos, ou seja, maior que o tempo médio dos 13 exemplos resolvidos pelo
método LAG (22,76 minutos, conforme a Tabela 12). O microcomputador utilizado foi um
Pentium III 700 MHz, ou seja, comparavel ao microcomputador utilizado no presente
trabalho (Pentium III 650 MHz). Recentemente Birgin et al. (2005) realizaram experimentos
adicionais com a abordagem em Lins ef al. (2003), explorando estruturas de dados diferentes
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daquelas utilizadas em Lins et al. (2003), mostrando que os tempos computacionais da
abordagem podem ser bem reduzidos. No entanto, os requisitos de memdria computacional
sdo bem maiores do que os anteriores. Uma comparacdo mais efetiva entre os dois métodos
esta além do escopo deste trabalho.

A Tabela 13 compara as solugoes do método LAG com as solugdes utilizadas pela transpor-
tadora, para os 30 exemplos reais do Grupo 4. Note que o método LAG foi capaz de resolver
otimamente todos os exemplos em um tempo médio relativamente pequeno (0,10 minutos), o
que sugere que ele pode ser uma boa alternativa para resolver exemplos reais. Observamos
ainda que em 16 exemplos, a soluc¢do da transportadora ndo ¢ 6tima. Podemos dizer que, em
média, o método LAG ¢ capaz de melhorar em 0,97 caixas (por camada do palete) a solucao
da transportadora. Observe nos exemplos R9 e R28 que a solucdo do método coloca 4 caixas
a mais que a solug@o da transportadora.

6.3 Comparacio com GAMS/CPLEX e resultados com Cover I e 11

Implementamos o modelo (1)-(4) na linguagem de modelagem GAMS (Brooke et al., 1992)
e resolvemos todos os exemplos dos Grupos 1-4 pelo software CPLEX (versdo 7 — que
utiliza um método branch and cuf). A Tabela 14 compara as solugdes obtidas pelo
GAMS/CPLEX e pelo método LAG. Note que, assim como o método LAG, o pacote
GAMS/CPLEX foi capaz de resolver todos os exemplos em um tempo computacional
maximo de 3 horas, exceto para o Grupo 3B. Nos Grupos 1 e 2, o método LAG € mais rapido
do que o GAMS/CPLEX, principalmente nos Grupos 1A e 2A (que correspondem a
exemplos sem gap). No Grupo 3, ele € mais rapido no Grupo 3A (1,34 minutos contra 9,23
minutos), mas mais lento no Grupo 3B (22,76 minutos contra 17,55 minutos). E no Grupo 4,
ele ¢ bem mais rapido (0,10 minutos contra 18,52 minutos). Assim, o método LAG parece
ser uma boa alternativa para resolver exemplos reais.

Tabela 14 — Resultados computacionais do método LAG e do software GAMS/CPLEX
para Grupos 1-4.

Grupo z LAG Tempo (min) GAMS/CPLEX Tempo (min)
1A 31,90 31,90* <0,01 31,90* 0,19
1B 44,20 44,20* 0,70 44,20%* 0,81
2A 48,56 48,56* 0,02 48,56* 4,05
2B 42,60 42,60* 3,31 42,60* 4,87
3A 73,31 73,31* 1,34 73,31* 9,23
3B 80,06 79,88 22,76 79,94 17,55
4 20,10 20,10* 0,10 20,10* 18,52

Finalmente, realizamos experimentos limitados com os 3179 exemplos do conjunto Cover |
com L,W <1000, com padrdes 6timos de até 50 caixas. Dentre esses exemplos, 116 tem

gap. O nimero médio de elementos dos conjuntos normais e raster points sdo |X | =259,
[Y|=14,2, |X|=19,8 e |Y|=110. O nimero médio de varidveis 0—1 envolvidas no
modelo (1)-(4) é 2|X||Y|=735,56 e 2|X||Y|=435,60, respectivamente. Estes exemplos

sdo de interesse nas aplicagdes praticas do PCP do produtor. Também realizamos
experimentos limitados com os 16938 exemplos do conjunto Cover Il com L, <1000,

426 Pesquisa Operacional, v.26, n.2, p.403-432, Maio a Agosto de 2006



Oliveira & Morabito — Métodos exatos baseados em relaxacées Lagrangiana e surrogate para o problema de carregamento de paletes do produtor

com padrdes Otimos de 51 a 100 caixas. O niimero médio de elementos dos conjuntos
normais e raster points sdo |X|=54,6, |Y|=29,7, |X|=38,4 ¢ |Y|=20,8. O numero

médio de varidveis 0—1 envolvidas no modelo (1)-(4) ¢é 2|X||Y|=3243,24 e
2|X||Y|=1597,44 , respectivamente.

A Tabela 15 apresenta resumidamente os resultados obtidos com o método LAG para os
conjuntos Cover I e II. Os tempos médios foram computados apenas para os exemplos
resolvidos dentro do limite de tempo de 3 horas. Note que o método resolveu todos os
exemplos de Cover I em menos de 3 horas (indicado na tabela com um asterisco), mas nao
foi capaz de resolver todos os exemplos de Cover II (82 dos 16938 exemplos ndo foram
resolvidos; em todos eles o padrdo obtido tem uma caixa a menos do que o padrdo 6timo).
Os tempos médios sdo bem aceitaveis para apoiar os tipos de decisdes envolvidas nas
situacdes praticas, tipicamente com problemas envolvendo menos de 50 caixas no
carregamento (Cover I).

Tabela 15 — Resultados computacionais do método LAG para Cover I e II.

Solucio . i
%
CoverIell zZ obtida # nos Tempo (min)
Cover I -3063 35,98 35,08% 1,00 <0,01
exemplos sem gap
Cover1-116 41,82 41,82% 23,79 0,79
exemplos com gap
Cover I -3179 36,19 36,19% 1,83 0,03
exemplos
Cover II — 16938 80,22 80,16 18,32 3,27
exemplos

7. Conclusoes

Neste trabalho estudamos métodos exatos baseados nas relaxagdes Lagrangiana (LAG),
surrogate (SUR) e Lagrangiana com restri¢des surrogate (LAGSUR) para tratar o PCP do
produtor. Diversos experimentos computacionais foram realizados e o desempenho do
método LAG foi em média sempre superior aos dos métodos SUR ¢ LAGSUR. Com relagéo
ao método SUR, aparentemente ele ndo produz limitantes (do dual surrogate) melhores do
que os limitantes do método LAG (do dual Lagrangiano). Além disso, a otimizagdo do
subgradiente do método SUR ndo tem garantia de convergéncia, conforme discussdo na
secdo 3.2.

Nos diversos experimentos, 0 método LAG resolveu a maioria dos exemplos em um tempo
computacional aceitavel, levando-se em conta as decisdes envolvidas na pratica. Comparado
com o software GAMS/CPLEX (que utiliza um método branch and cut), o método LAG foi
em média mais rapido na maioria dos experimentos, principalmente nos exemplos reais de
uma transportadora, o que sugere que ele seja eficiente para aplicagdes praticas. Apesar do
desempenho do método LAG ser competitivo com outros métodos, capaz de gerar solugdes
otimas e provar suas otimalidades em tempos computacionais relativamente pequenos
(considerando as decisdes envolvidas no PCP do produtor), nossa expectativa inicial era de
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que ele teria desempenho computacional melhor do que o obtido ao longo dos experimentos,
devido aos resultados obtidos em Morabito & Farago (2000).

Uma das perspectivas para pesquisas futuras € tentar reduzir os tempos computacionais dos
métodos LAG, SUR e LAGSUR. Em particular pretende-se considerar as idéias apresentadas
no trabalho de Alvarez-Valdes et al. (2005b) para reduzir o problema, considerando a
reducdo de varidveis e restricdes nos modelos com os conjuntos de raster points ¢
consideracdes de domindncia de posi¢des nestes conjuntos. Pesquisas futuras podem ainda
ser realizadas para melhorar o desempenho dos métodos LAG, SUR ¢ LAGSUR, em
particular, desenvolvendo heuristicas Lagrangianas e surrogates mais poderosas, com o
objetivo de obter limitantes de melhor qualidade. Também, pode-se estudar a aplicacdo de
técnicas de relax and cut (Lucena, 2004) no PCP do produtor, incorporando algoritmos de
planos de corte aos métodos Lagrangianos.

Outra perspectiva importante para pesquisa futura ¢ aplicar as técnicas de relaxacdo
Lagrangiana e/ou surrogate em outros modelos 0—1 como, por exemplo, nos modelos de
Tsai et al. (1993), Amaral & Letchford (1999) e Martins (2002) comparando, dessa forma, o
desempenho de métodos LAG, SUR e LAGSUR com os diferentes modelos para o PCP do
produtor. Uma outra contribuigdo seria desenvolver um procedimento para a busca dos
multiplicadores do dual surrogate utilizando uma sucessdo de buscas no dual Lagrangiano,
como apresentado no trabalho de Sarin ef al. (1987). Finalmente, seria importante mostrar se
a relaxacdo surrogate produz ou ndo melhores limitantes do que a relaxagdo Lagrangiana
para o PCP do produtor.
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