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Resumo

Os métodos de geracdo de colunas e o de decomposi¢do de Dantzig-Wolfe ficaram conhecidos como
métodos eficientes para o tratamento de problemas de programagdo linear com grande niimero de
variaveis. Um problema mestre restrito ¢ identificado e novas colunas sdo geradas através de um
subproblema. Também ¢é bem conhecido que estes métodos sofrem de problemas de estabilizagdo. Para
amenizar estes problemas, as varidveis duais tem sido controladas de varias maneiras, em geral,
restringindo sua norma para evitar grandes variagdes. A relaxagdo Lagrangeana/surrogate foi proposta
recentemente para estabilizagdo de métodos subgradientes. Considera-se neste trabalho a combinagio
do método de geragdo de colunas e a relaxagdo Lagrangeana/surrogate como uma proposta de
estabilizagdo. Alguns resultados computacionais sdo apresentados para problemas de p-medianas e
varias aplicagdes sdo sugeridas. Algumas questdes em aberto sdo levantadas para futura pesquisa.

Palavras-chave: métodos de estabilizagdo, relaxagdo Lagrangeana/surrogate, geragdo de
colunas.

Abstract

Column generation and Dantzig-Wolfe decomposition are very successful methods for large-scale
linear programming problems. It is also well known the instability of the overall process. Stabilizing
methods work constraining the norm of the dual vector arising from restricted masters. This work shows
how to combine the Lagrangean/surrogate relaxation and column generation aiming a stabilized method.

Keywords: stabilizing methods, Lagrangean/surrogate relaxation, column generation.
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1. Introducdo

Os recentes avangos em informatica, com a construgdo de equipamentos mais rapidos e
confidveis, proporcionaram o desenvolvimento de sistemas mais robustos para Programagao
Matematica (CPLEX (1999)), permitindo a resolugdo de problemas de grande porte. Tais
ferramentas permitem que problemas inerentemente complexos também possam ser
resolvidos em tempo computacional aceitavel, através da utilizagdo de técnicas combinadas
como, por exemplo, o Método de Geracdo de Colunas aplicado a problemas de Programacao
Inteira. Baseado no trabalho de Dantzig & Wolfe (1960), a primeira aplicagdo pratica desta
técnica foi na determinagdo de padrdes de corte unidimensionais (Gilmore & Gomory
(1961), (1963)) e, desde entdo, seu uso difundiu-se de forma intensa (Cook & Rich (1999),
Cordeau et al. (2000), Day & Ryan (1977), Desrochers & Soumis (1989), Desrochers et al.
(1992), Lorena & Senne (2002), Neame (1999), Savelsbergh (1997), Senne & Lorena (2001),
Valério de Carvalho (1996), Vance (1993) e Vance et al. (1994)).

A técnica de geragdo de colunas pode ser aplicada a problemas lineares de grandes
dimensdes, no caso de ndo se dispor de todas a colunas a priori, ou quando se pretende
resolver um problema utilizando a decomposi¢do de Dantzig-Wolfe, onde as colunas
correspondem aos pontos extremos do conjunto convexo de solugdes factiveis do problema.
Neste caso, o algoritmo para resolugdo alterna entre um subproblema e um problema mestre
restrito. A partir de um conjunto inicial de colunas, resolve-se o problema mestre, obtendo-se
as variaveis duais que serdo utilizadas pelo subproblema para determinar novas colunas a
serem consideradas no problema mestre.

Abordagens baseadas na técnica de gera¢ao de colunas tém aparecido em um grande nimero
de trabalhos recentes em alternativa aos métodos nao lineares baseados em relaxacdo
Lagrangeana (métodos de subgradientes, bundle) para resolver problemas inteiros de grande
porte (Barnhart et al. (1998)). Uma pesquisa no Web of Science em 27/11/2001, com o
argumento “column generation”, retornou 220 trabalhos, 93 apenas nos tltimos 3 anos.

Sabe-se que aplicagdo direta do método de geragdo de colunas freqiientemente produz um
nimero muito grande colunas que ndo sdo relevantes para a solugdo final, comprometendo
assim a convergéncia para a solu¢do do problema e produzindo os chamados problemas de
estabilizag@o. Nestes casos, observa-se que as variaveis duais oscilam em torno da solugdo
dual otima, logo métodos que previnam tal comportamento podem acelerar a resolugao do
problema. Dentre estes merecem destaque: Método Boxstep (Marsten et al. (1975)), que
restringe o espago de busca de solugdes duais a uma regido limitada tendo a solugdo dual
atual como centro; Método Analytic Centre Cutting Plane (du Merle et al. (1998)), que usa o
centro analitico de uma regido da fungdo dual como solugdo, no lugar da solugdo 6tima, ndo
permitindo assim mudang¢as muito drasticas entre as solu¢des duais de duas iteragdes
consecutivas; Métodos Bundle (Marsten et al. (1975)), que combinam regides de confianga e
penalizacGes para que as solugdes duais ndo variem muito de uma iteragéo para outra. Outros
métodos estdo descritos em Neame (1999).

Neste trabalho pretende-se explorar a equivaléncia entre o método de geragdo de colunas,
resultante da Decomposicao de Dantzig-Wolfe do problema original, ¢ o0 Método de Planos
de Corte (Kelley (1960)) para resolver o problema Lagrangeano associado. Nossa proposta ¢
discutir e sugerir temas de pesquisas decorrentes da aplicagdo da relaxagdo Lagrangeana/
surrogate descrita em Narciso & Lorena (1999) como uma alternativa de estabilizagdo do
processo de geragdo de colunas, visando obter solugdes duais de melhor qualidade,
acelerando a resoluc¢do do problema original.
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O trabalho esta organizado da seguinte forma. Na Secdo 2 descrevemos de forma abreviada o
processo de geracdo de colunas, a decomposicdo de Dantzig-Wolfe e a relaxagdo
Lagrangeana, aplicados a um problema de programacgdo linear inteira. Na Secdo 3
descrevemos o uso combinado da relaxagdo Lagrangeana/surrogate e o método de geragdo
de colunas. Algumas possiveis aplicagdes sdo propostas na Se¢do 4 ¢ na Secdo 5 sdo
apresentadas algumas questdes em aberto sobre o assunto.

2. Geracao decolunas

Problemas de Programagao Inteira consideram a otimizagdo de uma fungo objetivo sujeita a
restricdes sobre as variaveis, sendo que algumas ou todas as varidveis devem assumir valores
inteiros. Em particular, pode-se considerar que a fung@o objetivo e as equagdes que formam
o conjunto de restrigdes do problema sejam lineares.

Para facilidade de exposi¢do, considere o seguinte problema de Programacio Inteira:
Zp = max cx
sujeito a: Ax=b (2.1)
xeZ"
sendo X o vetor N-dimensional das variaveis inteiras do problema.

O conjunto de restrigdes AX = b pode ser particionado de forma a obter dois conjuntos de
restricdes, onde um deles apresente alguma estrutura que possa ser explorada de forma
vantajosa. Assim, apos o particionamento, o problema pode ser reescrito como:

Zp) = mMax Cx
X

sujeito a: Ax=Db
Ax=p
xeZ

Definindo W=2Z"" {x: A'’x=D'}, o problema sera reformulado como:

Zp = max CxX
X

sujeito a: Ax=h 2.2)
xe W.

Supondo que o conjunto W ¢ finito, ou seja, o poliedro representado por {x: A'x=D0"} é
limitado, ¢ {X*:k € K} é o conjunto dos pontos extremos da envoltéria convexa de W,
conv(W), todo ponto X € W pode ser escrito como a seguinte combinagao linear convexa de
um numero finito de pontos extremos de W:

X= > o X, 20, Vke K e Y o =1. (2.3)
keK keK
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2.1 Relaxacéo Lagrangeana

Sendo A o vetor das variaveis duais associadas as restrigdes AX = b, a relaxac¢do Lagrangeana
de (2.2) esta dada por:

Zz (M) = max {cx+ M(b - AX)} (2.4)
X
sujeito a: xe W.

Considerando o conjunto de todos os pontos extremos de conv(W), e observando que otimizar
Zr (L) € equivalente a maximizar uma fungdo linear sobre W, entdo existe um ponto extremo
de conv(W) que corresponde ao valor maximo. Assim, (2.4) pode ser reescrito como:

Za (1) = max {ox<+ A(b— AX)}

que ¢ uma fungdo convexa linear por partes em A.

O melhor valor de limitante superior para zg(A) ¢ obtido resolvendo o problema dual
Lagrangeano:

Zp = m}?n max {oxX+ (b — A},

que pode ser reescrito como:

Zp = mxin{Xb+ nklakx(c— A)YXKY,

ou como o seguinte problema de Programacgao Linear:
Zp. = min Ab+ u
Ap
sujeitoa:  u>oxX - AAX, Yk e K. (2.5)

Em problemas com um grande niimero de variaveis (colunas), onde o conjunto K dos indices
dos pontos extremos de conv(W) ndo é conhecido a priori, Kelley (1960) propde utilizar as
solugdes duais Otimas i, e [y de (2.5), obtidas numa dada iteragdo | para algum K cK,
no seguinte subproblema:

ng(i): max cX— A AX
X
sujeito a: XxeW, (2.6)

obtendo a solugdo 6tima X<, A diferenga 253(5\.)— [l é chamada custo reduzido, ¢ quando
233(5\.) < fi, entdo o conjunto K' contém uma base 6tima para o problema original, caso
contrario, a restrigdo (ou corte) X< AAXK ¢ incorporada como uma nova linha ao
problema (2.5), faz-se K'™'=K' U { K } e o problema ¢ novamente resolvido. Como
proposta para acelerar a resolugdo do problema original, qualquer coluna xP satisfazendo
fl<cxP— A AXP pode ser incluida ao conjunto K.

Este método ¢ equivalente ao processo de geragdo colunas que sera apresentado a seguir, e

resulta do fato que o dual do problema (2.5) equivale ao Problema Mestre obtido da
relaxa¢do de Programacdo Linear da decomposi¢do de Dantzig-Wolfe do problema original.
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2.2 A Decomposicdo de Dantzig-Wolfe

Uma outra proposta para resolver (2.1) de forma 6tima consiste em utilizar a representagio
das solugdes como combinagdo linear dos pontos extremos do espaco de otimizacdo
diretamente na formulacdo do problema. Nesse sentido, substituindo a expressdo (2.3) na
formulagao (2.2) tem-se a seguinte decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe:

Zow= max C(Zakxkj

akeK KeK

sujeito a: A( Z(xkxkj =b

keK

Z(kak eW
keK

Tomando a relaxagdo de Programagdo Linear do problema acima, ou seja, permitindo que
x e conv(W), tem-se o seguinte problema mestre:

Zom = max C[Zakxk]

ay:keK KeK
sujeito a: A( Doy XkJ =b 2.7
keK
Z(Xk =1
keK
oy = 0, vk e K.

Numa dada iteragio | do método de geragdo de colunas, seja K' — K um subconjunto dos
pontos extremos de conv(W), definindo o seguinte problema mestre restrito:

Zoyr = max c( Zakx")

oy :keK! KeK!
sujeito a: A[ Zakxk] =b (2.8)
keK!
Zak =1
kek!
x>0, VkeK.

Sendo X e [l as solugdes duais o0timas de (2.8), novas colunas podem ser calculadas como
solugdes do subproblema (2.6). As colunas X° que satisfizerem:

o — AAP—[1=0

(custos reduzidos positivos) s@o incluidas em (2.8) e o problema mestre restrito ¢é
novamente resolvido, até que ndo seja mais possivel obter colunas que melhorem o valor
otimo de (2.7).
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O seguinte algoritmo geral pode ser adaptado para resolver problemas através do método de
geragdo de colunas:

Passo 0: Determine um conjunto inicial K” de colunas para o problema mestre. Faga | = 0;
Passo 1: Resolva a relaxagdo de Programagdo Linear do problema mestre restrito;

Passo 2: Utilize os valores duais Otimos obtidos no passo anterior e resolva um
subproblema para obter novas colunas x* em W;

Passo 3:  Adicione as colunas x¥ com custos reduzidos positivos a formulagio do problema
mestre restrito. Se ndo houver tais colunas, entdo PARE — solugdo 6tima.

Passo 4: Caso contrario, faga K' < K U { K }, 1«1+ 1evaparaopasso 1;

3. A Relaxacéo L agrangeana/surrogate e a geracdo de colunas
3.1 A relaxagdo L agrangeana/surrogate

A relaxag@o Lagrangeana/surrogate combina de forma eficiente as relaxagdes Lagrangeana
e surrogate de um determinado problema. A relaxacdo Lagrangeana é usada apés a
aplicacdo de uma relaxagdo do tipo surrogate em um conjunto de restrigdes pré-escolhido,
onde as restrigdes sdo substituidas por apenas uma, modificada por um multiplicador
multidimensional. Em seguida toma-se a relaxacdo Lagrangeana da restricdo surrogate
obtida. Isto induz a um dual local Lagrangeano na variavel unidimensional, e esta
otimiza¢do local tende a corrigir a norma do vetor de subgradientes, evitando fortes
oscilagdes em métodos de otimizagdo do dual Lagrangeano que usam subgradientes como
direcdo de busca.

A relaxagdo Lagrangeana/surrogate foi aplicada com sucesso em diversos problemas de
natureza combinatoria (Lorena & Pereira (2002), Lorena & Senne (2002), Lorena et al.
(2001), Narciso & Lorena (1999), Pereira & Lorena (2001), Senne & Lorena (2000)).
A otimizagdo local (dual Lagrangeano local) ndo necessita ser exata e uma busca
unidimensional do tipo dicotdmica ¢ empregada. Esta otimizacdo também ndo se mostrou
necessaria em todos os passos de métodos subgradientes, bastando encontrar o valor do
multiplicador por algumas iteragdes iniciais.

Sendo A o multiplicador surrogate associado as restrigdes AX = b, e t > 0 o multiplicador
Lagrangeano associado a restri¢do surrogate AAx = Ab, a relaxacdo Lagrangeana/surrogate
de (2.2) esta dada por:

Z (M) = max {cx + ti(b— AX)} 3.1
sujeito a: xe W.

E imediato que parat = 1, zz (L), é a relaxagdo Lagrangeana usual (2.4). O multiplicador t ¢
conhecido como multiplicador Lagrangeano/surrogate, e seu melhor valor t ¢é obtido
fixando-se A e resolvendo-se por busca dicotomica o dual local:

min Za (V) (3.2)
t>
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3.2 Novoslimitantes para geracéo de colunas

O processo de geragdo de colunas ¢ geralmente instavel (du Merle et al. (1999)). As colunas
selecionadas podem melhorar marginalmente o valor da func¢io objetivo do problema mestre,
ou mesmo este valor pode ficar inalterado durante muitas iteragdes. Neste caso ndo se sabe
se o processo esta convergindo ou simplesmente estd parado em algum ponto. O uso de
limitantes superiores pode dar uma indicagdo de convergéncia do método de geragdo de
colunas. Nesta sessdo vamos apresentar o limite Lagrangeano/surrogate derivado
diretamente do processo de geracdo de colunas, usando a variavel dual multidimensional
obtida na solu¢do 6tima do problema mestre restrito. Vamos mostrar também que o limite
Lagrangeano e um limite conhecido como Limite de Farley (1990) sdo derivados diretamente
do limite Lagrangeano/surrogate.

Vamos verificar o que ocorre quando um multiplicador Lagrangeano/surrogate ¢ usado no
custo reduzido. Tem-se:

CR, = max {cx— tAAX! — 4,
XeW

ou equivalentemente:
CR> {cX—tAAX} —u, VX e W, e {cX—tAAX} SCR + 1, VX e W,

o que indica que (tA, CR + ) ¢ uma solugdo viavel para o problema (2.5). Portanto, como
(2.8) e (2.5) sdo problemas primal e dual, tem-se

ZPMRST}\,b‘f‘ CR["‘ M, (33)
o que indica que tAb + CR + g é um limite superior ao valor do problema mestre restrito.

Reescrevendo tAb + CR, + 4, tem-se max {ex + t(b — AX)}, que é a relaxagdo Lagrangeana/
Xe

surrogate para os multiplicadores A e t.

Os seguintes casos particulares podem ocorrer:
e parat=1:
Tem-se Zpyr < Ab+ CR; + = max {cX+Mb—AX)}, que ¢é o limite Lagrangeano
XeW
tradicional (2.4);

e parat=t", solucdo de (3.2):
Tem-se Zpr <t AD+ CRx + = max {cx+tA(b—AX)}, que é o melhor limite
Xe

Lagrangeano/surrogate (3.1); e

e parat tal que max {exX = tpAAX} = 0:

Tem-se Zp\r < tyAb, que é conhecido como limite de Farley para o caso particular em
que c=0 e x20.
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E  imediato  que max {ex + t¥h(b — AX)} < max {fex+ AMb-Ax)}, e que
Xe Xe

max {cx + t*A(b — AX)} < toAb, pois 1 =ty =t (em geral). Portanto o melhor limite

Xe

Lagrangeano/surrogate supera os limitantes Lagrangeano e o de Farley (quando este existe).

O limite Lagrangeano/surrogate foi usado nas aplica¢des de p-medianas (Senne & Lorena
(2001) e Lorena & Senne (2002)) para acelerar o processo de parada do algoritmo de geragdo
de colunas, apresentado na se¢@o 2.2. O Passo 3 do algoritmo foi substituido por:

Passo 3a: Adicione as colunas X com custos reduzidos positivos a formulagdo do problema
mestre restrito. Se ndo houver tais colunas ou se [ max {cx + t A(b— AX)} — Zpyr] < 1,
XeW

entdo PARE — solugdo 6tima.
A Figura 1 mostra um comportamento tipico dos limites Lagrangeano e Lagrangeano/

surrogate quando combinados com o processo de geragdo de colunas, para um problema de
p-medianas com 900 vértices e 300 medianas (Senne & Lorena (2001)).

# Lagrangeana M Lagrangeana/surrogate

Figura 1 — Comportamento tipico dos limitantes Lagrangeano e Lagrangeano/surrogate.

3.3 Gerando novas colunas

O subproblema gerador de colunas (2.6) pode ser modificado pelo multiplicador
Lagrangeano/surrogate calculado em (3.2), obtendo-se o novo subproblema

Zp(\) = max {ex — tAAXS. (3.4)
Xe
Para t # 1, os problemas (2.6) e (3.4) podem produzir colunas diferentes. Se as colunas x°

obtidas em (3.4) satisfizerem cx” — AAX" — 1> 0, estas poderdo entrar como novas colunas no
problema mestre restrito.
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Senne & Lorena (2001) formularam o problema das p-medianas como um problema de
particionamento de conjuntos. Na aplica¢io da técnica de geracdo de colunas, a relaxagéo
Lagrangeana/surrogate demonstrou ser uma excelente alternativa para estabilizacdo do
método, fornecendo colunas mais produtivas que o método tradicional de geracdo de
colunas, acelerando a solugéo do problema.

A Tabela 1 mostra um experimento realizado em uma instancia do problema de p-medianas
com 200 vértices ¢ 5 medianas (Senne & Lorena (2001)). Foi imposto um nimero maximo
de colunas através de uma medida limite para o custo reduzido das colunas presentes no
problema mestre restrito. Os nimeros entre paréntesis representam o método tradicional de
geracgdo de colunas enquanto que os outros resultados referem-se ao uso das colunas obtidas
em (3.4) para t=t, solugdo de (3.2).

A Figura 2 ilustra os resultados da Tabela 1. Observe que mesmo quando um limite pequeno
de colunas ¢ admitido ao problema mestre restrito essas colunas sdo produtivas quando
calculadas pela expressdo (3.4). O método tradicional de geracdo de colunas permaneceu
sem melhora de limites por muitas iteragdes.

As tabelas 3 e 4 mostram testes computacionais (extraidos de Lorena & Senne (2002)),
onde sdo consideradas instancias de larga escala com uma aplicagdo ao problema capacitado
de p-medianas. Foi considerada a instancia Pcb3038, obtida da TSPLIB (Reinelt (1994)), e
modificada para contemplar as capacidades nos nos da rede. Estas capacidades foram entdo
geradas, como:

C{M}

px0,8

¢ o nimero maximo de colunas admissiveis no problema mestre foi fixado em 20000.
Estas instancias estdo disponiveis em http://www.lac.inpe.br/~lorena/instancias.html.
Como pode-se observar diretamente nas tabelas, a combinag@o da relaxacdo Lagrangeana/
surrogate com o processo de geracdo de colunas foi capaz de obter resultados
computacionais de qualidade na metade do tempo usado pelo processo tradicional de geragéo
de colunas.

Tabela 1 — Numero de colunas geradas e usadas.

iter actes colunas colunas rimal dual tempo
G0 geradas usadas gapp gap ©)

403 18493 7543 - - 619,63

(487) (47634) (7364) ) &) (971,59)
414 20395 6627 - - 613,79

(1000) (167247) (3270) (0.631) (4.635) (1370,99)
400 23521 3886 -0.276 2.010 532,27

(1000) (186267) (421) (11.171) (65.181) (905,67)
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|#GC(1) mGC() |

8800
8600 -

8400
8200 -
8000 -

7800 A
7600

0 100 200 300 400 500 600

0 200 400 600 800 1000 1200

8800
8600 -
8400 -
8200 -
8000 -
7800 -

7600 T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 2 — GC(1) = Geragdo de colunas tradicional, GC(t) = usando colunas de (3.4)
(ver tabela 1).
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Tabela 2 — Resultados computacionais de GC(t) nas instancias Pcb3038.

. ~ colunas melhor melhor tempo
P Iteracoes geradas valor primal valor dual (9
1000 33 87438 83012,98 83231,58 20210,25
900 36 92578 90131,62 90239,65 25306,54
800 38 98445 98483,26 98530,99 33844,27
700 42 106365 108657,04 108685,59 46705,53
600 48 116623 122020,69 122020,66 59593,02
Tabela 3 - Resultados computacionais de GC(1) nas instdncias Pcb3038.
. ~ colunas melhor melhor tempo
P Iteracoes geradas valor primal valor dual (9
1000 83 234140 82876,12 83063,37 38888,77
900 85 243657 89950,80 90009,72 45456,65
800 96 266708 98309,25 98378,65 64686,50
700 103 283213 108658,92 108684,88 90724,47
600 111 311157 121960,16 121980,34 123581,41

4. Algumas aplicactes

A relaxagdo Lagrangeana/surrogate foi aplicada a diversos problemas de Otimizagdo
Combinatoria. O método tradicional de subgradientes foi usado na otimizagdo do dual. Nesta
secdo descrevemos algumas possiveis aplicagdes do uso combinado de geragdo de colunas e
a relaxacdo Lagrangeana/surrogate. Algumas dessas aplicacdes ja estdo sendo desenvolvidas
no LAC/INPE.

Somente o problema gerador de colunas correspondente a (3.4) sera formulado e examinado
para cada aplica¢do. Uma formulagdo completa dos problemas pode ser consultada em outros
trabalhos (Cordeau et al. (2000), du Merle et al. (1999), Galvao (1981), Lorena & Senne
(2002), Minoux (1987), Neame (1999), Savelsbergh (1997), Senne & Lorena (2001), Swain
(1974), Valério de Carvalho (1996), Vance et al. (1994), Wolsey (1998)). Em todas as
formulagdes que seguem, as variaveis duais A sdo obtidas da solugdo do correspondente
problema mestre restrito, ¢ o respectivo multiplicador Lagrangeano/surrogate t é obtido
resolvendo-se o problema (3.2).

4.1 Problema das p-medianas

O problema de p-medianas consiste em decidir onde localizar p centros em uma rede
composta por vértices e arestas, de forma a minimizar a soma de todas as distancias de cada
vértice ao centro mais proximo. Em alguns casos, quando uma demanda estiver associada a
cada vértice, pode haver restri¢des na capacidade de atendimento dos centros (problema de
p-medianas com restrigdes de capacidade) (Lorena & Senne (2002), Senne & Lorena (2001)).
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Para o problema das p-medianas, a decomposi¢@o de Dantzig-Wolfe resulta no caso especial
de conjunto ilimitado de pontos extremos, onde as restrigdes de convexidade ndo estarfo
presentes na formulagdo do problema mestre restrito. Entretanto, para problemas de
clustering como este, aparecera uma restrigdo adicional no problema mestre restrito. Esta
restri¢do € do tipo

3oy = p. @.1

keK'
Esta restrigdo impde que o nimero de medianas (clusters) deve ser respeitado.

Neste caso o subproblema gerador de colunas sera dado por:

Ze(L) = min{ min 3 (d; -1, Jy; } , (4.2)

ieN | y;e{0,1} jeN

onde [dj]nxn ¢ uma matriz simétrica que representa os custos (distancias) entre os pontos i ¢ j.
Observe que d;j=0, Vie N={1, ..., n}. O subproblema (4.2) é resolvido por inspecdo,
verificando-se o sinal dos coeficientes (djj —tA;) dey;.

Para o caso capacitado, o subproblema gerador de colunas sera:

— . jeN
Zep(M N sujeitoa D o;y; <Q sy € {0,1} ’ (4.3)

jeN

onde Q; ¢ a capacidade do né i e ¢ ¢ a demanda do no j. Este problema ¢ o conhecido
Problema da Mochila, da classe NP-hard, mas bem resolvido para instincias grandes por
algoritmos tipo branch-and-bound.

Seja y a variavel dual do problema mestre restrito correspondente a restricdo (4.1). Se as

colunas {%} obtidas em (4.2) e (4.3) satisfizerem Z(dij —ﬂ'j)yj < |y|, estas poderdo
jeN
entrar como novas colunas no problema mestre restrito.

A solugao dos problemas (4.2) e (4.3) pode ser sensivelmente alterada por diferentes valores
de t. Em Lorena & Senne (2002) e Senne & Lorena (2001) verificou-se, em testes
computacionais, que quando t~ (melhor multiplicador Lagrangeano/surrogate) ¢ usado em
(4.2) e (4.3), seus valores ficaram restritos ao intervalo (0,1] (tendendo a 1 quando o
processo converge) e uma analise simples com estes valores nas expressoes (4.2) e (4.3)
mostrou que colunas de menor custo sdo selecionadas no problema mestre restrito como
conseqiiéncia de um menor numero de centros alocados aos clusters. Ainda estamos
verificando se este comportamento € repetido em outros problemas.

4.2 Problema generalizado de atribuicdo

O problema generalizado de atribuigdo consiste em encontrar a maneira mais vantajosa de
distribuir n tarefas a m maquinas de modo que cada tarefa seja atribuida a uma tUnica
maquina que possui capacidade limitada.
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Tal como o problema de p-medianas este também € um problema de clustering e as
restri¢des adicionais ao problema mestre restrito serdo da forma:

>aj <. (4.4)

keK!

Apbs a resolucdo do respectivo problema mestre restrito, a busca por novas colunas pode ser

realizada resolvendo os seguintes subproblemas da mochila (para i = 1, ..., m) (Savelsbergh
(1997)):
2o (A)i= max Y (py —t4; )y} (4.5)
j=1
n .
sujeito a: D Wy <c
i=1

yie (0.1}, je{l,2,..n,

onde:

— Wj; € um numero positivo inteiro que representa o tempo que a maquina i leva para
fazer o trabalho j, quando i esta alocada para j;

— G ¢ um inteiro positivo que representa o tempo total disponivel da maquina i;

— P € um inteiro positivo que representa o lucro produzido quando a maquina i esta
alocada para j.

Seja v; o custo dual 6timo associado a restri¢do (4.4) correspondente ao agente i no problema

n . L
mestre restrito. Se para algum i, Z(pij -4 )y'J -V, >0, entdo a coluna {L} pode ser
=1 8

adicionada ao problema mestre restrito.

As solugdes dos problemas (4.5) podem ser sensivelmente alteradas por diferentes valores
de t. E imediato que valores de t restritos ao intervalo (0,1] favorecem a escolha de colunas
de maior retorno.

4.3 Problema de roteamento de veiculos com janelas de tempo

Sejam V o conjunto de veiculos (idénticos) e C= {1, ..., n} o conjunto de clientes a serem
atendidos, interligados a um depoésito por um grafo direcionado (Cook & Rich (1999),
Cordeau et al. (2000), Desrochers et al. (1992), Homberger (2001), Kallehauge et al.
(2000)). Usando os multiplicadores duais A;, i € C, os coeficientes que serdo utilizados na
fungéo objetivo de cada subproblema k € V serdo dados por:

éij :Cij_t}‘i’ V|,] S C,i?fj,

O subproblema k € V sera o seguinte problema de caminho minimo com restri¢des de tempo
e capacidade (Cordeau et al. (2000)):
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Zg:(l)t = min z z ZC,J yijk

keVieN jeN

sujeito a: Zdi z Yik <4, vk e V (4.6)
ieC jeN
> Yoik =1, vkeV A7)
jeN
D Vik— 2, Ynk =0, vVheC,VkeV 4.8)
ieN jeN
D Vinak =1, vkeV (4.9)
ieN

Sik +tij - M(l—y”k) < Sjk) Vi e N, VJ (S N, vk e V (410)
a<sc<h, VieN,vkeV @.11)
Yik € {0, 1}, VieN,VjeN,VkeV (4.12)

Nas restri¢gdes (4.6) impde-se que a demanda total dos clientes atendidos por cada veiculo
ndo deve exceder sua capacidade. Os trés conjuntos de restricdes a seguir sdo restrigdes de
fluxo: as restri¢des (4.7) impdem que cada veiculo deve deixar o depdsito uma unica vez;
(4.8) especificam que cada cliente visitado ¢ deixado e (4.9) garantem que todos os veiculos
devem retornar ao depdsito apenas uma vez. As restricdes de precedéncia (4.10)
determinam que um veiculo, partindo do cliente i, ndo deve chegar ao cliente | antes do
instante Sy +tj, onde M ¢é um valor arbitrariamente grande. As restri¢des (4.11) garantem
que o inicio de atendimento de cada cliente seja executado dentro do intervalo especificado
pela sua janela de tempo. A natureza bindria das varidveis Y € dada pelo conjunto de
restri¢des (4.12).

O vetor de multiplicadores duais A = (A4, ..., M) reflete o custo de atendimento de cada
cliente i € C. Por definigdo, A; é irrestrito em sinal e t>0. Os custos dos arcos para o
subproblema sdo calculados como em (4.6). Se predominantemente tA; > Gj, o subproblema
tendera a produzir rotas mais longas. Caso o predominio seja de tA; <, entdo havera
preferéncia por rotas mais curtas. Kohl (1995) observa que a dificuldade de resolugdo do
subproblema ¢ diretamente proporcional a norma dos multiplicadores envolvidos.

Para valores de t proximos de 0, a norma do vetor A ¢ sempre modificada de forma que rotas
mais curtas sejam produzidas em maiores quantidades (mais colunas sdo geradas). A medida
que t tende para 1, os valores de A;, i € C, contribuem mais efetivamente para a determinago
do comprimento das melhores rotas.

4.4 Problema simétrico do caixeiro viajante

Considere um Problema do Caixeiro Viajante definido em um grafo G=(V,E),
V={1, .., n}, e seja a variavel binaria Yy;; igual a I se a aresta (i, j) € E ¢ usada no caminho
6timo do caixeiro. Define-se ainda a matriz de custos (ou distancias) C = [C; |, onde G = Cj;

para todo i, ] € V, que esta associada a E (Reinelt (1994)).
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O subproblema sera o seguinte (Wolsey (1998)):

Zep (M), :mjn DG Yi —t-zﬂk(z Yik + Zykjj , (4.13)

i<j kev i<k >k

onde y é uma solugdo viavel para o problema de 1-arvore geradora de peso minimo, que
pode ser obtida tomando a arvore geradora de menor custo possuindo o conjunto de vértices
W\{1} e duas arestas distintas de minimo custo que ligam esta arvore ao vértice 1.

A matriz de custos de (4.13) € C; —tA, que representa os custos modificados das arestas do

grafo original. E imediato que um valor de t # 1 pode modificar a solugio do problema de
l-arvore geradora de peso minimo. Em particular, se os valores de t* ficarem restritos ao
intervalo (0,1], colunas de menor custo seriam selecionadas no problema mestre restrito
como conseqiiéncia de uma redugdo no custo das 1-arvores que tendem a tours do caixeiro
em sua seqiiéncia de solugdes.

45 Problemabinariodecortes

O problema binario de cortes consiste em determinar o nimero minimo de rolos de
comprimento L necessarios para atender uma demanda de rolos de comprimentos menores &,
i=1,..,n(Vance (1993), Vance et al. (1994)).

Neste caso, as colunas do problema mestre restrito representam padrdes de corte factiveis
para uma peca de comprimento L. Assim, os novos padrdes (colunas) sdo gerados resolvendo
o seguinte subproblema da mochila 0-1:

max > 4y, (4.14)
=
n
sujeito a: day <L (4.15)
=
yi € {0,1} (4.16)

onde Y, = 1 se o item i esta presente na nova coluna, ou Yy, = 0, caso contrario.

Sabe-se que o limite Lagrangeano/surrogate deve ser um bom limite dual para este
problema. Seja Yy, uma solugdo viavel para o problema (4.14)-(4.16). A consideragdo do
melhor valor do multiplicador Lagrangeano/surrogate pode favorecer a determinacao de tais
solugdes, produzindo colunas distintas da abordagem tradicional (t = 1). Se o custo reduzido,
dado por (1 — Ay,), for negativo, entdo a coluna respectiva ¢ candidata a entrar no problema
mestre restrito.

5. Questdesem aberto

A complementagdo da teoria existente podera ser feita através da formalizac¢do de resultados
provenientes da resposta de algumas questdes, como por exemplo:

a) Limitantes: Sabe-se que a relaxacdo Lagrangeana/surrogate fornece limitantes de
melhor qualidade que a relaxagdo Lagrangeana usual (Narciso & Lorena (1999)).
Pretende-se estabelecer relagdes entre os limitantes obtidos com estas relaxagdes e
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outros obtidos para esta classe de problemas, como por exemplo o de Farley (1990),
especifico para implementa¢des com geracdo de colunas;

b) Métodos de estabilizagido: Avaliar a influéncia da relaxagdo Lagrangeana/surrogate e
estabelecer relagdes com outros métodos de estabilizagdo da técnica de geragdo de
colunas (métodos de subgradientes, bundle, Boxstep, Analytic Centre Cutting Plane).
Verificar se tais métodos podem se beneficiar ao serem combinados com a relaxagdo
Lagrangeana/surrogate;

¢) Complexidade do subproblema de geragdo de colunas: A relaxagdo Lagrangeana/
surrogate, quando aplicada a problemas com restrigdes adicionais de capacidades
(mochilas) sofreu adaptacdes para permitir o calculo do multiplicador Lagrangeano/
surrogate (abreviagdo no processo de busca de t). Serdo conduzidos estudos para
avaliar como essa busca seria afetada no caso combinado com a geracdo de colunas;

d) Resolucdo do subproblema: Sabe-se que o subproblema gerador de colunas ndo
precisa ser resolvido na otimalidade para gerar novas colunas para o problema mestre
restrito. Pretende-se explorar a influéncia do multiplicador Lagrangeana/surrogate no
processo de geracdo de colunas, considerando-o na elaboragdo de novas heuristicas
para o subproblema gerador de colunas;

e) Gerenciamento do numero de colunas: Estudar o gerenciamento do numero de
colunas a serem consideradas no problema mestre restrito. Avaliar o compromisso
quantidade x qualidade das colunas obtidas dos subproblemas (em Senne & Lorena
(2001), a relaxag@o Lagrangeana/surrogate permitiu resolver problema de p-medianas
com menos colunas);

f) Relaxacfdo Lagrangeana/surrogate e o branch-and-price: o Método Branch-and-Price
(Barnhart et al. (1998)) utiliza a técnica de gera¢do de colunas em cada né de uma
arvore de busca branch-and-bound para obtengdo de novas varidveis ndo basicas para
o problema. Serda explorada a possibilidade de adaptar a combinagdo relaxagdo
Lagrangeana/surrogate e geragdo de colunas ao branch-and-price e verificar se ha
vantagens nessa adaptagao.

6. Conclusdes

Neste trabalho destacamos o uso da relaxagdo Lagrangeana/surrogate como um processo de
estabilizagdo do método de geracdo de colunas. Alguma experiéncia computacional foi
reproduzida para o problema das p-medianas e outros problemas foram sugeridos para teste
do algoritmo de estabilizacao.

A combinagdo da relaxacdo Lagrangeana/surrogate com o método de geracdo de colunas ¢é
feita através da teoria de decomposicdo de Dantig-Wolfe e o método de Kelley. Na
identificagdo do limite Lagrangeano/surrogate ¢ usado o multiplicador dual que surge na
resolugdo do problema mestre restrito. A exploragdo desses limites ainda estd em aberto.
Assim como estdo abertas varias questdes colocadas no trabalho referentes ao uso eficiente
do multiplicador Lagrangeano/surrogate no processo de geracdo de colunas.

As aplicacdes sugeridas sdo exemplos que estdo sendo estudados no LAC/INPE, mas varias
outras aplica¢des podem ser testadas, incluindo problemas de scheduling e novos problemas
de clustering.
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