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RESUMO

A partir das conclusdes piagetianas sobre o desenvolvimento dos
conceitos de fragdes idénticas — uma aquisicdc do estdglo das ope-
ragdes concretas — e de proporcionalidade — que s0 se completa
na fase das operagdes formais, o presenie estudo analisou: a) a evo-
lugdo ndo sd da conceituacio de fraghes idénticas, mas também a
natureza dos processos envolvidos na construgdo dos conceitos de
fragdes equivalentes e de fragdes de fragdes, quando da medicdo ou
avaliagdo de dreas de figuras geométricas; b) o relacionamento entre
as evolugdes desses conceitos e a formacgédo do conceito de propor-
cionalidade na quantificagio de probabilidades. Paralelamente, o de-
senvolvimento cognitivo, caracterizado em dire¢do dos conceitos de
fragbes, foi relacionado 3 habilidade de efetuar célculos com fragdes,
ensinados formalmente nas escolas.

Foram realizadas entrevistas clinicas de 48 alunos do pré-escolar
ao 2° grau, entre 5 a 18 anos, em sua maioria filhos de operdrios, se-
lecionados de 72, por seu nivel de desenvolvimento na tarefa de Pro-
babilidade de Piaget e Inhelder (i951). Nestas entrevistas, também
foram utilizadas mais duas provas para investigar ¢ desenvolvimento
cognitivo: a de Subdivisdo de Area de Piaget, Inhelder e Szeminska
(1960} e outra especialmente elaborada para a efetivac@o do presente
estudo — Tarefa de Fracdo. A habilidade de calcular com fragées foi
pesquisada através da Tarefa de Computagdo de Fragbes, construida
para este fim.

Os resultados da presente investigagéc sugerem que: a) hd uma
evelugdo sincrénica entre as conceituagbes de fragbes idénticas, fra-
¢oes equivalentes e fragbes de fracbes, até que se completam na fase
das operagbes concretas; b) as relagbes parte-todo e parte-parte, in-
dicadas por Piaget, entram no desenvolvimento do conceito de fracdes
e também no de proporcionalidade; ¢) hd um atraso no desenvolvimen-
to cognitivo dos sujeitos desta pesquisa em retagdo aos de Genebra;
d) a maioria daqueles, que tinham possibilidade cognitiva de entender
as operacbes com fragbes, ndo conseguiu resolver célculos com essas
operagdes.
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O presente estudo partiu de conclusdes piagetianas sobre a géne-
se dos conceito de fragéo (principalmente em Piaget, Inhelder e Sze-
minska, 1960 e Piaget Szeminska, 1971) e de proporcionalidade (prin-
cipalmente em Inhelder e Piaget, 1976 e Piaget e Inhelder, 1951),
resumidas a seguir:

a) a conceltuagio de fracdo na quantificacdo ou medicéo de areas
é uma aquisi¢io do estagio das operagbes concretas, enquanto que a
de proporcionalidade, em véarios contextos, é das formais. Consequen-
temente, no processa de estruturacdo deste segunde conceito, sd@o
exigidas operagbes mentais de nivel superior, onde sdo estabelecidas
relagdes sobre relagdes, ou operagbes de 2.° poténcia;

b) a formacdo do conceito de fracdo depende de duas relagdes
fundamentais: a relagdo parte-todo — infralégica e intensiva — & a
relacdo parte-parte — extensiva e aritmética. Estas relagdes, também,
emiram na construgio. dos primérdios da conceituacdo de proporciona-
lidade (a quantificag&o intensiva significa a compreensao de que o todo
é maior ou igual & soma de suas partes e a extensiva, ¢ reconheci-
mento de que uma parte pode ser tomada como unidade padrdo pas-
sivel de repeticéo, sendo por isto, numericamente guantificavel); .

¢) para que o conceito de fragdo exista psicologicamente, ou
seja, quando é entendido pelas pessoas, necessariamente ocorre uma
articulagéic entre as seguintes caracteristicas:

1* a existéncia de um todo que necessariamente deve ser divi-

dido em partes;

2* a exigéncia de determinacdo do nimero destas partes;

3* a divisdo exaustiva deste todo;

4* o estabelecimento de relagdo entre o nimero de partes do

todo (por exemplo, para se obter duas metades em retangulo
basta um corte e irés tercos, portanto, uma relagio de n-1,
sendo n o nimero de partes que se quer obter);

52 as partes devem ser iguals entre si;

6. a necessidade de considerar a fragdo ao mesmo tempo como

parte de um todo & como um todo em si mesma;

72 o reconhecimento de que a soma das fragdes & igual ao in-

teiro original; '

d} na evolugdo do conceito de fracdo a nocio de metade é com-
preendida com maior facilidade do que a de quartos, sendo esta mais
facil de ser entendida do que a de tergos e esta, por sua vez, mais fécil
do que as nogdes de quintos e sextos,

Diante destas conclusdes e da observagic de que na técnica usa-
da por Piaget, Inhelder e Szeminska (1960), os sujeitos nio sao solici-
tados a comparar fragdes desiguais e equivalentes, mas apenas fra-
¢Oes idénticas, surgiram dois problemas:

a) os processos mentais, necessirios & construgio do concelto
de fragdes equivalentes no contexto de medi¢do de &rea, sfo iguais
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aos do conceito de fragbes idénticas neste mesmo contexto? Ou, na
quantificagdo de dreas em termos de fraces equivalentes sdo exigi-
das operacgtes de segunda poténcia, das quais depende a conceituacio
de proporcionalidade? Sabe-se que, sob o ponto de vista matemético,
uma propor¢do consiste em uma relacdo de equivaléncia entre fragdes
que representam o mesmo nimero fracionario. Mas, por outro lado,
tal nimero fraciondrio pode ser associado a contexips diferentes, como
por exemplo, a partilha de um objeto e as medidas de duas grande-
Zzas, como espago e tempo-20km/th.

b) quais os mecanismos mentais exigidos para o entendimento
do fracionamento de fragbes, quando da divisdo sucessiva de fragoes
em fragdes menores? :

Foi a partir da identificag8o destes dois problemas que foram de-
limitados os dois objetivos centrais deste estudo:

1 — analisar a formacgdo evolutiva ndo sd dos conceitos de fra-
« ¢hes idénticas, mas também a natureza dos processos cog-
nitivos envolvidos na construgcido dos conceitos de fragdes
equivalentes e de fragdes de fragdses, quando da medigéo ou
avaliaco de partes de todos continuos (areas). Tal andlise

foi efetivada através da:

a) caracterizacdo dos niveis de desenvolvimento encontrados
em direcéio destas conceituages, apds Interpreta¢do dos desempenhos
dos sujeitos, quanto aos processos e cperacies mentais que utilizam
para resolver as questbes de uma tarefa, especificamente elaborada
para este fim — Tarefa de Fragdo;

b) comparagio dos niveis de desenvolvimento dos sujeitos na
Tarefa de Fragdo, com os seus desempenhos na Tarefa de Subdiviséo
de Area (Piaget, Inhelder e Szeminska, 1960). Tal comparagéo permitiu
a andlise das diferengas de procedimento dos mesmos sujeitos, quan-
do da quantificag8o de areas de figuras geométricas em iermos de
fragbes idénticas, em tarefas que apresentam diferengas metodol6gi-
cas. E, além disso, foi também efetuada com o objetivo de verificar a
consisténcia dos niveis da Tarefa de Fragdo, em relacio a uma tarefa
plagetiana que havia sido testada por outros pesquisadores na iden-
tificacio de niveis de desenvolvimento cognitivo (como Campo, 1975
e Fischer, 1956);

2 — relacionar o processo de construgio dos conceitos de fra-
¢oes idénticas, de fragies equivalentes, de fragies de fra-
‘gbes na quantificagdo de dreas, com o da proporcionalidade
na quantificagdo de probabilidades.

Tal relacionamento foi estudado através da comparacédo dos de-
sempenhos dos sujeitos na Tarefa de Probabilidade (Piaget e Inhelder,
1951) — utilizada para investigar a conceituacéo da proporcionalidade
— com o0s obtidos nas duas outras tarefas acima mencionadas. O es-
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tabelecimento de comparagbes entre os niveis de desenvolvimento dos
mesmos sujeltos nas trés tarefas, propiciou, também, andlise da wvali-
dade entre os critérios utilizados para identificar tais niveis, enquanto
indicadores do desenvolvimento cognitivo.

E, porque tinha-se em mente relacionar o desenvolvimento cogni-
tivo a aprendizagem adquirida através da instrugéc formal, foi incluido
mais um objetivo:

3 — comparar os niveis de desenvolvimento em dire¢do da quan-
tificacAo de areas em termos de fragbes, investigados atra-
vés da Tarefa de Fragdo, com a habilidade de efetuar célcu-
los- com fracdes, testada por uma outra tarefa feita para este
fim — Tarefa de Computagio de Fracdes.

METODO

1. Sujeitos

Os sujeitos desta pesquisa constituiram-se de 48 alunos do pré-
escolar 0 2.° Grau, entre 5 a 18 anos, em sua maioria filhos de ope-
rarios de Paulista-Pe. Estes foram selecionados de 72, por seu nivel
de deseénvolvimento na Tarefa de Probabilidade de Piaget e Inhelder
{1951), a fim de se garantir sujeitos nos diversos niveis de desen-
volvimento: pré-operacional, das opera¢des concretas ¢ das operagdes
formais. '
2. Procedimento

Dois experimentadores, acompanhados de observadores, realizaram
entrevistas clinicas com os 48 sujeitos, em duas ou trés sessodes.
Nestas entrevistas, foram aplicadas as tarefas indicadas no esquema
colocado a seguir, no qual estio relacionadas aos objetivos da pre-
sente pesquisa.

90



Apds g aplicacdo das tarefas acima mencionadas, computou-se a
frequéncia de acerto/erro dos itens da Tarefa de Computacdo de Fra-
¢ches e trés juizes classificaram os sujeitos em niveis de desenvolvi-
mento cognitivo, diante da analise dos seus protocolos, nas demais
tarefas. Os critérios utilizados para a realizacdo de tal classificacao,
nas tarefas piagetianas, foram crganizados a partir dos resultados dos
estudos de Piaget, Inhelder e Szeminska (1960) e de Piaget e Inhelder
(1951).

Na Tarefa de Frac#io, os critérios que orientaram os julgamentos
dos juizes constituiram-se dos niveis de desenvolvimento, identifica-
dos a partir da imterpretagéio dos protocolos dos préprios sujeitos desta
pesquisa. Para caracterizar tais niveis procurou-se interpretar os pro-
cessos mentais subjacentes ao tipo de resposta ou argumento emitidos
pelo sujeito, tendo-se como suporte tedrico 0s pressupostos piagetia-
nos, relativos & capacidade cognitiva nos periodos pré-operacional, das
operagbes concretas e das operagdes formais.

Resultados, Conclusdes e Problemas Abertos

Antes de identificarem o nivel global de desenvolvimento dos su-
jeitos em toda Tarefa de Fragio, os trés juizes os classificaram em
relagdo a cada um dos trés tipos de itens desta tarefa: itens de Fra-
¢des ldénticas, de Fracgdes Equivalentes e de Fracdes de Fracoes. A
avaliagdo dos desenhos no item 12 — um dos itens de Fragdes Equi-
valentes foi separada dos demais da sua categoria, pois os sujeitos
demonstraram vma maior dificuldade para solucioné-lo [ver tabelas 2a,
2b e 2c¢).

As classificagdes cruzadas das Tabelas [ (a, be c) e ll (a, b e ¢)
mostram o© relacionamento entre os subniveis de desenvolvimento,
indicados pelos juizes {com a concordéncia, entre dois juizes, em 89%
dos casos) em cada dois tipos de item da tarefa e, nestes tipos de
item, com 0s obtidos na questdo 12, respectivamente. Cada célula
destas tabelas indica a frequéncia das classificagbes simuitdneas dos
sujeitos em relacdo a dois tipos de item. Na primeira Tabela la, por
exemplo, hé a indicagic de que 13 sujeitos foram classificados no
subnivel 1A, tanto nos itens de Fragtes ldénticas, como nos de Fragdes
Equivalentes (excetuando o 12).

Os dados apresentados na Tabela ) {a, b e ¢) indicam uma alta
incidéncia de casos de sujeitos classificados nos mesmos subniveis
de desenvolvimento (observem-se as principais diagonais das tabelas)
em cada dois dos trés tipos de item da tarefa (com excegéo do 12),
o que evidencia uma equivaléncia em grau de dificuldade nestes tipos
de item.
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Analisando a Tabela 1l (2, b e ¢} no entanto, verifica-se que o item
12 apresenta um maior grau de dificuldade em relagdo aos demais,
nos subniveis lIA e 1IB. Apesar da grande Incidéncia de casos de su-
jeitos nos mesmos subniveis em cada tipo de item, e no item 12,
quase a metade dos sujeitos nos subniveis IlA e 1IB, em cada um dos
tipos de itens da tarefa, foram também categorizados em subniveis
inferiores (IB e I1A) no item 12. Inversamente, mais da metade dos
classificados no WA no item 12, encontram-se também no -subnivel 1B,
nos trés tipos de ltem, Além disso, nenhum individuo situou-se acima
das diagonais das tabelas lla, 1Ib e llc.
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Os resultados anteriormente mencionados, sugerem que AS EVO-
LUGCOES DOS GONCEITOS DE FRAGOES IDENTICAS, DE FRAGOES
EQUIVALENTES E DE FRACOES DE FRAGOES PARECEM SER SINCRO-
NICAS, ATE QUE SE COMPLETAM NA FASE DAS OPERACOES CON-
CRETAS (NIVEL II), MAS COM UM CERTO DESNIVELAMENTQO EM
RELACAO A CONCEITUAGAO DE FRACOES EQUIVALENTES, QUANDO
TRATA-SE DE QUANTIFICAR AREAS DE TODOS, CUJOS NUMEROS
DAS SOMAS DE SUAS PARTES NAO SAOC MULTIPLOS ENTRE Sl (CA-
S0 DO ITEM 12).

Embora, tenha se decidido considerar tal desnivelamento como
horizontal (dentro do mesmo nivel de desenvoclvimento) e ndo como
vertical (em niveis diferentes} tal problema deve ser considerado em
aberto, diante da Insuficiéncia dos dados desta pesquisa. Esta insufi-
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ciéncia se deveu, em grande parie, a pequeno nimero de sujeitos
(apenas 4) que foram obtidos na fase das operacdes formais, quando
da aplicacdo da Tarefa de Probabilidade. Assim, tornou-se dificil com-
parar as diferencas de desempenho entre os sujeitos desse nivel e os
das operacdes concretas, no item 12 da Tarefa de Fragéo. Outro as-
pecto a considerar é que as questbes de Fragbes Equivalentes, exce-
tuando a 12, talvez tenham sido facilitadas no contexto da Tarefa de
Fracao, por terem sido sempre precedidas por outros itens, onde havia
a oportunidade de serem identificadas como equivalentes, as dreas que
posteriormente eram subdivididas para serem utilizadas nas suas apli-
caces.

Quiro resultado, gue d4 suporte empirico & sincronizagdo acima
meneionada, é a consisténcia evidenciada entre as classificagbes obti-
das através da Tarefa de Fragio e as piagetianas. As percentagens
de individuos categorizados nos mesmos niveis de desenvolvimento
cognitivo em cada duas tarefas foi de 87% entre a de Subdivisdo de
Area e a de Fracdo, de 77% entre a de Fracdo e a de Probabilidade
e de 82% entre a de Subdivisdo de Area e a de Probabilidade. ESTA
CONSISTENCIA CORROBORA AS CONCLUSOES PIAGETIANA INDICA-
DAS NO [INICIO DESTE RESUMO, EVIDENCIANDO UMA ESTRUTURA
COMUM SUBJACENTE A0 DESENVOLVIMENTO COGNITIVO DOS CON-
CEITOS DE FRACAO E DE PROPORCIONALIDADE, SENDO QUE TAL
ESTRUTURA NAO E SUFICIENTE PARA A CONCLUSAO DESTE ULTIMO
CONCEITO. Além disto, ela indica certa validade dos critérios utiliza-
dos para classificar os desempenhos na Tarefa de Fragédo, enquanto
pretendem avaliar desenvolvimento cognitivo. Entre outras caracteris-
.ticas tais critérios sugerem:

A) NA CONSTRUGCAO DOS CONCEITOS DE FRACOES IDENTICAS
E EQUIVALENTES, AS RELACOES PARTE—TODO E PARTE—PARTE SAO
ESTABELECIDAS, INICIALMENTE, ATRAVES DA “CONTAGEM" OU DA
“IMPRESSAO PERCEPTIVA" DA MAGNITUDE DAS FIGURAS GEOME-
TRICAS, SEM QUE HAJA ARTICULAGAO ENTRE ESTES DOIS PROCES-
SOS (sujeitos mais novos ao serem solicitados a comparar & metade
com dois quartos, usam a “contagem”, a¢ -indicarem que gquem ficar
com 2/4 tem mais chocolate, "porque tem dois pedagos e eu so te-
nho um”™. A “impressio perceptiva” é utilizada suplantandc a légica,
no caso de metades de formas diferentes. A metade triangular geral-
mente foi considerada maior que a retangular, apesar de serem me-
tades de retangulos idénticos, portanto, possuindo a mesma &rea); B)
A DIVISAD EXAUSTIVA DAS UNIDADES FRACIONARIAS E A PRIMEIRA
DIFICULDADE 'QUE A CRIANCA APRESENTA NA CONSTITUICAO DOS
CONCEITOS DE FRACOES DE FRACOES.

Outros resultados importantes a serem comentados sdo a dife-
renca entre as medianas das idades dos sujeitos desta pesquisa, prin-

94



cipalmente no nivel das operagd@s concretas (10:5 na Tarefa de Fra-
cGes e de Probabilidade e 11;6 na de Subdivisdo de Area), em relagio
as indicadas por Piaget (7-8 anos) e a dificuldade encontrada em se
obter sujeitos no nivel das operagbes formais através da Tarefa de
Probabilidade — de 42 sujeitos entre 11-20 anos, 24 do Ensino de 1.°
Grau e 18 do 2° Grau, apenas 4, do 2° Grau, foram classificados no
nivel das operagdes formais (llI).

Esses resultados sugerem UM RETARDQ DE DESENVOLVIMENTO
DOS SUJEITOS DESTA PESQUISA EM RELACAO AOS DE GENEBRA.
Tal retardo poderia ser atribuido como consequente das diferengas
culturais dos sujeitos, mas também poderia ter sido evidenciado de-
vido a problemas metodologicos como indica Danner e Day (1977).

E, finalmente, com referéncia ao relacionamento entre os dados
da Tarefa de Fracido e de Computagio de Fragdes, verificou-se que
mais da metade dos sujeitos do nivel Il na Tarefa de Frag@o errou to-
das as questbes da de Computacdo de FracGes e gue a mediana de
acerto foi de 2 questdes, tendo a tarefa 7 questdes ao todo. Pode-se
interpretar, portanto, que SUJEITOS, MESMO TENDO CAPACIDADE
COGNITIVA PARA APRENDER A SOLUCIONAR TODAS AS QUESTOES
DA TAREFA DE COMPUTACAO DE FRACOES, NAO ESTAVAM APTOS
A RESOLVER OS5 CALCULOS EXIGIDOS NESTAS QUESTOES. Tal ocor-
réncia pode ser atribuida como causada por um ensino de regras de
calculos desligado de um contexto empirico, mas seriam necessarios
novos estudes com maior nimero de sujeitos € em gque fossem utili-
zadas observagdes diretas da metodologia de ensino empregada, para
ctarear a origem desta dificuldade das criangcas e adolescentes em
resolverem calculos com fragdes.

As especulagbes, actma colocadas, constituem problemas e nao
solugbes para o estudo das relagbes entre o ensino e o desenvolvi-
mento cognitivo. Apesar disto, consideramos que os achados piagetia-
nos, de Campos (1975}, de Fischer (1956) e do presents estudo suge-
rem algumas orientagbes para o ensino de fracdes, a serem doravante
contraladas por novas InvestigagGes:

® a nocéo de metade deve ser a primeira a ser ensinada, se-
guida da de quarto, terco, quinto e sexto;

® a3 operacbes de adicdo e subtragdo .com mesmos denomina-
dores podem ser compreendidas e, portanto, ensinadas paralelamente
as nocbes das fragbes sstudadas, desde que a compreensido destas
fragdes, como partes, depende da sua relagdo com as outras partes
e o todo. Por exemplo, o entendimento do que & 1/3 depende da com-
preensdo de que 1/3 + 1/3 + 1/3 = 3/3 e que 3/3 — /3 = 2/2;

® guando, durante o ensino de uma fracéio, as partes do todo
forem comparadas, & importante que se leve em consideragfo o tama-
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nho, a forma ¢ a simetria entre as dimensdes destas partes. Observe-
se que, quando as partes sdc congruentes, a noglo de metade e até
de um quarto pode ser entendida antes das operacfes concretas;

® a nogéo operatéria de fraclo s6 é adquirida na fase das ope-
racHes concretas, € é importante que se considere o tipo de populagao
com a qgual este conceito estd sendo trabalhado. Se no estudo de
Campos (1975), as criangas de nivel sécio-econdmico médio tinham
idades médias idénticas as indicadas nos estudos piagetianos (7-8
anos), em relagio & aquisicio de tais operagbes, o mesmo nédo acon-
teceu com as do presente estudo (10-11), que eram de nivel sécio-
econdmico inferior;

® diante dos resultados da presente pesquisa, no que se refere
a multiplicagéo de fragbes, pode-se interpretar que o ensino desta ope-
ragdo deve ser iniciado a partir da subdivisao de fragGes maiores (1/2,
1/3), para em seguida ser explorado com fragées menores {1/6, 1/12
etc.), podendo ser introduzido logo apés o entendimento das frages
a serem subdivididas., Ndo é necessério gue se explore a nogio de
tercos, por exemplo, para que se ensine uma multiplicagédo de 1/2 x
1/2, basta gue a crianga Ja tenha compreendido ¢ que é uma metade
de um inteiro, para que lhe seja possivel compreender 0 que € a me-
tade da metade. Observe-se que criangas de nivel pré-operacional de-
monstraram ser capazes de resolver problema que envolvia o enten-
dimento da metade da metade, sem, contudo, terem condicdes de
subdividirem um todo em tergos;

' ® O ensino das fragbes desiguais (por exemplo, 1/2 e 1/3) deve
ser posterior ao de fragdes equivalentes (1/2 e 1/4), como pode ser
inferido, diante da dificuldade das criangas e adolecentes em resolver
o item 12 da Tarefa de Frag@o. As adigdes e subtragbes com fragdes
desiguais devem estar, portanto, entre as Gltimas operacdes a serem
ensinadas na escola.

Uma ultima concluséo refere-se as possibilidades de aplicagdo da
Tarefa de Fragio no Campo da psicologia e do ensino. Diante da con-
sisténcia. verificada entre os resultados que obtivemos e os de Piaget,
constata-se a possibilidade de revalidagdo da técnica que desenvolve-
mos, para ser utilizada como instrumenio de testagem do desenvolvi-
mento cognitivo. Em relagdo ao ensino de fragbes, a aplicacdo dessa
tarefa possivelmente seria atil, devido ao carater significativo do seu
contexto e a exploragdo da reflexfo, implicita nas suas instrucdes,
quando da utilizacdo do método clinico piagetiano. A comparagdo entre
as figuras geométricas, tendo em vista uma avaliacdo de suas édreas,
é um referencial do munde empirico do qual podem ser abstraidos os
conceitos de fragdes e das operacbes, sendo a partir dai associados
as suas representagbes correspondentes na linguagem matematica.
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