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Resumo

Dentro de uma cadeia de decisoes hierarquicas, uma grande parte dos problemas ¢ dependente da
componente tempo e fortemente influenciada por elementos perturbativos tanto endogenos quanto
exdgenos. Estes problemas podem ser enquadrados dentro de uma classe de problemas de controle
otimo estocastico. As dificuldades para gerar uma solug¢do otima malha-fechada fazem com que se
busque outros procedimentos alternativos. Neste artigo, quatro destes procedimentos sdo analisados
quanto a suas propriedades estruturais. Um estudo de caso, com foco no problema de planejamento
agregado da produgdo, é considerado com o proposito de comparar as solugdes otimas fornecidas
pelo procedimento. A solu¢do com melhor desempenho é considerada para andlises de cendrio, que
tem por objetivo ajudar a geréncia a ter uma visdo de longo prazo quanto ao uso dos recursos
materiais da firma.

Palavras-chave: controle oJtimo, sistemas dindmicos, procedimento subdtimos, programacdo
dindmica, planejamento da producdo.

tais como: melhorar produtividade, reduzir
desperdicios e ociosidade, minimizar custos,
Anecessidade de adotar decisdes mais dentre outros — tem propiciado um ambiente

ajustadas com os objetivos de produgdo —  fértil para aplicagdes de metodologias qualitati-

1. Introducao
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vas ¢ quantitativas de solucdo de problemas
industriais. Particularmente, no que tange a
metodologias quantitativas, verifica-se que
técnicas matematicas provenientes da teoria de
controle e pesquisa operacional passam a ter um
espaco importante como ferramentas gerenciais
para solu¢do de problemas da area de producido.
SURI (1985), GERSHWIN et al (1986) e
SINGHAL et al. (1987) fornecem uma visao
interessante das possibilidades de aplicagdo de
técnicas  quantitativas, ndo-seqiienciais e
seqiienciais, na solugdo de problemas gerenciais.

Técnicas quantitativas ndo-seqiienciais, como
as baseadas em programacdo matematica, vém
sendo utilizadas em larga escala, para ajudar
gerentes no processo de tomada de decisdo.
Entretanto, para alguns problemas praticos, estas
técnicas apresentam uma séria deficiéncia, que ¢é
a de ndo conseguir refletir a caracteristica
dindmica do processo de decisdo. Um exemplo
disto ¢ o planejamento agregado da producdo
onde, para cada periodo de tempo, as necessida-
des sobre o uso dos recursos materiais agregados
da firma devem ser revistas e ajustadas. De fato,
as técnicas nao-seqiienciais fornecem uma visao
limitada do processo de producdo, pois assumem
uma situacdo em que o processo produtivo ¢
visto no tempo como se estivesse em estado de
regime permanente, ou seja, livre do efeito
adverso das perturbacdes do ambiente. Normal-
mente, esta € uma falsa suposicdo, basta para
isto considerar as incertezas sobre as flutuacdes
de demanda em horizontes de médio e longo
prazo.

Técnicas quantitativas seqiienciais, por seu
turno, envolvem um grande numero de variaveis
inter-relacionadas de uma forma complexa
através de um sistema dindmico, ao qual estdo
incorporadas as incertezas do ambiente. Este
sistema pode ser descrito na forma entrada-saida,
onde as entradas sdo selecionadas, seqiiencial-
mente no tempo, apds a observacdo das saidas
passadas, usando algum esquema de realimenta-
cdo. Esta é uma caracteristica extremamente
interessante que pode ser explorada em muitos
problemas gerenciais.

E possivel definir, de uma maneira geral, as
decisdes gerenciais como sendo atividades de
planejamento sobre o tempo, sob efeito de
incertezas. Esta definicdo conduz a necessidade
de considerar modelos matematicos que incor-
porem tanto a componente tempo quanto a
componente perturbacdo. A teoria de controle
otimo estocastico lida com problemas envolven-
do decisdes dindmicas sob incertezas e suas
técnicas tanto analiticas (BRYSON & HO, 1975)
quanto seqiienciais (BERTESEKAS, 1995)
podem oferecer uma importante base ferramental
para o processo de tomada de decisdo em quase
todos os niveis da hierarquia da cadeia de
producdo, veja para detalhes (GERSHWIN
et al., 1986).

Basicamente, os objetivos deste trabalho sao
formular uma classe de problemas de controle
otimo estocastico seqiiencial orientado a modela-
gem de problemas de planejamento da produgao
e discutir alguns procedimentos subotimos de
solucdo. Esta classe de modelos pode contemplar
problemas das mais diferentes areas do conhe-
cimento; em particular, ela ¢ de grande interesse
em areas gerenciais, como: Finangas, Marketing,
Propaganda, Controle de Estoque, Transportes e
Planejamento da Produgdo (SETHI, 1978; RAO
& SCHENELLER, 1990 ¢ SHEN, 1994).

O problema de controle 6timo estocastico, em
questdo, pode ser descrito pela composi¢ao das
seguintes partes:

(a)um sistema discreto no tempo caracterizado
por uma dindmica linear estocastica (equacao
de balango estoque-producdo com incertezas
sobre a demanda futura);

(b) um custo funcional geral, tomada em esperan-
¢a matematica (custo médio de produgdo), e

(c) restrigdes de chance nas variaveis de estado
(estoque) e de controle (produgao).

O proposito entdo ¢ determinar uma politica
seqiliencial 6tima de controle que minimize (b)
quando sujeito a (a) e (¢). Considerando que, a
cada periodo de tempo, esta politica possa
empregar informacdes correntes do estado do
sistema (a), via algum mecanismo de realimen-
tacdo, entdo, ela ¢ dita ser uma solugdo o6tima
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malha-fechada. Entretanto, desde que este
problema ¢ de natureza bastante complexa — em
virtude de fatores como: incerteza, dimensdo,
restri¢des nas variaveis de decisdo ¢ a dinamica
do processo — uma solu¢do malha-fechada so
sera possivel em casos muito particulares. Por
exemplo: quando o critério em (b) é quadratico e
as restrigdes em (c) sdo consideradas ilimitadas;
neste caso, ¢ possivel obter uma solugdo 6tima
malha-fechada para o problema wusando a
equacdo matricial de Riccati (BRYSON & HO,
1975). Outras possibilidades de solugdo também
de abrangéncia limitada s3o discutidas em
NECK (1984).

Sendo possivel, por outro lado, assegurar
requisitos de separabilidade ao custo funcional, o
algoritmo de programacdo dindmica estocastica
passa a ser a melhor op¢do para se obter uma
solucdo 6tima malha-fechada para este proble-
ma. Entretanto, o emprego deste algoritmo esta
limitado a problemas de pequena dimensao, pois
estes, pelo menos teoricamente, ndo requerem
grande capacidade de carga computacional para
serem resolvidos. Uma vez que a maioria dos
problemas praticos sdo multidimensionais, torna-
se necessario procurar técnicas alternativas, com
caracteristicas seqiienciais, para tratar este tipo
de problema. Um dos caminhos, sugerido na
literatura (BERTESEKAS, 1995), ¢ a simplifica-
¢do do problema estocastico original, de modo a
permitir o emprego de procedimentos de mais
simples solucdo. O preco pago, ao aplicar tais
simplificacdes, ¢ que se abre mao da busca da
solucdo Otima malha-fechada; obtendo-se, na
verdade, solugdes quasi-otimas (subotimas).

Existe uma enorme variedade de procedimen-
tos que conduzem a solugdes subdtimas, sendo
dificil classifica-los ou analisd-los de uma

maneira unificada (veja para detalhes
KLEINDORFER, 1978; SHEN, 1994 e
BERTESEKAS, 1995). Em geral, estes

algoritmos agem no sentido de conseguir uma
melhor eficiéncia computacional preservando as
propriedades estruturais do problema original.
Alguns destes procedimentos serdo investigados
neste trabalho e suas aplicagdes particulares a

geragdo de planos agregados da produgdo serdo
objeto de um estudo de caso.

As secdes seguintes discutem os seguintes
assuntos: a se¢do 2 traz uma rapida visdo da
cadeia hierarquica de decisdes no contexto de
planejamento da produgdo. Ela ajudara a loca-
lizar a area de interesse neste estudo. Secdo 3
apresenta a formulagdo matematica do problema
de controle 6timo estocastico seqiiencial. Sec¢do
4 discute estratégias para reduzir a complexidade
do problema estocastico. Secdo 5 discute um
modo de transformar as restrigdes probabilisti-
cas, definidas no problema estocastico, em
equivalentes deterministicas, permitindo assim o
uso delas diretamente nas formulagdes dos
procedimentos a serem discutidos nas secdes
subseqiientes. Secdo 6 emprega o algoritmo de
programagdo dindmica estocastica como um
caminho para determinacdo de uma politica
otima malha-fechada para o problema estocasti-
co. Secdo 7 introduz alguns procedimentos
subotimos que podem ser utilizados como
solucdo aproximada para o problema estocastico.
Por fim, a se¢do 8 apresenta um estudo de caso
onde, a partir de um problema de planejamento
agregado da produgdo monoproduto, os
procedimentos da se¢do 7 sdo aplicados e suas
solugdes comparadas com a solucao 6tima malha
fechada. Inclui-se, neste estudo, um esquema de
simulacdo onde a énfase é gerar cendrios que
permitam a geréncia obter informagdes
antecipadas sobre o uso futuro dos recursos
materiais da empresa.

2. Planejamento da Producio: Visao Hierar-
quica

ma grande quantidade de decisdes, consi-

deradas no planejamento da produgdo, ¢é
usada para ajustar os recursos materiais da
empresa para satisfazer as flutuagcdes de
demanda ao longo dos periodos de tempo. E
possivel dizer que o propdsito do planejamento
da producdo ¢ estabelecer taxas de produgdo de
modo a atingir metas gerenciais. Manter os
recursos de produgdo relativamente estaveis
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Tabela 1 — Cadeia hierarquica de 3 niveis de decisao.

Propésito do Horizonte de Grau de Grau de
Planejamento Planejamento Agregacio Incerteza
ESTRATEGICO Planos de Negocio Longo prazo Altamente Muito alto
(2 a5 anos) agregado
N s 1 Moderadamente
TATICO (51?:0; d((_l)z /};(;S%izz) (ll\r/{leédsl(; gr:1Z125) agregado (ou | De alto a médio
greg detalhado)
Programacao, Curto prazo
OPERACIONAL Seqiienciamento (Diariamente — Altamente Muito baixo
agregado
Despacho semanalmente)

dentro do horizonte de planejamento ¢ uma
destas metas.

No contexto de planejamento da produgdo, o
processo de tomada de decisdo somente pode ser
descrito por meio de uma estrutura hierarquica.
Sucintamente, esta hierarquia consiste de trés
niveis distintos, porém altamente interativos, a
saber (HAX & CANDEA, 1984): Estratégico,
Tatico e Operacional. A Tabela 1 resume alguns
fatores que diferenciam estes niveis de decisdo.
Pode ser verificado, a partir dela, que as decisdes
tomadas nos niveis Estratégico e Tatico sdo
fortemente baseadas em padrdes de agregacao
dos dados de produgdo. Muitas vezes, esta
agregacdo ¢ responsavel pela reducdo na
dimensionalidade dos problemas de producao.
Este ¢ uma das razdes que explicam por que
pesquisadores, da area de teoria de controle,
podem encontrar grandes oportunidades de
aplicagdo de metodologias de otimizagdo
seqiiencial em problemas existentes nestes dois
niveis, como alertado em GERSHWIN (1985).

Este trabalho focaliza um importante tipo de
problema de planejamento da produgdo
encontrado no nivel Tatico. Dentro deste nivel,
uma das primeiras a¢des gerenciais ¢ desenvol-
ver um plano de produgdo (NELLEMANN &
HARMON, 1986). Ele deve ser visto como um
guarda-chuva para o processo de produgdo
como um todo, uma vez que ele cobre todas as
acOes subseqiientes das atividades de planeja-

mento e também fornece informagdes para
realizacdo do Plano de Negocio (APICS, 1994).

O plano de produgéo ¢ usado como alvo a ser
seguido pelos gerentes durante o desenvolvimen-
to do planejamento detalhado. Esta caracteristica
esta ilustrada na Figura 1. De modo genérico, o
que se pretende mostrar com a Figura 1 é o
intenso fluxo de informacdo entre os planeja-
mentos agregado e detalhado da cadeia
hierarquica. Neste sentido, deve-se observar que
no modulo de planejamento agregado toma-se
informagdes sobre a demanda prevista e sobre os
recursos materiais agregados disponiveis, para
gerar o plano de produgdo. Isto sugere um
esquema de realimentacdo onde qualquer
inconsisténcia do plano, quando de sua aplicagdo
no nivel de planejamento detalhado, ¢ pronta-
mente revista.

Este plano pode ser estabelecido a partir de
um problema de otimizagdo ndo seqiiencial (ou
seja, do tipo estatico). No entanto, como dito
antes, este tipo de solucdo ndo captura a
dindmica do processo de producdo. Conseqiien-
temente, ela fornece apenas alvos congelados de
producdo que podem ser desastrosos quando
aplicados diretamente a cadeia de decisdes da
empresa. Portanto, na formulagdo do problema
deve ser levado em conta a dindmica e as
incertezas do processo de produgdo. Neste caso,
a teoria de controle 6timo estocastico pode
proporcionar planos de produgdo mais confiaveis
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‘ PREVISAO

PLANEJAMENTO
DETALHADO

(nivel inferior)

Demanda

> PLANEJAMENTO
Recursos AGREGADO Plano de
Materiais (nivel superior) Producao
(realimentacao) (alvos)

Programacdo Resultados
da Producdo correntes
v
PROCESSO DE
D PRODUCAO
Produto

Figura 1 — Planejamento Agregado versus Detalhado na cadeia de decisdes.

para utiliza¢ao na cadeia hierarquica de decisoes.
Nas secdes seguintes discutem-se aspectos
relacionados com a formulagdo de um problema
de controle 6timo estocastico e seus possiveis
esquemas de solucdo.

3. Formulacdo do Problema de Controle
Otimo Estocastico

eja um sistema linear estocédstico a tempo

discreto, o qual pode representar uma
variedade de processos reais, dentre estes,
processos de producdo por equagdes de balango
economico de estoque (KLEINDORFER &
GLOVER, 1973):

x(k+1) = Ax(K) + Bu(k) — d(k) (1)

onde AeR™ denota a matriz do sistema e
BeR™™ denota a matriz de acoplamento do
sistema (por exemplo, cada linha desta matriz
contém a seqiiéncia de maquinas responsaveis
pela produgcdo de um determinado produto),

x(k)eR" denota o vetor de estado do sistema
(contendo, por exemplo, informagdes sobre os
niveis de estoque de cada um dos “n” produtos),
u(k)eR™ denota o vetor de controle do sistema
(que contém os niveis de capacidade de cada
uma das “m” maquinas envolvidas na produgio
de cada um dos “n” produtos); e d(k)eR" denota
o vetor perturbacdo do sistema (que contém os
niveis de flutuagdo da demanda de cada um dos
“n” produtos). Via de regra, d(k) ¢ descrito por
um vetor de variaveis aleatdrias independentes,
com distribui¢do de probabilidade conhecida ao
longo dos periodos do horizonte de planejamen-
to. Assume-se ainda que, durante a evolucdo da
equacdo (1), as variaveis de estado e controle
estdo sujeitas a adotarem valores dentro de
intervalos definidos pelos seguintes espagos
Xi={x<x(k)<X, } e U={u=<u(k)<u, }. Devido
a natureza estocastica de (1), o tratamento dado a
este tipo de restri¢do ¢ a penalizagdo no critério.
Entretanto, uma forma mais realista de preservar
estas restricdes explicitamente no modelo,
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garantindo a factibilidade das decisoes, ¢
assumi-las em probabilidade, ou seja, considera-
las como restricdes de chance. (Para maiores
detalhes, vide CHARNES & COOPER, 1959 e
LASSERE et al., 1985).

Com as consideragdes acima, pode-se formu-
lar uma importante classe de problemas de
controle 6timo estocastico seqiiencial, descrito
como segue: dado um vetor de estado inicial
x(0)eR", deseja-se determinar uma politica de
controle 6timo que resolve o seguinte problema:

Min E {fN (x(N))+T§fk(X(k),U(k))}

u(k) d(k) k=0
s.a.
x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) —d(k) ()
Prob.{x(k+1)e X, }>a
Prob.{u(k)eU,} >y
k=0,1,..,N-1
onde a=[a; a; ... o] € Y=[Y1 Y2 Ym] representam

vetores de medidas de probabilidade seleciona-
dos na faixa [0, 1). Dependendo do tipo de

problema, estas medidas tém significados
diferentes, por exemplo em problemas de
planejamento da producdo, elas denotam

respectivamente: (i) a maior ou menor expectati-
va do decisor (gerentes da firma) em atender os
pedidos dos clientes nas datas combinadas para
cada um dos “n” produtos e (ii) estratégias para
avaliacdo do uso da capacidade de producdo
disponivel (niveis de ociosidade e de sobrecarga
de cada uma das “m” maquinas). Veja para
detalhes GONEDES & LIEBER (1974).

O problema (2) ¢ um problema tipicamente
seqiiencial e, por conseguinte, nio pode ser
tratado como um problema estitico (ou seja,
como um problema cuja solugdo ¢ obtida em um
unico-estdagio), pois as informagoes disponiveis,
ao longo dos periodos, sobre o estado do
sistema, influenciam fortemente sua solugdo
otima. As caracteristicas basicas de (2) — ou seja:
sua estrutura combinatorial ao longo dos
periodos, as restrigdes nas variaveis de estado e
controle, a possibilidade de ndo linearidade do

custo funcional, e a dindmica estocastica do
sistema — fazem com que este problema seja
extremamente dificil de resolver e, com raras
excegoes, todo o maquinario de técnicas disponi-
veis para tratar problemas de controle 6timo ¢
indcuo. Buscando-se uma solucdo seqiiencial
para o problema (2), pode-se pensar no emprego
do algoritmo de programacdo dinamica estocas-
tica (PDE), o qual, infelizmente, ¢ inviavel para
problemas de grande dimensdo. Note-se que a
virtude do algoritmo PDE ¢ proporcionar uma
solucdo oOtima global para o problema, pois usa
toda informagdo disponivel nos espacos de
factibilidade das variaveis de decisdo do sistema
(1) para gerar tal solucdo. Devido a isto, a
solucdo fornecida por este método vem sendo
empregada como benchmark para testar e
comparar outras técnicas alternativas.

Em virtude das dificuldades de resolver o
problema (2) por métodos convencionais, tem-se
procurado, na literatura, associar estratégias
tipicamente empregadas na teoria de controle
(como por exemplo: esquemas de realimentacao)
com os métodos da programagdo matematica.
Para este fim, adotam-se simplificagdes na
formulacdo do problema original (2), obtendo-se
versdes aproximadas e equivalentes, mais
simples de serem resolvidas e, portanto, de baixo
custo computacional. A idéia por tras destas
aproximagoes € tentar preservar as propriedades
estruturais do problema original de modo a ga-
rantir que a solugdo subotima gerada ndo divirja
significativamente da solugcdo 6tima esperada. A
confiabilidade destas aproximagdes no sentido
de obter uma solugdo subdtima confidvel é
discutida em BITRAN & YANASSE (1984).

O Valor da Informagdo Disponivel: quando o
processo dinamico ¢ afetado por incertezas (por
exemplo: as flutuagdes aleatoria da demanda), as
informagdes disponiveis, a cada periodo de
tempo, tornam-se vitais para garantir a confiabi-
lidade da solugdo do problema de controle.
Neste trabalho assume-se que as informacgdes
necessarias para o processo de tomada de
decisdo sdo perfeitamente conhecidas por meio
das medidas do estado x(k) e do controle u(k).
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Note-se que imprecisdes nestas medidas impdem
a utilizacdo de algum tipo de mecanismo de
estimagcdo da informacdo (por exemplo, um
observador de estado ou filtro de Kalman, veja
BRYSON & HO, 1975), o que implicara na
elevacdo do grau de dificuldade da solucao do
problema (2). Muitos procedimentos subotimos
ja trazem implicitamente esquemas que utilizam
a informacdo disponivel para ajustes da politica
otima. Vistos no tempo, estes procedimentos
agem de uma maneira que lembra os esquemas
tipo “horizonte deslizantes” empregados para
ajustar as solugdes geradas por problemas de
otimizacdo deterministicos (LASSERE et al,
1985). Alguns destes procedimentos serdo
discutidos na secdo 7, antes, porém, ¢ importante
apresentar algumas caracteristicas basicas de
reducdo de complexidade do problema (2) e,
também, apresentar o algoritmo de programacao
dinamica que sera utilizado na implementacéo
algoritmica dos procedimentos.

4. Estratégias Aproximativas

O objetivo desta se¢do ¢ discutir alguns
esquemas aproximativos adotados para
simplificar o problema (2). A solugdo 6tima
gerada pelo problema modificado € uma solucao
quasi-6tima para o problema original. Como sera
visto a frente, a capacidade de adaptabilidade de
uma estratégia aproximativa ¢ a garantia de
solucdes suboOtimas mais proximas do Otimo
global. Basicamente pode-se destacar quatro
tipos de aproximagdes para a classe de proble-
mas do tipo definidko em (2), a saber
(KLEINDORFER, 1978): (i) aproximagdes do
critério e da dinamica do sistema; (ii) discretiza-
¢do do espago das variaveis de decisdo; (iii)
regras de decisdo lineares; e (iv) aproximagdes
no uso da informagdo disponivel.

1) Aproximagoes do Critério e da Dindmica do
Sistema: em geral, adota-se as séries de Taylor
para eliminar caracteristicas nao-lineares exis-
tentes nas fun¢des de custo e nas equagdes do
sistema dinamico. Em particular, linearizagdes

de fungdes sdo introduzidas via aproximacodes de
primeira ordem enquanto que fung¢des quadrati-
cas o sdo via aproximacdes de segunda ordem. E
interessante observar que este tipo de estratégia
viabiliza o uso de técnicas de programagao linear
e quadratica, muito empregadas na pratica.

ii) Discretiza¢do do Espaco das Variaveis de
Decisdo: as técnicas de discretizagdo sao
estratégias adotadas para converter problemas
estocasticos seqiienciais complexos, como o
proposto em (2), em uma seqiiéncia de subpro-
blemas mais simples, com um ntmero finito
(contavel) de estados, controle e perturbagdes. O
algoritmo de programacdo dindmica € usuario
deste tipo de aproximagdo. E importante
observar que quando os espacos das variaveis
envolvidas estdo restritos a conjuntos finitos, a
técnica de discretizagdo conduz a bons resulta-
dos, principalmente quando o passo de discreti-
zagdo (Ap) € muito pequeno, algo proximo de
zero (BERTESEKAS, 1995). Entretanto, neste
caso sempre existira um compromisso na
escolha do Ap. De fato, valores muito pequenos
de Ap, embora conduzam a solugdes mais
refinadas, podem ser a causa de uma possivel
instabilidade numérica do algoritmo, além de
envolver um alto custo computacional. Por outro
lado, para valores muito altos de Ap, a solugdo
gerada pode apresentar-se distorcida em relagao
a solugdo otima malha-fechada. Neste sentido,
encontrar um valor de compromisso para Ap ¢
uma atividade importante nesta estratégia
(BERTESEKAS, 1995).

iii) Regras de Decisdo Lineares: neste caso a
idéia é desenvolver uma estrutura funcional
simples para representar a politica de controle do
sistema. Por exemplo, pode-se assumir que esta
politica depende linearmente das medidas de
estado. Neste caso, pode-se utilizar um ganho
otimo linear que, quando excitado por medidas
de estado observadas do sistema, forneca uma
politica de decisdo a ser aplicada ao sistema. Em
geral, este tipo de estratégia é utilizada conjun-
tamente com a solugdo de um problema equiva-
lente a (2), porém essencialmente deterministico.
Na subsecdo 7.4 discute-se o procedimento
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Parcialmente em Malha-Fechada (PMF) usuério
desta estratégia. Outros detalhes sobre regras de
decisdo sdo encontrados em HAX & CANDEA
(1984) e HAY & HOLT (1975).

iv) Aproxima¢des no Uso da Informagdo Dis-

ponivel: este tipo de aproximacao diz respeito ao

modo como a estratégia de controle, a ser adota-
da, utiliza as informagdes observadas a partir do

processo fisico. Resumidamente pode-se citar 4

estratégias, que ddo origem a dezenas de outras:

a) Estratégia Malha-Fechada (EMF): neste tipo
de estratégia, procura-se preservar a natureza
estocastica do problema, desenvolvendo para
isto uma lei de controle que considera todas
as informagdes disponiveis sobre as variaveis
de decisdo que compdem o sistema dinamico.
Estas informacgdes sdao utilizadas para gerar
uma politica otima malha-fechada como
solugdo do problema. Em problemas de
controle estocastico com restri¢des, como o
formulado em (2), somente solu¢des numéri-
cas sdo possiveis de ser encontradas, a partir
da aplicacdo do Principio da Otimalidade
(BERTESEKAS, 1995). Neste caso, uma
solucdo 6tima malha-fechada para (2) pode
ser obtida via algoritmo de programagdo
dinamica estocastica.

b) Estratégia Malha-Aberta (EMA): neste caso,
tem-se um problema essencialmente determi-
nistico, geralmente definido fixando a varia-
vel de perturbagdo em um valor previamente
conhecido (por exemplo, quando a demanda
por produtos ¢ fixada nas previsdes de vendas
ou em médias mensais previamente extraidas
de historicos de vendas). Como conseqiiéncia,
o operador esperanca matematica relacionado
com o custo ¢ os operadores probabilisticos
das restrigoes de chance perdem sentido na
formulacdo (2) e o problema estocastico
torna-se um problema essencialmente deter-
ministico. Deste modo, quaisquer métodos
aplicaveis da programagdo matematica po-
dem ser utilizados como técnica de solucgdo.
Duas situagdes podem ocorrer no emprego
desta estratégia, a saber: (b.l1) Estratégia
Malha-Aberta Sem-Observacoes (MASO):

nesta estratégia, o controle considera as
informagdes disponiveis somente no periodo
inicial do horizonte de tempo (i.e., k=0),
quaisquer outras informagdes observadas nos
periodos subseqiientes sdo completamente
ignoradas. Note-se que neste tipo de estraté-
gia o problema deterministico ¢ resolvido de
uma Unica vez, ou seja, em um unico estagio.
Portanto, este problema ¢ nao-seqiiencial (ou
seja, estatico) e (b.2) Estratégia Malha-
Aberta Com Observagoes (MACO): idéntica
a estratégia da situag@o anterior, s que neste
caso as observagoes disponiveis ao longo dos
periodos s3o empregadas na solugdo do
problema. Isto significa que para um dado
periodo k, tdo logo seja observada uma nova
medida do estado (nivel de estoque) do
sistema, esta sera utilizada como condigdo
inicial na solug¢do do problema deterministico
dentro do horizonte de planejamento [k, N].
O problema, neste caso, ¢ resolvido num total
de N vezes. Exemplo de um procedimento
que emprega esta estratégia ¢ o “Naive Feed-
back Controller” (NFC) que sera analisado na
subsecdo 7.3.

Estratégia do Modelo Estatisticamente-
Equivalente (EME): esta estratégia adota as
informagdes estatisticas relacionadas ao
processo dindmico estocastico (1) com obje-
tivo de reduzir a complexidade do problema.
A funcdo distribuicdo de probabilidade
associada ao processo (1) é geralmente em-
pregada no processo de simplificacdo do
problema estocastico (2). Assumindo-se, por
exemplo, (1) como sendo um processo Gaus-
siano, pode-se resumir toda a informagio
estatistica necessaria ao processo de simplifi-
cacdo de (2), exatamente, na evolugdo tempo-
ral do primeiro e segundo momento estatisti-
co (ou seja, média e variancia de (1)). Assim,
com esta informacdo conhecida ao longo do
tempo pode-se converter o problema estocas-
tico em um equivalente deterministico que
preserva suas principais caracteristicas esta-
tisticas (SILVA FILHO, 1999 e LASSERE
et al., 1985). E interessante acrescentar que a
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estratégia EME ¢ um refinamento da estraté-

gia EMA. Este procedimento pode também

ser empregado de dois modos distintos: (c.1)

considerando a estimativa de estado no

instante inicial (k=0) e ignorando-se quais-
quer futuras observagdes. Esta estratégia,
denominada EESO, ¢ equivalente a MASO.

Como serd visto a frente (subsegdo 7.4), o

procedimento conhecido como Parcialmente

em Malha-Fechada (PMF) utiliza este tipo de
estratégia; e (c.2) considera-se neste modo
que, para cada novo periodo k, o estado ¢
medido a partir do sistema (1) e utilizado
como condicdo inicial para solugdo do pro-
blema deterministico equivalente na faixa de
tempo [k, N]. Este procedimento repete-se
para cada novo periodo de tempo, assim, ao

todo, o problema equivalente é resolvido N

vezes. Denomina-se esta estratégia de EECO

e ela é semelhante a0 MACO. Um procedi-

mento que emprega a estratégia EECO € o

“Open-Loop Feedback Controller — OLFC,”

a ser analisado na subse¢ao 7.3.

Comentdrios Gerais: E interessante observar que
quando o sistema ¢ linear sem restricoes com o
custo quadrdtico, a lei de controle gerada pela
estratégia EME ¢ analoga a obtida pela EMF ¢
MACO. Outra caracteristica importante destas
estratégias diz respeito a caracteristica “adap-
tabilidade” da solucdo 6tima gerada por estas
estratégias (BERTESEKAS, 1995). A seguir
define-se o significado desta caracteristica.

O Conceito de Adaptabilidade: sejam Jgvr €
Jema respectivamente os valores 6timos do custo
funcional relacionados com as estratégias de
solucdo malha-fechada e malha-aberta (EMF ¢
EMA) para o problema estocastico (2). Segue
entdo a afirmativa de que o custo 6timo gerado
por tais estratégias sera sempre Jpvr < Jpma. Isto
¢ uma conseqiiéncia do fato de que a classe de
estratégias que nao levam em conta as medidas
observadas (malha-aberta) ¢ um subconjunto da
classe de estratégias que tiram vantagens das
observagoes (isto é, usam esquemas de realimen-
tacdo). Com base nisto, ¢ de se esperar que
muitas estratégias subotimas, que levam em

conta as medidas do sistema, sejam considerados
aceitaveis somente se 0 seu correspondente valor
de custo funcional J, satisfazer a seguinte
condi¢do (SILVA FILHO, 1998): Jemr < J() <
Jema. Neste caso, a estratégia € denominada de
quase-adaptativo. No caso da desigualdade da
direita ser estrita, diz-se que o controlador ¢
adaptativo, o que leva a classe dos controladores
“auto-ajustaveis” (ASTRON, 1970). Analisando-
se agora as estratégias apresentadas acima, sob a
luz da caracteristica adaptabilidade, é possivel
concluir antecipadamente que os custos Otimos
obedecerdo a seguinte escala de valor: Jeyr <
Jeeco < Imaco< Jeeso < Jmaso. Dai conclui-se que
o uso de informacdo disponivel € garantia de
melhorar a politica 6tima de solugdo do
problema.

Antes de apresentar alguns dos procedimen-
tos subotimos, encontrados na literatura, que
facilitam a solu¢do do problema (2), discute-se,
nas se¢des seguintes, aspectos relacionados com
a aproximagdo das restricdes probabilisticas por
equivalentes deterministicos e a formulagdo do
problema estocastico via algoritmo de progra-
macgao dinamica estocastica.

5. Restricoes Probabilisticas

m problemas estocasticos a inclusdo de

restricdo nas variaveis de estado e controle
aumenta enormemente a complexidade do
problema. De fato, uma vez que a dindmica do
sistema € um processo estocastico, nao ¢
possivel garantir factibilidade da solucao frente
as restrigdes impostas. Em outras palavras, pode
ocorrer que para um dado periodo de tempo k,
alguns dos limitantes das restricdes de estado e
controle sejam violados. Uma maneira de
contornar esta dificuldade ¢ adotar algum
esquema de penalizagdo destas restrigoes
associada ao critério (MINOUX, 1983). A
técnica de penalizacdo, no entanto, exige certos
ajustes nos parametros de penalizagdo, por meio
de tentativa e erro, tornando o problema
totalmente dependente dos mesmos. Uma
maneira de superar esta dificuldade é considerar
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as restrigdes em probabilidade, como apresenta-
do em (2). A seguir analisa-se um modo de
transformar as restri¢des probabilisticas em uma
equivalente deterministica que preserva suas
principais caracteristicas estatisticas.

Seja o sistema dinamico linear estocastico
dado em (1). Assume-se que a varidvel aleatéria
d(k) tem uma fungdo distribuicdo de probabili-
dade ®g; do tipo Gaussiana, com média d(k) e
variancia finita Var(d(k)) = V4(k) > 0, conheci-
dos para todos os periodos k. Note-se que com
esta suposi¢do nao ha perda de generalidade,
pois na pratica muitos processos estocasticos
podem ser aproximados por um processo do tipo
Gaussiano (PARLAR, 1985). Assume-se, tam-
bém, que a variabilidade da variavel de controle
ao longo do tempo ¢ pequena o suficiente (ou
seja, Vy(k)=0), para que se possa considerar
despreziveis os riscos de violagdo dos limites
impostos por sua restri¢do, ou seja, Vy(k)=0 =
Prob.(u(k)eUy) 2y < u(k)eUy, Vy. Com base
nos pontos acima segue o seguinte lema:

LEMA: sejam B, e B, medidas de probabilidade,
a serem definidas pelo projetista, segue, entdo,
que a restrigdo Pr ob.{x(k +1)e Xk+1} >a pode

ser considerada na forma:

{Pr ob.{x(k +1) 2 X4 } >,

Prob{x(k +1)<X,.,}>B, 3

de onde se obtém que o <3, +f, —1.

Prova: segue da definicdo de probabilidade que
(PAPOULIS, 1991),

Pr ob.{x(k +DeX, ., }=
=Prob.{x,,, <x(k+1) <X, }>a
=Prob{x(k +1) <X, |-
—Prob{x(k+1)<x,,,|>a
=Prob.{x(k +1) <X, |+
+Probi{x(k+1)>x,, }-1>a

comparando este resultado com (3) deduz-se que
o< Bl + Bz -1.0

A partir deste lema, nota-se que o valor de a,
escolhido a priori pelo projetista, ¢ uma fungdo
linear das medidas 3, e B,. Ela funciona também
como um limite minimo para selecdo destas
medidas. Por simplicidade, assume-se que
B1=P.=P, o que implica em o < 2-f-1. Deste
modo, desde que a € [0,1), o valor de B devera
ser escolhido na faixa [1/2, 1). A partir deste
resultado e usando a equagdo dinamica (1),
pode-se reescrever (3) como segue:

ot o, < (X004 Bu—d0-x,. )|
1 Va(k) )
@)

Prob{g N (Ax(®)+ Buk) —d(k) %, )} 2B
' Vo)

onde g, = (d(k)- a(k) )/V4(k) denota uma variavel
aleatoria Gaussiana normalizada, com a mesma
distribuicdo de d(k), ou seja @qx, porém com
média zero. Assumindo-se, entdo que a distri-
buicdo inversa q);}k existe, pode-se chegar ao

seguinte resultado:

® (Ax(k) +Bu(k) —d(k) - x(k + 1)) B o
" Va () )

u(k)= (BB [x(k +1)+d(k) +
+V,(k)- @y (B) - Ax(k) ] = u(x(k),B)

® (Ax(k) +Bu(k) —d(k) - X(k + 1))
V, (k)

u(k) <BBT) " [X(k+1)+d(k) -

= Va(k)- @ (B) — Ax(k) ] = u(x (k). p)

6))

Este resultado mostra que € possivel gerar um
espaco de factibilidade para a variavel de
controle que depende do estado observado no
periodo k e da medida de probabilidade . Os
limites minimo e maximo deste espaco estdo
definidos em (5) . Deve-se notar que a matriz
pseudo-inversa (BB')" deve ser positiva defini-
da para evitar a degeneragdo deste espaco, ou

}26—1@
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seja, evitar que ocorra de u(x(k),p)=u(x(k),p),
para algum k. Por fim, comparando-se o espaco
definido em (5) com o espaco fisico Uy, definido
na secdo 3, chega-se ao subespaco Up(x(k)),
cujos limites minimo e maximo s@o dados por:

u, = max[u(k),u(x(k),p)]
U, = min[U(k),u(x(k),p)]

Uma importante propriedade deste subcon-
junto esta na sua dependéncia ao valor da medi-
da B, por exemplo, sejam B e ,, duas medidas de
probabilidade, escolhidas na faixa [1/2,1), segue
que: Up, (x(k)) < Uy (x(k)) Vk, se B, 2 ,. Isto

significa dizer que quanto maior o valor de 3,
mais restritivo fica o subespaco Ug(x(k)) e por
conseguinte a solucdo do problema tenderd a
fornecer custos muito elevados (SILVA FILHO
& CEZARINO, 1999).

(6)

6. Programacio Dindmica Estocastica

ma politica de controle otima para o
problema (2) pode ser obtida por meio do
algoritmo de programagdo dinamica estocastica
(PDE), técnica desenvolvida na década de 50 por
Richard E. Bellman (BELLMAN, 1957). Neste
sentido ¢ necessario que a fungdo custo do
problema admita a condicdo de separabilidade,
veja BERTESEKAS (1995) ¢ MEIER 1II et al.
(1971). Aceita esta condigdo, por mais compli-
cado que possa ser o problema, ele pode ser
decomposto em uma série de subproblemas que
sdo resolvidos recursivamente para cada um dos
periodos do horizonte de tempo. A recursdo
empregada pelo algoritmo pode ser tanto
forward quanto backward no tempo, sendo que
para problemas seqiienciais estocasticos, a
segunda ¢ a mais adequada. A principal
desvantagem deste algoritmo esta no alto preco
pago, tanto em memoria quanto em tempo de
processamento computacional, para resolver
problemas de grande dimensao.
A dificuldade acima ndo afeta o objetivo
principal deste trabalho que ¢ o de adotar a
solucdo oOtima malha fechada, gerada pelo

algoritmo PDE, para compard-la com as
solugdes obtidas pelo emprego de procedimentos
alternativos no problema (2).

6.1 Solucio Otima Malha-Fechada via
Algoritmo PDE (MF-PDE)

Seja entdo o problema (2), incluindo agora a
restri¢ao definida em (6):

Min E {fN(x(N)+I§fk(X(k),u(k))}

u(k) d(k) .
sa. (7
x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) — d(k)
u(k) € Ug(x(k))

Com o custo funcional em (2) satisfazendo a
condi¢do de separabilidade no tempo, pode-se
aplicar o Principio da Otimalidade (MEIER III
etal., 1971) ao problema (7), obtendo-se uma
série de subproblemas que s3o resolvidos recur-
sivamente. Este procedimento ¢ dado como segue:

Considere que no periodo k, o estado x(k)
seja exatamente conhecido, entdo a politica
otima de controle capaz de levar o estado do
sistema do periodo k até o periodo final N, ¢
aquela que resolve o seguinte subproblema:

Jk(x(k)= Min E <f(x(N) +
u(i)eUﬁ(X(i)) d(i)

N-1
+ 2 £ (x(), u(i))} ®)

i=k

Supondo-se entdo que a seqiiéncia aleatoria
{d(i), 1 =k, ..., N-1} seja independente, pode-se
rescrever (8) como segue:

Ju(x(k))= Min E {fk(X(k),u(k))Jr
u(k)eUp (x(k)) d(k)

+ Min E {fN(x(N)+I§fk(X(i),u(i))H

u(i)eUg (x(i)) d(i) i=k

permitindo assim escrever que,
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J(x(k)= Min E {f,(x(k),uk))+
u(k)eUg (x(k)) d(k)

+ T (x(k+1)} ()

onde (9) representa a equacdo recursiva da
programagdo  dindmica, sendo  resolvido
backward no tempo, a partir de uma condicao
terminal fixada para o custo funcional, isto é,
JMN)=f(x(N)).

Resumindo: aplicar a técnica PDE ao proble-
ma (7) significa implementar e resolver recursi-
vamente o seguinte algoritmo:

Ty (x(N)) = (x(N)) fixado, resolva:

J,(x()= Min B {f (x(k),u(k))+
u(k)eUg(x(k)) d(k)

+ I (x(k+ 1)}

s.a.
x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) —d(k)
k=N-1,N-2,...10
(10)
Como solugdo de (10) obtém-se uma politica
otima de controle malha-fechada, dada por:

v (K)=(x(k)), k=0, 1, ..., N-1 (11)

onde py(-):R"—>R™ denota a relagdo funcional do
controle ao valor corrente do estado do sistema,
para cada periodo k. O valor 6timo do custo
funcional ¢ dado por J'=Jy(x(0)), para uma dada
condigdo inicial x(0) definida pelo projetista.

7. Procedimentos Subotimos

dificuldade de se obter uma solugdo 6tima

malha-fechada para o problema (2) tem
levado a busca de procedimentos que produzem
solu¢des aproximadas ou subotimas (NECK,
1984). Estes procedimentos tomam por base
simplificacdes impostas a estrutura original do
problema, possibilitando assim o emprego de
técnicas de otimizagdo antes inviaveis. Nesta
secdo analisa-se quatro tipos distintos de
procedimentos subdtimos. Estes procedimentos
distinguem-se pela forma com que utilizam as

informagdes disponiveis observadas sobre o
estado do sistema e sobre as estatisticas rela-
cionadas com as distribuigdes de probabilidade
da variavel perturbagao.

7.1 Procedimento MVC (Mean-Value Controller)

Este procedimento apoia-se no principio da
equivaléncia-certeza (THEIL, 1957), que assume
que toda informagdo disponivel sobre as
variaveis de estado e perturbagdo estd fixada em
seus respectivos valores médios. Por conseguin-
te, o problema (2) pode ser aproximado por um
problema deterministico, cuja solugdo pode ser
obtida por meio de alguma técnica da teoria de
controle moderno, como por exemplo o
Principio do Méaximo de Pontryagin (PARLAR,
1985) ou de algum método aplicavel da
programagdo matemdatica (LASSERE et al,
1985). Note-se que esta solugdo seria Otima
malha-fechada para o problema estocastico (2),
caso o comportamento das flutuagdes de
demanda, para os periodos futuros, ocorresse
exatamente igual aos valores médios estimados
para demanda.

Aqui neste trabalho adota-se o algoritmo de
programag¢do dinamica deterministica (PD) como
técnica de solugdo deste procedimento. Para tal,
considere-se o problema (2) centrado no valor
médio de suas variavesis, isto &, a(k) = E{d(k)} =
(k) =E{x(k)} e a(k)=u(k), para todo k. Um
ponto importante aqui € que, sendo (2) determi-
nistico, as restri¢gdes de controle ¢ de estado nao
precisam ser tomadas em probabilidade. O
procedimento MVC com a utilizagdo do
algoritmo de programacao dindmica (PD) ¢ dado
como segue:

Iy (X(N)) = (X(N)) fixado, resolva:
Juxk)=_Min £ (x(k),a(k))+ 7y, (X(k +1))
)

(k)eU(R (k)
S.a.
R(k +1) = Ax(K) + Bl(k) — d(k)
k=N-1,N-2,..,1,0
(12)
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onde u(k)e U(x(k)), que tem os seguintes
limitantes:

u(R(k)=max|u(k), (BB)) " (x(kc+ 1)~ AR(K) +d(K))|
ﬁ(>2(1<)):min[ﬁ(k),(BBT)‘1 (i(k+1)—A>2(k)+&(k))]

E importante acrescentar que a solugdo
fornecida por (12) pode ser chamada de malha-
aberta, pois medidas observadas do estado real
(corrente) do sistema sdo ignoradas durante o
processamento deste procedimento. Com isto
pode-se dizer que ele opera segundo a estratégia
de simplificagdo MASO discutida na segao 4.

7.2 Procedimento NFC (Naive Feedback
Controller)

A idéia bésica deste procedimento é conside-
rar as incertezas do sistema fixadas em algum
valor conhecido, por exemplo, em seu valor
médio. Este procedimento distingue-se do
anterior pelo fato de que, em cada novo periodo
de tempo k, ele aplica na entrada do sistema uma
lei de controle que leva em conta o estado real
do sistema. Basicamente, o procedimento NFC
opera segundo os seguintes passos (SILVA
FILHO, 1998):

(Passo 1) No inicio do periodo k, o estado
real do sistema (1) (isto ¢, x(k)) € observado.

(Passo 2) Esta informagdo ¢ empregada como
condi¢do inicial (isto é, X(i)=x(k)) na solucdo
de uma versdo deterministica equivalente ao
problema (2), formulada via algoritmo PD como
segue:

Iy (X(N)) = (X(N)) fixado, resolva:
LR@)= Min {f, (R(1),00)+ T, (R(+1)}

u(i)eU(x(@))
sa.
R(i+1) = AX(1) + Bi(i) - ()
i=N-LLN-2,..,k k-1
(13)
(Passo 3) Uma vez que novas medidas do
sistema ndo sdo permitidas, a solucdo ¢ uma

seqiiéncia de controle deterministica
{a@),a(i+1),...,0(N)}. Segue, entdo, que o
NFC adota o primeiro elemento da seqiiéncia
u’(k)=1 (i) para atuar no sistema, ignorando os
demais. Por conseguinte, tdo logo uma nova
medida de estado € observada do sistema, no
instante i=k+1, o procedimento volta ao passo
2 e o problema (13) ¢ resolvido para o horizonte
i=k+1,...,N.

Comentarios: Assim, tem-se que o procedi-
mento NFC requer que a versdo deterministica
do problema (2) seja resolvida um total de N
vezes. Este procedimento opera segundo a
estratégia MACO discutida na secao 4.

7.3 Procedimento OLFC (Open-Loop Feedback
Controller)

O procedimento OLFC preserva a natureza
estocastica do sistema. Para isto ele leva em
conta as incertezas acerca de x(k) e d(k), quando
calcula a variavel de controle u(k). Isto torna
este procedimento mais complicado que o NFC,
pois ¢ necessario conhecer as distribuigdes de
probabilidade da perturbacdo d(k) e do estado
x(k). O procedimento pode ser descrito pelos
seguintes passos (SILVA FILHO & CARVALHO,
1998):

(Passo 1) Para cada instante k=0, 1, ..., N-1,
tdo logo uma nova medida do estado do sistema
x(k) seja observada, atualiza-se o estado inicial
x(1) =x(k).

(Passo 2) Com esta informagdo em maos,
calcula-se a seguinte seqiiéncia de controle {u(i),
u(itl), ..., u(N-1)} através do algoritmo PD:

I (X(N)) = F (X(N)) fixado, resolva:
T(k@)= Min {F R@0),00)+T,,,(RG+1)}

ﬁ(i)eUﬁ(f((i))
sa.
R(1+1) = AR() + Ba@) - d()
i=N-LLN-2,...,k, k-1
(14)
com a fungdo custo média calculada como
segue,



260 Silva Filho — Estratégias Sequenciais Subdtimas para Planejamento Agregado da Produgéo

F,(%(1), 6(1)) = E{F(x(i), u(i))} =

. 15)
= [ £(x(0).u(i)od, ()
onde @, denota a distribuicdo de probabilidade
de estado, que ¢ calculada considerando a
natureza linear estocastica do sistema.

(Passo 3) Uma vez que novas medidas do
sistema ndo sdo permitidas, a solu¢do ¢ uma
seqiiéncia de controle deterministica {G(i),
a(i+1),...,0(N)}; segue entdo, como no
procedimento anterior, que o OLFC adota o
primeiro elemento da seqiiéncia u (k)=1 (i)
para atuar no sistema, ignorando todos os demais
elementos da seqiiéncia. Por conseguinte, tao
logo uma nova medida de estado € observada do
sistema, no instante i=k+l, o procedimento volta
ao passo 2 e o problema (14) ¢ resolvido para os
periodos i=k+1, ..., N.

Comentarios: Deve-se notar que o OLFC
distingui-se do NFC na medida que o custo
otimo ¢ calculado usando as estatisticas
relacionadas com as variaveis aleatorias do
critério. Do mesmo modo, o espago de controle
leva em conta a natureza estocastica do
problema u(i) € Ug(x(i)), sendo calculado de
modo andlogo ao discutido na secdo 5. Este
procedimento segue a estratégia de simplificagdo
EECO, discutida na subsecdo 4.3.

Uma variante do OLFC, que permite obter
resultados melhores, é o POLFC (Partial Open-
Loop Feedback Controller). Este procedimento ¢
andlogo ao OLFC, a menos que ele utiliza
medidas futuras das incertezas quando disponi-
veis (por exemplo, pelas previsdes). Para
ilustrar, considere o caso onde, dentro de um
periodo de planejamento de N meses, informa-
¢oes sobre a demanda estardo disponiveis
somente para os primeiros M meses (M < N).
Conseqiientemente, as decisdes sobre quanto
produzir no periodo k=0 serdo baseadas no
conhecimento de que € possivel fazer corregoes
nos niveis de producdo para os proximos M
meses. No periodo k=1, existirdo somente M-1
agoes corretivas para o futuro e assim por diante
(vide BERTESEKAS, 1995).

7.4 Procedimento PMF (Parcialmente em
Malha-Fechada)

A idéia basica é adicionar um mecanismo de
realimentacdo associado a uma politica de controle
malha-aberta gerada a partir de um problema
deterministico equivalente ao problema (2) (para
detalhes veja SILVA FILHO & VENTURA,
1999). Este problema deterministico ¢ resultado
da aplicagdo da estratégia simplificadora EE,
discutida na subsecdo 4.3. Por simplicidade, este
esquema de realimentacdo pode ser dado por um
ganho linear Gy, o qual ajustara as variaveis de
controle a cada periodo k, de modo a corrigir
possiveis desvios dos estados, no periodo k+1,
em relagdo aos niveis médios 6timos gerados a
partir da solugdo de um problema deterministico
equivalente (SILVA FILHO, 1996). Segue,
entdo, uma breve descri¢do deste procedimento
subotimo: seja uma regra de decisdo linear
(RDL) para o problema (2) dada por:

u(k) =0u(k) + G, - (x(k) - x(k)) (16)

onde u(k) e x(k) sdo obtidos resolvendo-se o
seguinte problema deterministico equivalente:

N-1
N{gl Ey(R(N)) + 2K, (R(k), (k)

k=0
s.a.

R(k+1)= AR(k) +Ba(k)-dk) (17)
xp(k) <x(k) <X;(k)
u (k)<uk) <u, (k)
k=0,1,..,N-1
onde F(.) sdo calculadas de modo analogo a (15)
¢ os limites minimos ¢ maximos dos espagos de

estado e controle dados respectivamente por
(SILVA FILHO & VENTURA, 1999):

x5 (k) =x(k) +/V, (k) - @' (B) as)
X (k) =X(k) =4/ V, (k) - @' (B)
u, (k) =u(k) +V, (k) - @, (1) (19)

T, (k) =u(k) —/V, (k) - ;' (v)
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onde V, e V, representam as varidncias do
estado e controle respectivamente, que tem suas
fungdes distribui¢des inversas dadas por
@' e ®'. Note-se que para o uso deste
procedimento ¢ necessario considerar toda
informacao estatistica disponivel relacionada
com as variaveis de estado, controle e perturba-
¢d0. Assumindo-se a hipotese de um processo
Gaussiano para a seqiiéncia de variaveis
aleatorias d(k) e considerando ainda o fato de a
dindmica do sistema (1) ser linear, pode-se
afirmar que toda a informacdo estatistica, para
efeito de derivagdo deste procedimento, resume-
se no emprego da média e varidncia de cada uma
das variaveis envolvidas.

Uma questdo particular aqui ¢ que as varian-
cias de estado e controle, quando tomadas para o
sistema (1) sem o ajuste 6timo fornecido pelo
regulador linear Gy definido em (16), tém a
tendéncia de crescerem ao longo dos periodos,
atingindo seus respectivos valores maximos no
ultimo e penultimo periodo de tempo (isto €, em
Vi(N) e Vy(N-1)). Isto pode ser explicado pelo
fato de que, quanto mais distante do presente a
decisdo ¢ para ser tomada, maiores sao 0s riscos
e as incertezas, devido principalmente as
flutuagées aleatérias da demanda. Uma
conseqiiéncia negativa disto ¢ que os espagos
definidos pelos limites dados em (18) e (19)
tendem a estreitar-se, podendo ocasionar a
degeneracdo de uma ou ambas restri¢des,
tornando assim o problema (17) infactivel
(SILVA FILHO, 1996). Para reduzir este risco ¢
necessario encontrar um ganho 6timo G: que
minimize o crescimento no tempo de ambas
varidncias. Para este fim, um problema de
Variancia Minima (ASTRON, 1970) pode ser
proposto:

Min {V, (k +1) + 4, -V, (k)} (20)
Gy

onde V,(k+1) = (A+BG,)V(K)(A+BGy)" + V4(k)
e V,(k)= Gi -V, (k) denotam a evolugdo das
variancias e Ax denota o termo de compromisso
entre as varidncias de estado e controle.
Resolvendo-se (20) obtém-se uma representagao

analitica para o ganho linear que ¢ dada por:
Gy =—(B"A)-[MJ+BB']", onde IeR™ denota
a matriz identidade. Para escolha do ganho
otimo G; , deve-se inicialmente determinar, por

algum procedimento de busca, o valor de AyeR.
que minimiza a soma acumulada dos valores
das variancias de estado e controle até os
periodos k e k-1, respectivamente, ou seja,
Min @(A)=Vi(k)+V,(k-1).

8. Estudo de Caso

Considere-se uma firma que produz uma
grande variedade de produtos distintos,
porém bastante similares em termos do uso dos
recursos de producdo (ou seja, idéntico uso da
capacidade de producdo, aproximadamente o
mesmo tempo de sef-up, quantidade fixa de
mao-de-obra e flutuagdo de demanda estatisti-
camente similar). Com estas caracteristicas,
torna-se possivel propor, com certa confiabilida-
de, a agregacdo deste diferentes produtos em
uma Unica familia de produtos. Assim, a idéia ¢
desenvolver um plano o6timo de producdo
multiperiodo para esta familia, que forneca os
niveis 6timos de estoque e producdo resultantes
da solucdo do seguinte problema estocastico:

Min E{h : ix(k)z} +c- iu(k)2

u(k) k=0 k=0

sa.
x(k+1) =x(k)+u(k)-d(k), x(0) = x, dado
Prob.(x<x(k+1)<X)>a @)
Prob.u<uk)<u) 2>y

O objetivo deste plano € fornecer uma visdo
ao gerente sobre o uso dos recursos agregados da
firma e portanto ajuda-lo na tarefa de antecipar
decisdes gerenciais que melhorem o processo de
tomada de decisdo da cadeia de decisdo como
um todo. Os dados principais do problema estdo
resumidos na Tabela 2.

E importante acrescentar que para este estudo
de caso, considerou-se tanto o quanto y iguais a %5.
Isto significa que se assume o risco de obter
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Tabela 2 — Dados de Entrada.

Capacidade de Produgio: u=2 u=10
Capacidade de Armazenagem: x=35 X =15
Custos de Estoque e Producio: h=2 c=1
Niveis de Estoque: X, =10 (inicial)
Xy € livre (final)

Estatistica da Demanda (extraido do histérico de vendas do produto):

Desvio Padrao: \/V_d =1.42 e Média mensal (a(k) ):

k Jan Fev | Mar | Abr [ Mai | Jun Jul Ago Set Out | Nov | Dez
d(k) 8 8 9 8 8 8 7 6 4 5 7 8

solu¢des infactiveis, ou seja, que violem os
limitantes fisicos impostos pelas restricdes de
estoque e producdo (vide (21)) para algum k.

Com base nestes dados, pretende-se analisar
numericamente o efeito da aplicagdo dos
diferentes procedimentos, estudados na secdo 7,
na solugdo do problema de planejamento (21).
Os procedimentos aplicados sdo colocados na
seguinte ordem: (a) procedimento Malha-
Fechada via PDE (MF-PDE); (b) procedimento
MVC; (c) procedimento NFC; (d) procedimento
OLFC; e (e) procedimento PMF. Os procedi-
mentos (b), (c), (d) e (e) terdo suas trajetdrias
subotimas de produgdo e estoque, além do custo
final obtido comparados com os resultados da
solucdo 6tima malha-fechada (a).

Outro detalhe importante a ser considerado,
relacionado a aplicagdo do algoritmo de
programacdo dinamica, diz respeito ao passo de
discretizagdo (Ap). Neste estudo adotou-se Ap=1
para formar o grid de possibilidades relaciona-
dos aos espacos de estoque, producdo e
demanda. Com isto, a faixa de variagdo que
compreende os limites minimo e maximo de
cada variavel de decisdo do problema sera
discretizada tendo como intervalo Ap=1.

8.1 Solucdo Malha-Fechada via PDE (MF-
PDE)

Para aplicag@o do algoritmo de PDE, deve-se
inicialmente definir qual € o espago de variabili-

dade da demanda. Neste sentido, considera-se os
dados fornecidos na Tabela 1 sobre a média e
desvio padrio da varidvel de demanda d(k) e
determina-se os seguintes limites (minimo e

maximo) como segue: d(k)= a(k) -2,58- \/V—d
e d(k)= Ei(k) +2,58- \/V—d . Desta forma garante-
se uma concentragdo em torno de 99% do espago
de ocorréncia da variavel aleatoria d(k) (vide
CHOU, 1972, paginas 105-110).

Aplicando-se entdo o algoritmo (10) ao
problema (21), segue que o custo otimo da
operagdo foi de $ 1,560. As trajetorias Otimas de
estado e controle relacionadas com esta operacéo
(ou seja, o plano o6timo de producdo) sdo dados
como ilustra a Figura 2.

8.2 Solu¢des Geradas pelos Procedimentos
Subétimos

Usando os resultados discutidos na secdo 7,
implementou-se os procedimento subotimos pelo
emprego do algoritmo de programacdo dinamica
(PD). Com exce¢do do procedimento MVC, os
demais procuram tirar vantagem da informacgao
disponivel, ou seja, eles usam o nivel de estoque
medido do sistema, no inicio de cada més, para
atualizar suas respectivas solu¢des. Em particu-
lar o procedimento PMF mereceu um pouco
mais de atengdo, em virtude dele requerer a
determinagdo do ganho 6timo Gy. Neste caso, o
primeiro passo foi calcular o valor 6timo do
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Estoque

otimo

------ limites

t
56 7 8 9101112

meses (k)

Produgéo

otimo

------ limites

——+—+ :
012345678

meses (k)

Figura 2 — Trajetorias 6timas MF-PDE.

parametro de ponderacdo A,. Para isto, adotou-se
um esquema de busca, num intervalo de (0, +o),
visando minimizar a funcdo @(Ax) = Vi(k)+
Vu(k-1), definida a partir do problema (20). Os
valores acumulados de V,(k) e Vuk-1) sio
determinados a partir das seguintes equagdes:

Vek+1) =[2+4,)/A+ 1) V() +V, (k)
V, (k) = (/0 +2, ) - Vi (k) ;
k=0, 1, ..., N-1 (22)

Sem perda de generalidade, foi assumido que
A =hx Vk. A razdo disto é que o valor obtido

para Ay no periodo k=N contém a situa¢do onde
o crescimento das varidncias dadas em (22)
atinge seu valor maximo, o que pode levar a
inviabilizagdo do procedimento PMF (vide
SILVA FILHO, 1996 para maiores detalhes).
Como resultado, o valor 6timo obtido neste
processo de busca foi 1'=0.85, o que implicou
em um ganho 6timo de G"(1)=0.46.

Andlise dos Resultados: a solugdo Malha-
Fechada, obtida pelo procedimento MF-PDE,
oferece uma solugdo otima global para o
problema (21), desde que escolhe dentro de
todas as possibilidades disponiveis nos espagos
das variaveis de decisdo do problema, aquela de
menor custo. Entretanto, como visto na sec¢do 6,
ela é uma solucdo cara e muitas vezes inviavel
para problemas de grande dimensdo. Deste
modo, os procedimentos subétimos, em
particular aqueles que utilizam algum esquema

de realimentag@o, sdo preferiveis para geragao de
planos de produgdo. A Tabela 3 confirma esta
caracteristica; a partir dela, verifica-se que o
procedimento malha-fechada apresenta o menor
custo, enquanto que a solucdo malha-aberta
MVC traz o custo mais alto. Conseqiientemente,
eles oferecem os limites extremos para identifi-
carmos qual o procedimento que apresenta a
estratégia mais adaptativa, como discutido na
secdo 4. Neste sentido, comparando-se os custos
gerados pelos procedimentos subdtimos,
apresentados na Tabela 3, conclui-se que:
Ivr <Jemr < Jorre £ Inrc < Imve.  Assim,  pode-se
observar que o procedimento mais adaptativo, ou
seja de melhor desempenho, foi o PMF. Isto ndo
deve causar surpresa, haja visto que ele utiliza
um mecanismo de realimentagdo, baseado na
estratégia RDL (vide secdo 4), para atualizacdo
dos niveis de estoque observados do sistema, a
cada periodo de tempo k.

E interessante acrescentar que este tipo de
solucdo pode substituir a solugdo MF-PDE no
que tange a fornecer uma visao da utilizagdo dos
recursos ¢ também para fornecer um plano 6timo
de produgdo que possa ser empregado, como
metas de producdo, na cadeia hierarquica de
decisoes, como discutido na segéo 2.

As politicas 6timas de estoque e produgdo,
para cada um destes procedimentos, sio
apresentadas na forma de trajetorias (curvas) de
estoque e producao pela Figuras 4(a)-(d), sendo
comparadas individualmente, com as trajetoria
otimas do procedimento MF-PDE.
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Tabela 3 — Comparando custos de operacio.

Procedimentos

$ Custo 0timo

MF-PDE

1.560

PMF

1.785

OLFC

1.812

NFC

1.995

MVC

2.830

Uma interessante observacdo destes resulta-
dos ¢é que as trajetorias fornecidas pelos
procedimentos NFC e OLFC (Figuras 4(b) e
4(c)) sao mais sensiveis as flutuagdes de
demanda que o procedimento PMF (Figura
4(d)). Um explicacdo para este fato estd no
emprego do ganho 6timo Gy que funciona como
um regulador capaz de ajustar, de modo suave, a
politica de produgdo em respostas as oscilacdes
de demanda.

A seguir analisa-se o emprego da solucdo
PMF em um processo de simulagdo, onde o
objetivo ¢ desenvolver cendarios que possibilitem
a geréncia adquirir uma visdo antecipada sobre o
uso dos recursos industriais da firma.

8.3 Analise de Cenarios Usando o Procedi-
mento PMF

Para efeito de simulagdo do procedimento
PMF, adota-se o diagrama da Figura 5. Neste
diagrama, as variaveis X(k) e u(k), que deno-
tam, respectivamente, as trajetorias oOtimas de
estoque e produgdo obtidas usando o procedi-
mento PMF (Figura 4(d)), sdo utilizadas como
referéncia (metas) durante a execugdo da
simulacdo. As variaveis x(k) e u(k) conterdo as
decisdes simuladas de estoque e producdo para
cada periodo k.

A simulagdo foi realizada para um horizonte
de planejamento de vinte e quatro meses (isto &,
N=24); para obter este efeito, as trajetorias do
procedimento PMF (Figura 4(d)), para os 12
meses iniciais, foram replicadas para os doze

meses consecutivos (ou seja, k=13, 14, ..., 24). O
objetivo disto foi oferecer uma visdo de longo
prazo a geréncia. Considerou-se, ainda, que as
flutuagdes de demanda foram geradas a partir de
um modelo de previsdo ndo estacionario sazonal,
dado por: d(k) = (6.0+0.25-k)-(1+seno(3.14-k/6))+
z(k), onde z(k) é gerado aleatoriamente a partir
de uma distribui¢do normal com média 0 e
desvio padrdo '2. A Figura 6 ilustra os resultados
obtidos.

A principal observa¢do, extraida desta anali-
se, ¢ que o esquema de realimentagdo definido
pelo ganho linear Gy promove os ajustes
necessarios na politica de producdo u(k), de
modo que as trajetorias simuladas mantém-se
sempre proximas dos niveis desejados pela
geréncia, para o uso dos recursos de produgdo,
mesmo sob o efeito das incertezas de demanda.

9. Conclusao

Neste artigo  discutiu-se  procedimentos
subotimos para solugdo de problemas de
planejamento da producdo seqiienciais estocasti-
cos. Foram analisados e comparados, com a
solucdo 6tima malha-fechada (MF-PDE), quatro
procedimentos da literatura: MVC, NFC, OLFC
e o PMF. O procedimento PMF foi o que
apresentou maior adaptabilidade a solucdo
malha-fechada e, como era de se esperar, o
MVC, técnica malha-aberta, foi o que apresen-
tou o pior desempenho. A principal vantagem
destes métodos seqiienciais em comparagdo com
os métodos estaticos ¢ que eles permitem manter
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Figura 4(a) — Procedimento MVC x MF-PDE.
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Figura 4(b) — Procedimento NFC x MF-PDE.
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Figura 4(c) — Procedimento OLFC x MF-PDE.
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Figura 4(d) — Procedimento PMF x MF-PDE.
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(k) + u(k)

d(k)
Equacio de x(td)
Balanco | g

Atraso
+ x(k)
Regulador
Linear Gy - %
R(k)

Figura 5 — Esquema de simulacio usando o procedimento PMF.

Estoque

simulagdo

0 2 4 6 8 1012141618 202224

meses (k)

Produgao

simulagdo

O b YOO

0 2 4 6 8 10121416 18 20 22 24

meses (k)

Figura 6 — Cenario de producio com flutuacdes de demanda baseada em previsdes.

a caracteristica temporal do problema estocastico
original, além de permitir que observagdes sobre
o estado das varidveis de decisdo possam ser
incorporadas a solucdo do problema. Este
aspecto garante maior confiabilidade no
emprego desta solucdo dentro da cadeia
hierarquica de decisdes. Outra vantagem foi
observada com o emprego do procedimento
PMF, que devido a sua caracteristica de utilizar
informagdes extraidas diretamente do sistema
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SUB-OPTIMAL SEQUENTIAL STRATEGIES FOR AGGREGATE
PRODUCTION PLANNING UNDER UNCERTAINTIES

Abstract

Within a hierarchical decision chain, a major part of problems is dependent on the time component
and strongly sensitive to endogenous and exogenous components. These problems can be related to an
important class of stochastic optimal control. Difficulties to provide a closed-loop policy for them,
lead to look for sub-optimal alternatives. In this paper, four different sub-optimal procedures are
investigated in relation to their structural properties. A case study, based on an aggregated produc-
tion planning problem, is considered with the purpose of comparing the different procedures. The best
one is used to provide managerial scenarios about the future use of material resources of the firm.

Key words: optimal control, dynamic systems, sub-optimal procedures, dynamic programming,
production planning.



