PROGRAMACAO DE OPERACOES COM
RESTRICOES DISJUNTIVAS

GESTAO
& ~
PRODUCAO

Adriana Backx Noronha
UNICAMP-FEE-DCA - Caixa Postal 6101
Campinas (SP) - Brasil

José Francisco Ferreira Ribeiro

Cassilda Maria Ribeiro
USP- ICMSC-SCE - Caixa Postal 668
S&o Carlos (SP) - Brasil
v.3, n.2, p. 204-220, ago. 1996

Resumo

O problema de programacao de operacdes em um sistmproducdo consiste em
determinar a seqiiéncia e o calendario de operagdgscessar em cada uma das maquinas
disponiveis na fabrica, de modo que a duracdo tdlexecucdo da programacdo seja
minima. As pegas sdo processadas de acordo coimosotie fabricacdo fixos e as duracgdes
operatdrias sdo conhecidas. Neste artigo, o problaeta programacdo de operagdes com
restricdes disjuntivas é estudado mediante duasdalgens: programacao inteira e teoria
dos grafos. Um programa computacional baseado oaaedos grafos foi desenvolvido e
testado. Esse programa permitiu a resolucdo efteiele varios exemplos, apesar do carater
nao-polinomial do problema estudado.

Palavras-chave: programacdo de operacdes, produg@&ermitente, programaca

inteira, teoria dos grafos

1. Introducao

produtos (ou pecas ou lotes de planejamento-controle pode assegurar uma
pecas) deve ser realizada segundomelhor utilizacdo do tempo disponivel e o
um plano previamente estabelecido e orespeito aos prazos de entrega, permitir
processamento dessa fabricacdo deve saumentos de produtividade e a utilizacdo

A fabricacdo de um conjunto de constantemente controlado. A coordenacao
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racional dos recursos existentes (maquinasExemplo: i e | sdo duas operacdes
mao-de-obra, matérias primas), garantir umaconsecutivas sobre um mesmo produto;
producdo eficiente, a custo razodvel, etc. 2 restricdes disjuntivas: um conjunto de
Um plano de fabricagcdo é uma lista de operacbes que ndo podem ser executadas
operacdes (ou atividades, ou tarefas) comsimultaneamente. Exemplo: as operagdes
indicacdo da ordem em que serdo realizadague utilizam uma mesma maquina;
e da data - determinada por meio de algun3?) restricbes cumulativas: os meios neces-
algoritmo - em que terd inicio a execucdo desarios para a execu¢do de um conjunto de
cada uma delas. Uma operagdo éoperacdes sao limitados. Exemplo: 0 nume-
caracterizada pela sua duragcdo e pelao de maquinas disponiveis para a execugao
poOSiCa0 que ocupa no roteiro (ou processo)e uma operacgédo € igual a 2.
de fabricagdo do produto sobre o qual € A ordem e o calendario de fabricacdo sédo
executada. definidos satisfazendo-se as restricoes
Os dados de um problema de existentes e segundo um critério de
programacdo de operacfes sdo as tarefastimizacdo. Entre os diferentes critérios de
(operagbes ou atividades) e suasotimizacdo mais empregados, podemos
caracteristicas, as restricdes, os recursos e @tar: 1°) minimizacdo da duragdo total de
funcdo econdmica. Denota-se, em geral, pofabricacdomakespan)2®) minimizacdo dos
I ={1,2,...,n} 0 conjunto das operacdes e poratrasos de fabricacdo (do maior atraso, da
d[i] a duragéo da operacgao i, se essa duragasoma dos atrasos, da soma ponderada dos
ndo depende dos recursos que |he sdatrasos, do nimero ponderado de operacdes
alocados. As datas de inicio de execucadcem atraso), ou seja, das diferencas entre as
mais cedo e mais tarde da tarefa i s&odatas planejadas de fim de fabricacdo e as
denotadas respectivamente por t[i] e T[i]. As datas previstas de entregaue dates)
tarefas sdo frequentemente ligadas entre s8%) minimizacdo de um custo.
mediante relacdes de anterioridade. Caso Distinguem-se na literatura  trés
contrario, diz-se que elas sao independentesategorias principais do problema de
A restricao de anterioridade mais geral entresequenciamento  ou  programacédo de
duas tarefas i e |, chamada restricdooperacdes, segundo as restricbes impostas as
potencial, escreve-se da forma t[j] - tf] tarefas: %) Flow Shop:neste caso, a ordem
a(i,j). Tal restricdo permite exprimir a de passagem das pegas sobre as maquinas é
sucessdo simples entre as tarefas, quandonposta e € a mesma para todas as pegas.
a(i,j) = dfi]. Trata-se de um caso particular, em que o
Em certos casos, a execucdo de umaoteiro de fabricagdo € Gnico e as p pecas
tarefa pode ser dividida em partes utilizam as m maquinas na mesma ordem, por
(preemptive) ou seja, uma determinada exemplo, 1,2,...m.°2Job Shop:a ordem de
operacéo de usinagem pode ser interrompidgassagem das pecas sobre as maquinas
e reiniciada ap6s a execucdo de outragambém e imposta, mas pode diferir segundo
operacdes. Nesse caso, as técnicas das pecas; isto €, neste caso o roteiro de
Programacdo Linear sdo freqlientementefabricacéo ndo € necessariamente igual para
utilizadas para a resolucdo do problema. todas as pecas. Trata-se de um problema de
O estabelecimento de um plano dedificil tratamento, que exige a resolugéo de
fabricacdo deve levar em consideracdo asim  problema  matematico  bastante
restricbes associadas a cada problemaomplexo. 8) Open Shopnenhuma ordem
especifico. Estas restricbes podem sere imposta. Este € um modelo de fabrica
resumidas da seguinte maneira: menos restrito que job-shope oflow-shop
1°) restricbes potenciais: a execucdo de umaois a ordem de execucgdo das tarefas de um
operacdo j s6 pode ser iniciada ap6s otrabalho € livre. Como anteriormente, m
término da execucdo de uma operacdo imaquinas estéo disponiveis para executar n
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trabalhos. Cada trabalho compreende, poisdo processadas em m maquinas adotando-
exemplo, k tarefas. Uma tarefa do trabalho ise as seguintes hipoteses e defini¢des:
deve ser tratada pela maquina j em umal®) uma maquina pode processar uma Unica
duracdo dj. Se uma méaquina ndo for peca de cada vez?)Za passagem de uma

utilizada para o trabalho i, considera-seP€¢a por uma maquina € chamada operacdo;
dj =0. Na pratica, podemos encontrar o 3%) uma operagao nédo pode ser |nte_rrorn~p|da
problema deopen shopna organizacio de (not preemptive)4?) o roteiro de fabricacéo

exames médicos em um hospital ou node uma peca € formado por diferentes

planejamento de uma oficina de reparos deoperacoes € constitul um dado do problema,

automoveis. Nestes dois exemplos, OSSQ) a ordem de execugdo das operacoes nas

trabalhos séo respectivamente os pacientes Qaguinas e desconhecida e a resolucdo do

0S carros; as tarefas sao os exames médico%mblemal consiste em determinar essa

e as reparacgOes a efetuar; as maquinas séo gdem e o calendario de fabricagdo

salas ou aparelhos de exame (raio-x, endos@lssomado, procurando otimizar segundo um

copia, eletros, etc.) e os postos de trabalhodaOIO C”te['o’ por exemplo: . dur:au;ao da
(carburacdo, funilaria, lavagem, etc). A programagéo, atrasos de fabricagdo quando

complexidade do problema é consideravel. se dispoe de um prazo maximo de entrega,
No problema dejob shop objeto de
interesse deste trabalho, as p pecas a fabricar

2. Revisao Bibliografica

problema de se atribuir um inter-  Assim, o0 procedimento de busca

alo de tempo disponivel em uma exaustiva ndo pode ser utilizado para a

maquina as operagdes a executar enresolucdo dos problemas de programacao de
uma fabrica com producéo do tipmb shop operacdes de médio ou grande porte e o
faz parte da classe de problemasemprego de algoritmos aproximados, nesses
combinatérios de dificil resolucdo: o0s casos, € uma técnica bastante difundida.
problemas np-completos (GAREY & Exemplos: busca de um 6timo local ou de
JOHNSON, 1979). Disp0e-se de algoritmo uma melhor solugéo na vizinhanca de uma
de resolugao polinomial unicamente no casosolucao inicial, decomposicdo (espacial,
de problemas de dimensédo reduzida, portemporal, etc.) do problema a resolver em
exemplo, nimero de maquings2, para a sSubproblemas de menor dimensao,
definicdo de uma ordem de fabricacdo porrealizacdo de uma parada antes da obtencéo
meio do algoritmo de JOHNSON (1954). da solug&o 6tima por métodos exatos, etc.
Esses problemas de pequeno porte podem, Em CARLIER & CHRETIENNE (1982)
entretanto, ser resolvidos de maneira 6timae CARLIER (1984) sao realizados estudos
por qualguer método: a busca exaustiva, posobre as diferentes versdes existentes do
exemplo. Mesmo apresentando um numeroproblema de programagao de operagoes:
menor de varidveis e restricdes que osproblema com uma maquina, problema com
modelos de WAGNER (1959) e BOWMAN m maquinas, problemas com restricdes uni-
(1959), o modelo de MANNE (1960) requer camente relacionadas as gamas de
a determinacdo de my3 variaveis fabricacdo, problemas com  restricoes

bivalentes (NEMHAUSER & WOLSEY, disjuntivas, etc. Uma revisdo dos métodos

1988), o que impossibilita a resolucdo de umcapazes de operar em tempo real é
problema de porte médio em um tempoapresentada em YAMAMOTO & NOF

computacional aceitavel. (1985); sendo exemplos a citar neste caso 0s
metodos propostos por ROUBELLAT &
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THOMAS (1988) e FERREIRA RIBEIRO conjunto de planos de fabricagao
& PRADIN (1991). admissiveis ao fim de ajuda a decisdo é
A resolucao do problema de programacéoproposta por ERSCHLERet al (1976),

pelo método de separacdo e avaliacgddERSCHLERet al (1979) e ROUBELLAT
(branch-and-bound)tratando as disjungbes & THOMAS (1988).
em um grafo por meio de procedimentos Os métodos propostos na literatura
heuristicos é proposta por BAKER (1974) e podem ser divididos em duas grandes
NORONHA & FERREIRA RIBEIRO classes, segundo o critério de otimizagéo
(1994a, b, c). NASR & ELSAYED (1990) adotado: Na primeira dessas classes
propdem dois algoritmos para a obten¢do deagrupam-se os meétodos que minimizam a
uma solugcdo aproximada por meio daduracéo total de fabricac&makespang, na
decomposicdo do problema global emsegunda, os meétodos que minimizam o0s
subproblemas mais faceis de resolver.atrasos de fabricagdo. Como exemplos de
GONDRAN & DOSTATNI (1977) propdem métodos da primeira classe, podem ser
uma regra heuristica para a resolucdo dositados o PERT, o CPM e o MPM (para
conflitos de utilizagdo das maquinas em umproblemas  n&o-disjuntivos) e  outros
grafo disjuntivo. DUPONT (1986) utiliza a métodos, tais como ASHOUR &
técnica dos recozimentos simulados. NoHIREMATH (1973), GONDRAN (1974),
caso de problemas de grande porte,BAKER (1974), KAUFMANN &
PORTMANN (1988) e MEGUELATI (1988) LABORDERE (1974), CARLIER (1975,
propdem uma parada antecipada apés d978, 1984), YAMAMOTO (1977),
processamento de um certo numero deGONDRAN & DOSTATNI (1977),
iteracbes por métodos exatos. YAMA- BAKER & SCHRAGE (1978),
MOTO (1977), PROTH (1986), DIDRI & YAMAMOTO & NOF (1985), DUPONT
PROTH (1987), PORTMANN (1988), (1986), HUTCHISON & CHANG (1990),
MEGUELATI (1988), FERREIRA RI- NORONHA & FERREIRA RIBEIRO (1994
BEIRO & PRADIN (1991), FERREIRA a, b, c), OLIVEIRAet al (1994), etc. Na
RIBEIRO & RIBEIRO (1993), FERREIRA segunda classe, podem-se enumerar 0S
RIBEIRO et al (1993), OLIVEIRA et al métodos de PROTH (1986), PORTMANN
(1994) utilizam a decomposicdo espacial (1988), MEGUELATI (1988), bem como o
e/ou temporal do problema para sequencialgoritmo de DIDRI & PROTH (1985) para
subproblemas de porte reduzido. NEPO-estabelecer a seqiiéncia 6tima de producgéo
MIASTCHY (1978) propde um algoritmo em caso de maquina unica.
de busca de 6timo local e definicho de uma Como excecdo as duas classes citadas
programacao admissivel. acima, podem-se citar o método de NASR &
A busca arborescente por separacdo €&LSAYED (1990) que minimiza o tempo de
avaliacdo (associada ou ndo a heuristicas) grogramagcdo meédio para execucdo das
uma das técnicas mais utilizadas para resoloperacdes, o método de NEPOMIASTCHY
ver o0 problema de programacao de(1978) que minimiza um custo suplementar
operagbes. Entre o0os métodos que adevido a violagcdo das restricbes, os métodos
empregam, podemos citar; ASHOUR & de FERREIRA RIBEIRO & PRADIN
HIREMATH (1973), GONDRAN (1974), (1991), FERREIRA RIBEIRO & RIBEIRO
CARLIER (1975, 1978, 1984), (1993) e FERREIRA RIBEIROet al
YAMAMOTO (1977), YAMAMOTO & (1993), que permite a utilizagdo dos dois
NOF (1985), HUTCHISON & CHANG critérios, e os métodos de ERSCHLERaL
(1990), NORONHA & FERREIRA (1976), ERSCHLER et al (1979) e
RIBEIRO (1994a, b, c). A programacdo ROUBELLAT & THOMAS (1988), que ndo
dindmica é proposta por BAKER & otimizam um critério, preferindo fornecer ao
SCHRAGE (1978). A geracdo de um operador um conjunto de solugdes
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compativeis com as restricbes a satisfazerga impostos aos pedidos. A atribuicdo de
deixando-lhe a tarefa de selecionar a solugdmma operacdo a uma maqguina nao é previa-
que lhe pareca a melhor. Um prazo demente fixada nos trabalhos de ERSCHLER
conclusao ou data de fim de fabricagdo maiset al. (1976), NEPOMIASTCHY (1978),
tarde para os produtogdue date) é ERSCHLEREet al. (1979), ROUBELLAT &
considerado nos métodos que procuramTHOMAS (1988), MEGUELATI (1988),
minimizar os atrasos de fabricagdo eNASR & ELSAYED (1990), FERREIRA
também pelos métodos de RIBEIRO & PRADIN (1991), FERREIRA
NEPOMIASTCHY (1978), ERSCHLEFRet RIBEIRO & RIBEIRO (1993), FERREIRA

al. (1976), ERSCHLERet al. (1979), RIBEIRO et al (1993). Nestes métodos,
ROUBELLAT & THOMAS (1988), conhece-se um conjunto de maquinas aptas
FERREIRA RIBEIRO & PRADIN (1991), a executar cada operagdo e utilizam-se as
FERREIRA RIBEIRO & RIBEIRO (1993), diferentes alternativas possiveis para
e FERREIRA RIBEIROet al (1993) nos estabelecer a programacgéo.

guais se procura respeitar os prazos de entre-

3. Formulacao do Problema

desenvolvidos estudos para realizarvariaveis e restricbes menor que o dos

a programacédo de operacdes comoutros dois modelos propostos
restricdes disjuntivas por meio de modelos eanteriormente. No inicio dos anos 70, a
técnicas de resolucdo propostos pela prograresolucéo dos problemas de programacdo com
macao inteira. Entre 0s modelos restricbes disjuntivas sofreu um novo
apresentados, MUTH & THOMPSON (1963) impulso com os trabalhos desenvolvidos na
citam: WAGNER (1959), BOWMAN area da teoria dos grafos por ROY (1970) e
(1959) e MANNE (1960), que utilizam o retomados por GONDRAN (1974), GON-
método dos planos de corte (SALKIN, DRAN & DOSTATNI (1977), GONDRAN
1975) para resolucdo da formulagdo& MINOUX (1985), CARLIER (1975,
considerada. BALAS (1969) aplica o algoritmo 1978, 1984), CARLIER & CHRETIENNE
de resolucdo implicita (SALKIN, 1975) para (1982), CARLIER & PINSON (1989).
resolver o modelo proposto por MANNE

D esde o final dos anos 50 vém sendo(1960). Este modelo apresenta um namero de

3.1 Programacao Inteira

As variaveis binarias (zero ou um) 0 caso contrario (MANNE, 1960)
utilizadas nos modelos de WAGNER Para a formulagcdo de MANNE (1960), os
(1959), BOWMAN (1959) e MANNE dados do problema séo os seguintes:
(1960), citados por MUTH & THOMPSON a) mep,para{i=1, ... m}e{j=1, .., p}

(1963) séao: b) dj = tempo de processamento da pecga |

 VYik = lseapecaié aj-esimapeca na maquina i
processada na maquina k c) roteiro de fabricacdo j(1), j(2), ..., j(m)
0 caso contrario (WAGNER, 1959) para cada peca |

+ Xat = 1se apecax é processada pela Seja f; o tempo inicial de execucdo da
maquina A na t-ésima unidade operagdo j na maquina i. Uma vez que a
de tempo (r+1)-ésima operacdo sobre a peca j néo

0 caso contrario (BOWMAN, 1959) pode ser executada antes que a r-ésima
+ Xjk = 1lseapecajeée processada antes d@peracédo tenha sido completada, tem-se que:

peca k na maquina i
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tir+1),j 2 tio,j * d,j parar=1, .., m-1 tig - + dk}), transformam-se as restricbes
e paratodoj. (1) ouacima, em restricbes do tipp e

A disjuncao existente entre as operagoes | tj - tk < dij + M (1 - Xjk) €

e k (j < k) sobre a maquina i € representada tix - i < Gk + M Xiik (3)
por meio de: : :
Assim, o modelo para o problema é dado
tik = tj + dj se ¥k =1.0ou por:
tij = tik + dk se Xk = 0. (2)

. minimizar ~ f=2 tj(m),j
Considerando M um ndmero

suficientemente grande (M >> max{G, 1 sujeito a: (1), (3),ijt= 0 para todo i, j e
ik + dij, xjjk 0 {0, 1} para todo i, j, k.

3.2 Teoria dos Grafos

Um grafo conjuntivo (ou seja, somente arbitragem € um conjuntdA de arcos
com restricdes do tipo) @u simplesmente disjuntivos tal que se (i[)A, entdo (j,iJA.
um grafo G = (X, U) é conjunto finito ndo Assim, o fato do arco (i,j) pertencer/a
vazio X e um conjunto U de pares de impde que a operagdo i seja executada antes
elementos de X (BERGE, 1970), GONDRAN da operacéo j. A arbitrages associa-se o
& MINOUX (1985), SAKAROVITCH grafo conjuntvo GA&) = (X, UOA),
(1984). Um grafo disjuntivo (ou seja, com denotado por & Uma arbitragem é dita
restricdes do tipo_qué um grafoQ = (G,  completa se todas as restricdes disjuntivas
D), no qual G = (X, U, d) € o grafo foram arbitradas. Uma arbitragem ¢é dita
conjuntivo constituido do conjunto de nds X compativel se o grafo conjuntivo associado a
e do conjunto de arcos U cujos elecdoA ndo contém circuito absorvente. ma
comprimentos gl s&o iguais as duracéep d solucdo para o problema é uma arbitragem
das operagoes i que estdo na origem dosompleta e compativel. A duracdo da
arcos, e D & o conjunto de restrigdessolucdo obtida é o valor do caminho critico
disjuntivas. Uma restricdo disjuntiva entre do grafo conjuntivo associado.
duas operacdes i e j € uma restricdo do tipo O conjunto de operacBes executadas
ou e deve ser arbitrada de maneira a eliminassobre uma maquina, forma uma clique de
as disjungbes, transformand@ em um  disjuncdo:Q = (X, UOD) designa o grafo
grafo conjuntivo: ou i é executada antes de jdisjuntivo associado a fabricacad\g € uma
e insere-se, entdo, no gr&bum arco com  arbitragem completa e compativel. Assim,
origem em i e destino em j, de comprimento Ag é uma solugéo para o problema de progra-
igual a duracdo da operacdo i, OU j €macso representado p@r Lo corresponde
executada antes de i e insere-se, entap, N9 atriz de elemento genéricgi,j), em que
grafc_;Q um arco com orlgeml e\mé N de~st|ndo lo(i,j) € o caminho de valor méximo indo de
em i, de comprimento igual a duracéo da; aj no grafo G = (x, U 0 Ao). Em outras

operacao j. . . .
Uma programacdo sobre o grafo pala_lvras, udma clique gle d|SJL|m<;Q) € g
o - conjunto de operagdes tal que duas
disjuntivo Q pode ser definida como um . . T
sis{ema de gtenciais T = {{[i] |0 X} tal quaisquer entre elas estejam em disjuncao.
_ P B A duracdo DC) da cliqueC é a soma das
Z;JGD' (i) O U: ] - 1] = d, eb) O (ij) O duracdes das tarefas que compdem a clique.
= TR = ’ Ao problema de programacdo de
D: tfi] - tfi] 2d outfi] - [t] 2d.Uma gperagies em um sistema de producéo
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associa-se um grafo disjuntivo, em que osndo podem utilizar a mesma maquina ao
nés sdo as operagles, acrescidos de duasesmo tempo.

operag0es ficticias: operacéo inicial (N6 1) e Para se construir uma programacao, €
final (N6 n). As restricbes conjuntivas necessario arbitrar as restricdes disjuntivas,
resultam do fato de que a passagem de umesto é, escolher para cada disjuncao [i,j] se i
peca sobre as diferentes maquinas se faz empassara antes ou depois de j sobre a maquina
uma ordem imposta. As restricOes correspondente, de maneira a determinar a
disjuntivas advém do fato de que duas pecasequéncia de producdo em cada uma das

maquinas.

4. Método de Resolucao

programacao de operacdes critérios de escolha nessas exploracbes sao

encontra-se presente um grandefundamentais.
namero de restricdes disjuntivas. Os O método desenvolvido neste artigo para
problemas ligados a essas restricbesa resolucao do problema de programacéo de
disjuntivas sdo de natureza combinatéria:operacbes € dividido em duas partes: a
com efeito, se [i,j] € um par de restricbes primeira parte consiste na aplicacdo de
disjuntivas, tem-se que escolher entrepropriedades teoricas para as solu¢des de um
efetuar i antes de j ou j antes de i. Se m é @roblema de programacdo com restricbes
numero de pares de restricbes disjuntivas, alisjuntivas propostas por CARLIER (1978,
namero de escolhas possiveis sera da orderh984). A segunda parte utiliza o0 método de
de 2" o que torna toda enumeracdo penalidades descrito em GONDRAN &
impossivel, desde que m ultrapasse doiSMINOUX (1985).

Na maior parte dos problemas de digitos (GONDRAN, 1974). Assim, 0s

4.1 Ordem Total Associada a uma Arbitragem Compatiel

Em um problema de programacdo de Lema 1 A relagdop induz uma ordem
operacbes com restricbes disjuntivas,total.
dispbe-se de m maquinas para fabricar p Demonstracip
pecas. As maquinas executam diferentes]) p é reflexiva por definigéo;
tipos de operacdes e e fornecido um roteiro2) p é anti-simétrica:dj, jpi e i#j ocasionam
de fabricacao para cada uma das pecas. Uma a existéncia de circuito ex p , de valor
peca, por exemplo, devera passar sobre a g nerior a dfjj+d[j], portanto absorvente, o
maquina 2 antes de,pagsar sobre a maquina que contradiz a compatibilidade &g
1, depois sobre a maquina 1 antes de pass%r) p & transitiva: sejam i, j e k trés nés
sobre a maquina 3, etc. Uma programacao w : ’.
> i ertencentes ao gra@, ;
é uma m-upla (@ O, ..., Qn), na qual Q Pe g _tQAO

. ip] = lo(Xi,Xj) = d[i]; jpk =
designa a ordem de passagem das pecas

sobre a maquina q. Busca-se determinar a = lo(Xj,xi) 2 di];
programacéao de duracdo minima. por definicdo tem-se:
Lo(Xi, %) = 1o(Xi,%)) + lo(Xj,Xj) =
Relagao de Ordenp 2 di] + dfil = l(xix = dfil = ipk

Escreve-se pj se existe emG,, um portanto é transitivam

caminho de i a j, de valor superior ou igual @ ConsegiiénciaA clique tem um elemento
dfi], ou sei=j. menoré, e um elemento maics. & e § sdo
denominados entrada e saida da cli@ie
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respectivamente. Assim, a idéia fundamentall,(x..1,X0)= d[xq] + d[x] + ... + d[x.q]-
consiste em encontrar para cada clique 9 embrando que:

elemento entrad&)(e o elemento said#),
prosseguindo desta forma até que a dlXd*dlxol+..+dDe]=D(C)=

cardinalidade da clique seja igual a zero ou = d[Xq] + d[xp] + ... + d[xq] =

um. = D(C) - d[xd (onde d[x] = d[§]) =
Teorema de Existéncia = X‘DCZ_{?(EXJ =D(Q -d9
Existe em G, um caminho, de 1 a n, de '

valor superior ou igual a;(L,8) + DC) + I, lo(X1,X2) + lo(X2,X3) + ... + b(Xc.1.X0) =

(8,n) - d[8]. zxmz_:{l)z}()(i Xis1) mez_:{g}[)(i] =D(C) - d[8].
MQ@DSeJaC ) {Xl’xz"_"’XC} be onde resultalimediatamente que:

0 conjunto dos elem(infos G‘e—relamonados LLE) +  Slo(xixis) ++ L(&n)2

pela ordenp, com: x=é e x = §. Tem-se, % 0C—{xJ

pela definicio d@, que: b(x;Xi+1) = d[xil; >1,(1,6) + DC) + Io(8,n) - d[$]. m

pode-se ter a desigualdade restrita, por
exemplo, se existe e@ ,, um caminho que

vai de x a %y de valor superior a dik caminhos de valor maximo deax.q (para
Somando-se 0s caminhospy,xz) = dixy]. 1< i € ¢c-1) e, em seguida, no caminho de
lo(x2:X3)2 d[xol, ..., b(Xc-1:Xe) 2 d[Xc.al,  valor méximo de x= § an.
obtém-se:J(x1,X) + l,(Xp,X3) + ... +

O caminho associado é obtido na ligacao
do caminho de valor méximo de 1 a é aos

4.2 Propriedades das Solucdes de um Problema de Bramacao Disjuntiva

O estudo das propriedades propostas por A expressao:
CARLIER (1978, 1984) comuns as solu¢cdes

de durag&o inferior A sendof a duragéo da min(l(Le)) + D(C) + r[‘elDiglU (s,n)-d3)
melhor solucdo conhecida (obtida, por exem-
plo, heuristicamente) € realizado abaixo. é uma avaliacio por faltgdefault) da

Seja¢, o conjunto dos elementos € tais duracéo 6tima.

que existe uma solucéo de duragdo inferiora Demonstracao Basta mostrar que este
f tendo & como entrada da cligDeSejas;, =~ humero &€ menor quey(L,e) + DC) + I,

0 conjunto dos elemento8 tal que existe (1${])D-8d[$]8. Oemape- .
uma solucgédo de duragéo inferiof é&endo § ) €Dty ed = € ¢, assim, para

como saida da cliqué. Seja& um conjunto el ¢, 1,(1,8)= 15(1,e); ou k(1,e)=1(1,e)
incluso emC contendo€;; 4 um conjunto = mDiglo(Le)z rgjigl(le); por
- . . . e

incluso emC contendos;; e sejam i e | transitividade  tem-se: o(1,8) =
elementos d€. Seja¥ uma solucéo; & C minl(Le); (1)

(resp. § O C) é chamado entrada (resp.
saida) da cliqueC se é (resp.§) é

sequenciado en¥ antes (resp. depois) de  d[8] 2 min (Io(s,n) - d[s])
todas as operacdes @Ge °

el}E
2) $§ 0% edy 0= 805 assimi(8§,n) -

ou

Teorema para Avaliacdo da Duracao (I,(s,n) - d[s])= (I(s,n) - d[s])=
de Programacao mui? (I,(s,n) - d[s])= m[iLgn (I(s,n) - d[s)]);
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por transitividade tem-se: Se (1) ocorre entédoll €7 . Se (2) ocorre

1,(8,n) - d[8] = min(I(s,n) - d[s]); (2) €ntaojllby.
S Prova Basta supor que (1) (resp. (2)) é
efetuando-se (1) + (2) e acrescentando-seatisfeita e que U &; (resp. jO 4;). O

D(C) = D(C) obtém-se: primeiro membro da desigualdade (1) (resp.
R (2)) € um limitante inferior da duracao
lo(1,8) + DC) + 1,(8,n) - d[§] = quando i (resp. j) é saida (resp. entrada) de

TD[Q( I(1,e))+DC) +  C. Assim, esta durago é estritamente maior
min(I(s,n) - d[s]).m  quef e chega-se a uma contradiclo.

sLi§ Seja Y um subconjunto dg (Y O C) e
H(Y) definido por: H(Y) = min{l(1,i) / i0
Y+ 2{d[i] /i OY}+ min{(Iii,n) - d[i]) /i

0 Y}. Seja kO C. Introduz-se a condigao:
H(C-{k}) +d[kl > f  (3)

Lema 2 Se (3) for satisfeita, entdo, em
qualquer solugdoW, a operacdo k €
sequenciada ou antes de todas as operacodes
o . . deC ou depois delas.

Proposicao 1 Sejam as seguintés  pemonstracio Seja¥ uma solugéo tal
condigoes: que k ndo seja entrada nem saidaGle

1) 1(3,i) + DC) + Jin (I(s:n)-d[s]) >f  Entsio, as operagdes Besio executadas em

2) min (I(1,e))+DEC) + I(i,n) - d[j] > algumf?t ordemyi, i, ..., hcomh#Zke h# |

SUE-{ } k. Assim, a duracdo desta solucdo é maior
que:l(Li,) + 2 d[i] +1(in,n) —d[is]. Ou seja:
ic

Determinacdo da Entrada e da Saida
de uma Clique de Disjuncéo

Quanto mais proximos de 1 estiverem o0s
cardinais def e b, melhor serd a avaliacdo

do teorema. A proposicdo abaixo permite
retirar de¢ e b alguns nds; inicialmente

considera-s€ =4 =C.

ikC{ig

|(1,i1)+_§cd[i]+|(ih,n)—d[ih] 2
iljrcn_i{rk]} (1(@,i)) + iDCz_;{k}ol[i] +d[k] + i:rcn—i{rk]} (I@,n)=d[i]) =
= H(C-H{k}) + d[k] = f > H(C-{k}) + d[k], o que contradiz (3)m

|O(1)i1)+ Zl_O(ik;ikﬂ)'H O(hln)>

Proposicdo 2 Se as condi¢cdes (1) Céalculo dos Elementos I(1,i) e I(j,n) da
(proposicao 1) e (3) séo satisfeitas, entdo k dMatrizL (iej OG).
a saida da cligu€ em qualquer solucaé. As duas proposi¢cdes abaixo permitem
Prova Se ocorre (1) entdo[k £;. Assim  calcular o valor dos elementos I(1,i) e I(j,n)

se (3) é satisfeita, k s6 podera ser sada. apos ter-se determinado o conjunto dos
elementos de entrada e saida para cada

Proposico 3 Se as condicdes (2) (pro- clique. A proposicdo 4 € aplicada somente

posicdo 1) e (3) séo satisfeitas, entdo k é guando o cardinal deou deb € igual a 1.
entrada da cliqu€ em qualquer solucaéd.
Prova Se ocorre (2) entdolk ;. Assim

se (3) é satisfeita, k s6 podera ser entrlida.

Proposicdo 4 (1) Se e é a entrada da
cliqueC, entéo: I(e,nk D(C) + mmi? (I(s,n) -
S
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d[s]) ; (2) Se s € saida da clig@e entdo: solugdo. (2) Se é a saida da cliqug, entdo
I(1,5)= minl(1,e) + DC) - d[s]. os arcos disjuntivos (®, (k O C-{s}) serdo
eLE selecionados em qualquer solugéo. (3) Se

Proposicao 5 (1) Se il ¢ (i OC), entao &,=0 oud =0, o problema ndo tem

[(1,D) = min (I(1 (2 b
(L0 rytlﬂrsl(( ©)+dle: (2) Sel solucéo de duracéo inferiorfa

(OC), entéo I(j,nk d[j] + TDi?I(s,n). Prova Pela definicdo d&; e$;. &
Prova No grafo G, i € um descendente . _ L
da entrada e, j um antecedente da s#da. ‘Selecdo Imediata de uma Restrigao
Disjuntiva
Arbitragens Triviais Quando C contém exatamente duas
A proposicdo (6), abaixo, é aplicada OP€racoesiej, obtem-se: _ _
somente quando o cardinal fleus é 1. Ela Proposicéo 7 (1) Se I(1,i) + d[i] + 1(j,n)

> fe (2) 1(1,)) +d[j + I(1,n)< f, entdo o
arco disjuntivo [i,j] sera selecionado no
sentido (j,i).

Prova A escolha de (j,i) € decorrente
direto das condicbes (1) e (M.

permite introduzir uma conjuncéo entee
(ous) e todos os outros nés da cliqDe

Proposicdo 6(1) See € a entrada da
cliqueC, entdo os arcos disjuntivosk)
(k OO C-{€}) serao selecionados em qualquer

4.3 Regra de Separacao e Penalidades

Este método consiste na descricdoarbitragem x, e W € o0 conjunto das
sistematica do conjunto das solu¢des naarbitragens completas e compativeis (isto €,
forma de uma arborescéncia, percorrida seno conjunto das solugdes factiveis). Mediante
que nenhum né seja aberto. A nocdo deum procedimento por separacdo e avaliacdo
avaliacdo por falta(default) permite a pode-se obter. uma solugdo 6tima, todas as
exploracdo implicita de ramos inteiros da solucdes 6timas, uma solugédtima, todas
arborescéncia sem que seja examinadas solugbes-6timas ou uma boa solugao.
explicitamente cada um dos nds. Tal método O primeiro principio de um procedimento
de exploracdo adapta-se aos dados de cadfe arborescéncia por separacdo e avaliacdo
problema especifico. Portanto, ainda que oconsiste em explorar o conjunto das
pior caso possa requerer um tempo desolugdes factiveis W em subconjuntos cada
calculo que cresga exponencialmente,vez menores, isolando-se assim a solucdo
consegue-se melhorar notavelmente, emgtima (ou e-6tima) em um desses
media, o comportamento do algoritmo sybconjuntos. Para  representar esta
(GONDRAN & MINOUX, 1985). Trés exploracdo, constréi-se uma arborescéncia
nogbes s&o fundamentais na exploracdp: 1 cujo né inicial corresponde ao conjunto W
a nogdo de separacdo, que € a base d@as solucdes factiveis e os outros nos
método; 2) a nogéo de avaliagéo por falta correspondem a subconjuntos de W. Para
(default) que permite afirmar que nao definir mais precisamente o procedimento
existem solu¢des melhores nos subconjuntogle exploracéo, deve-se definir uma regra de
com avaliagao por falta maior que a separacdo (que permitird construir a
conhecida; § o critério de separacéo (nogéo arborescéncia de exploragdo), e uma regra
de penalidade) que permite definir sobrepara se deslocar na arborescéncia.
qual variavel devera ser feita a separacao. O segundo principio de um procedimento

Considere-se 0 seguinte problema: Min zde exp|0ragé_o por separacdo e ava”a(;éo

= f(x), com xO W, em quef(x) € aduragdo consiste em se determinar para cada
da programacdo das operacbes com
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subconjunto VL0 W um minorante (0 maior entender por M (resp. H) o espacgo das
possivel) def(x) sobre V. Este minorante solugcdes que possuem a disjuncao arbitrada
pode ser considerado como uma avaliacdao sentido (i,j) (resp. (j,i)). Considere o
por falta def(x) sobre V, denotado por grafo H. A introdugcdo da condicao (i,j)
av(V). Tem-se av(VE f(x), O x O V. O (fazeriantes de j) permite definir, a partir da
interesse principal desta avaliac&o por falta éavaliagao por falta de H, uma nova avaliagéo
0 seguinte: se é conhecida uma solucagoor falta de H, av(H) = ay(H) + r(i,j), em
factivel para o problemap (@ O W) e se:  que ay(H) é o valor do caminho maximo no
av(V) z f(w) (resp. av(V)z f(w) - €) n@o0  grafo conjuntivo de H. Da mesma maneira,
existe, entdo, solugcdo melhor (resp- tem-se: av(H) = av(H) + r(j,i).

melhor) no subconjunto V. Isto & evidente, como, de qualquer forma, é preciso
uma vez quél x 1V, tem-se:f(x) 2 av(V)  escolher (i,j) ou (j,i), tem-se queéM) +

2 f(w) (resp.f(x) 2 f(w) - €). Na pratica € g y ¢ yma avaliagdo de H, em que

preciso calcular rapidamente uma “boa” 8ij) = min((i), rG)). Sendo K o

avaliagdo por falta d¢(x) sobre todos os subconjunto das disjun¢gdes néo arbitradas
subconjuntos de V e obter rapidamente uma ) Jung ’

~ . define-se uma nova avaliacdo por falta:
“boa” solucao factivel d&x) sobre W. ¢ P

Um subconjunto V pode ser separado em avo(H) = aw(H) +[i,rjr]'§ée("])'

mais SUbCOﬂjuntOS ZI.VVZ’ vy Vp tais que Seja y(|,J) — | r(l,j) _ r(j,i) | Esta

v=v, 0O V, 0.0 Vp Separa-se, quantidadey(i,j é a penalidade da funcéo
geralmente, o subconjunto V em dois objetivo, decorrente de ndo se arbitrar [ij]
subconjuntos disjuntos (V =\2V,, V,nV, no sentido correspondente &(,j) =
= [0). Representam-se estes subconjuntognin(r(i,j), r(j,i)); em outras palavras, 8€.j)
pelos nés de uma arborescéncia. Nest& min(r(i,j), r(,i)) = r(ij) e escolhe-se
arborescéncia, V sera o “pai” de, ¥ V,. arbitrar no sentido j para i, a duracdo da
Tenta-se, entdo, separar V em doisProgramacdo sera aumentada ¢@.)).
subconjuntos: um com grande probabilidadeDenomina-sey(i,j) de penalidade associada
de conter a solucéo 6tima, e outro com baixa® separacdo de [ij]; ela representa de
probabilidade de conter “boas” solucées. qualquer maneira o arrependimento de nao
Esta separacdo é freqiientemente realizadge arbitrar [i,j] pelo min(r(i,j), r(.i)). Assim,
em um arco disjuntivo [ij]. a regra heuristica deduzida deste fato
Assim, considera-se um par disjuntivo consiste em arbitrar a disjuncdo que
[i,j] ndo arbitrado. Suponha que a tarefa i maximiza y(i,j) / [i,jJ O K,, no sentido
seja executada antes de j. Se t[i] + &il[j] correspondente ao menor atraso.
entdo o caminho mais longo do grafo Introduzem-se, assim, quatro parametros que
aumentara pelo menos de r(i,j) = t[i] + d[i] - correspondem as penalidades:
T[j]. Assim r(i,j) representa a penalidade de 1%r(i,j) (resp. r(j,i)) representa a penalidade
se escolher i antes de j. Da mesma forma, sobre ay(H) quando se fixa a arbitragem
r(j,i) representa a penalidade de se escolher j (j,j) (resp. (j,i));
antes de i. Seja H o grafo inicial (grafo 28g(ij) = min(r(i,j), r(j,i)) representa a
con_juntivo com as disjungfies a serem penalidade sobre g#) quando se
ar,bltradas). Pro_cgdenflo-_sg a separacdo do ,.rascenta  a arbitragem, sobre a
no, segundo a disjuncao [i,j], tem-se: disjuncéo correspondente [i,j];

E: :( Hn {(Ii—ij))} eH!= HQ {G.D)}, ou seja, f Fmax 6(i,j) ([i,jl O K,) representa a
resp. H) corresponde ao novo grafo .

disiuntivo no qual a disjuncio [ij] foi  Penaidade sobre gH) quando se

arbitrada no sentido (i,j) (resp. (j,i)). Pode-se
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arbitra [i,j] O K, correspondente ao Essas penalidades permitem avaliar os
min(r(i,j),r(,i)); atrasos de fabricacdo devidos a arbitragem
43)y(ij) representa a penalidade sobrede uma disjuncdo [ij]. O algoritmo

min(r(i,j), 1G.i) apresentado abaixo.

algoritmo programacgao |
Ay = conjunto das operagdes que antecedem a opéragéo
Sk = conjunto das operagdes que sucedem a operagéao k

enguantoexistir uma disjuncéo [i,j] nao arbitratizzer

para toda disjuncao [i,j] ndo arbitradazer

r(i.j):= max(0, t[i] + d[i] - T[j])

r(,)):= max(0, t[j] + d[j] - T[i])

8(i.j):= min(r(i.j), r(.i))

y(i.):= | r(i.j) - Qi) |

fim para

para toda disjuncéo [i,j] ndo arbitradazer

- escolher a disjuncéo [i,j] ndo arbitrada que &ey(j) maximo e, em caso de
igualdade, escolher aquela que ti@@j) maximo

- arbitrar a disjuncéo [i,j] no sentido do menoaabd

fim para

para toda operacao fazer calcular t[k] e T[k] (BELLMAN, 1958)

fim para

fim enquanto

fim algoritmo programacao |

4.4 Método Geral

O método geral de resolucdo do problema O algoritmo programacéo Il, apresentado
de programacao de operagbes com restricdesbaixo, resume o0s passos fundamentais do
disjuntivas, proposto neste artigo, € compostamétodo geral. Na implementacgao
de duas etapas?)ilutilizam-se, em primeira computacional do algoritmo programacao |,
instancia, as proposicdes tedricas deefetuamos o célculo de dois vetores L1J[i] e
CARLIER (1978, 1984) para arbitrar o maior Ln[i], em que L1[i] = I(1,i)) e Ln[i] = I(i,n),
namero possivel de disjungdes no grafono lugar da matriz L, originalmente proposta
associado ao problema;®2em seguida, por CARLIER (1978, 1984). Isto foi
implementa-se o célculo das penalidades deealizado pois a matriz L ocupa
GONDRAN & MINOUX (1985), descrito no  excessivamente a memoria do computador e
algoritmo programacao |, para resolucdo dascompromete a resolucdo de problemas com
disjungbes que ndo puderam ser arbitradasnais de uma centena de nos.
por meio das proposicoes.

algoritmo programacao Il
Ay = conjunto das operagdes que antecedem a opéracéo
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Sk = conjunto das operagdes que sucedem a operacao k

r = indice ou numero da maquina

C, = clique de disjungéo da maquina r

€ = conjunto dos nos, pertencentds, &jue podem ser entrada

b, = conjunto dos ndés, pertencenteS, &ue podem ser saida

L1[k] = comprimento do caminho maximo indo do nad.no k

Ln[k] = comprimento do caminho maximo indo do ndkno n

para todaC, fazer

C =6 =4

fim para

engquantoexistir uma disjuncéo nao arbitrafdaer

para toda operacao tazer

calcular L1[k] e Ln[k] (BELLMAN, 1958)

fim para

para toda cliqueC, fazer

calcular a avaliacdo utilizando o teorema paraiag@b da duracéo de programacao

fim para

para a clique que possui a maior avalia¢aper aplicar a proposicao 1

seé, e, ndo sdo vaziosntdoaplicar as proposicdes 2, 3,4,5e 6

fim para

para toda clique que possuir apenas dois elemdat®s aplicar a proposi¢ao 7

fim para

sefoi possivel arbitrar alguma disjungéotéo arbitro:=true

sendoarbitro:=false

se arbitro = false entdo aplica-se o algoritmo programacdo | (GONDRAN &
MINOUX, 1985)

arbitro:=true

fim se

fim enquanto

fim algoritmo programacéo Il

5. Comparacao dos Algoritmos

mas computacionais notacdo utilizada nas Tabelas 1 e 2 é a

correspondentes aos algoritmos seguinte: m = nimero de maquinas,
programacao | (calculo das penalidades) e llp = nimero de pecas, nbndés = numero total
(célculo das proposicbes e das penalidadesjle nés do grafo, nbdis = numero de
sobre exemplos da literatura, s&o disjuncGes no grafo disjuntivo iniciaf, =
apresentados na Tabela 1. Um estudaduracdo da programacéa, = tempo de
comparativo de desempenho, entre ocalculo (cpu) em segundos, em um
algoritmo programacéo Il e um método microcomputador IBM-PC 486, 75 MHz, 8
exato, € fornecido na Tabela 2. Os MBRAM, * = tempo de célculo inferior a
programas computacionais programacéo | eum segundo.
Il foram escritos em linguagem Turbo- A Tabela 2 mostra a duragdo da
Pascal e estdo implantados em umprogramagdo das operacdes e 0s respectivos

Os resultados obtidos com os progra- microcomputador IBM-PC compativel. A
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tempos de calculo (cpu), em segundos, para 0 Os resultados obtidos apresentam, em
programa correspondente ao algoritmomédia, um erro de 5,4%. Para os exemplos 8
programacdo Il e para o0 programa e 12 foi possivel obter a solugdo 6tima; para
desenvolvido por CARLIER & PINSON o exemplo 14, que é constituido de 950
(1989), com base no método de separacao disjuncdes, o erro foi de 13,5%, sendo este 0
avaliagcdo, para determinagcdo da solugcdanaior de todos. Uma alternativa interessante
otima. Deve-se observar que CARLIER & para melhorar o resultado de exemplos
PINSON (1989) utilizaram um computador como este, seria realizar uma busca na
PRIME 2655 em seus experimentos. vizinhancga da solugc&o encontrada.

Tabela 1: Resultados Obtidos

Algoritmo | Algoritmo I
Exemplo p m nbnods nbdis f T f T
1 3 2 8 6 31 * 31 *
2 3 4 14 12 34 * 32 *
3 4 3 14 18 27 * 27 *
4 3 4 13 10 105 * 105 *
5 4 3 14 18 31 * 31 *
6 3 2 8 6 8 * 8 *
7 5 4 15 15 13 * 13 6
8 11 5 57 275 7534 2 7038 6
9 12 5 62 330 8848 3 7725 9
10 14 4 58 364 8736 2 8247 10
11 7 7 51 147 6829 * 6749 2
12 6 6 38 90 57 * 55 1
13 10 10 102 450 1040 5 1040 19
14 20 5 102 950 1323 19 1323 62
Tabela 2: Estudo Comparativo
Exemplo Algoritmo Il Solucéo Otima
f T f T
8 7038 6 7038 41
9 7725 9 7312 14
10 8247 10 8003 64
11 6749 2 6558 53
12 55 1 55 1
13 1040 19 930 17985
14 1323 62 1165 1448

6. Conclusao e Comentarios
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despeito da atencdo consideravel da- Outras técnicas podem contribuir para a

da em periédicos de pesquisa opera-continuidade e o desenvolvimento deste

cional aos modelos de programacaotrabalho, notadamente a introducdo da
inteira para o tratamento de problemas dedecomposicdo espacial e/ou temporal para o
sequenciamento, programacgéo da producao gatamento de problemas de porte enorme,
rotas, estes tém apresentado uma utilizacdoa linha dos trabalhos descritos em
bastante limitada. Uma razdo para isso é qu¥ AMAMOTO  (1977), PORTMANN
tais modelos frequentemente ignoram algu-(1988), MEGUELATI (1988) e FERREIRA
mas variaveis importantes associadas aofIBEIRO & PRADIN (1991), integracdo de
ambientes reais de programacdo deum sistema especialista para a tomada de
operacdes. A outra razdo é devida ao tempalecisdo quando da resolucdo de disjungdes
computacional demasiadamente alto exigidocriticas, introducdo da técnica de busca em
para a resolucdo destes modelos evizinhanga e a utilizagdo da computacao
apresentacdo de uma solugédo. O tratamentparalela, com o objetivo de diminuir o
do problema de programacdo de operacbesempo de calculo e aumentar o numero de
com restricdes disjuntivas via teoria dos possibilidades de solugdes a serem
grafos combinada com procedimentos exploradas, no caso dos problemas reais da
heuristicos € uma alternativa de solucdo cujandustria. O trabalho de OLIVEIRAet al.
engenhosidade tem demonstrado eficiéncia €(1994) é pioneiro nesta linha de pesquisa e
assim, pode constituir uma alternativa para aos testes realizados, bem como os resultados
implementacdo de pacotes computacionaiobtidos nessa pesquisa constituem uma
com o objetivo de utilizd-los em tempo real perspectiva animadora.
nas industrias.
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SCHEDULING WITH DISJUNCTIVE CONSTRAINTS

Abstract
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The job shop scheduling problem consists of detengiia sequence of jobs to be proc-
essed on each of the available machines such hieas¢hedule time is minimized. The parts
are processed in accordance with a prespecifiethrtelogical ordering and the required
processing times of the operations pertaining toheb are known. In this paper we study
the job shop scheduling problem in two ways, namelgger programming and graph
theory. A computational program based on graph mhesas developed and tested. This
program allows us to solve efficiently several egkas, despite the non-polynomial nature of
the problem studied.




