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Resumo

E desenvolvido um método simples e eficiente paslegdo de parametros (tamanho de amostra,
intervalo de tempo entre amostras, e largura daositis de controle) para graficos d¥ para
controle estatistico de processos, que fornece;8ehidtimas em termos da relagédo entre a rapidez
de deteccdo e os recursos alocados a inspecao.t@dmé superior a procedimentos baseados em
propriedades estatisticas do grafico (tais combdRL) e a adocdo de valores empiricos gerais, e hao
apresenta as dificuldades de implementacdo dosdogteconémicos€onomic design ndo requer
dados dificeis de obter ou estimar nem programasodgputador para solucdo. Os resultados obtidos
diferem de alguns resultados bem difundidos naalitea; mostra-se que os Ultimos sdo subotimos,
por serem baseados em modelos que desconsideraett@spmportantes do problema. Uma
contribuicdo adicional do método é o tratamentoliep e detalhado de restricbes opcionais ao
tamanho de amostra e/ou ao intervalo de tempo earestras. A simplicidade do método o torna
viavel para implementacdo em qualquer ambientandém apropriado para a sala de aula.

Palavras-chave: grafico deX , gréaficos de Shewhart, controle estatistico de qasso, controle
estatistico de qualidade, projeto de graficos detoale.
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1. Introducéo

implementacdo de graficos de Shewhart

/ \para controle estatistico de qualidade de um
processo traz inevitavelmente consigo a questao

do projeto {esign do grafico, i.e., da selecdo
dos valores para os parametros(tamanho de
amostra),h (intervalo de tempo entre amostras
consecutivas), €L (distancia dos limites de

controle a linha central do grafico, em namero
de desvios padrao da estatistica consider®da:
R, S p, ¢, ou outra).

Como em todo teste estatistico, o problema é

de um compromisso entre: a) o poder do grafico

em detectar descontroles no processo (mudancas

no valor médio da caracteristica de qualidade de
interesse), b) a frequéncia de ocorréncia de
alarmes falsos (sinalizacdo de um descontrole
pelo grafico quando na realidade o processo esta
em controle), e ¢) o gasto com inspecéo.

Quanto menoi, maior o poder do gréfico

(probabilidade de detectar um descontrole), mas
maior também a probabilidade de alarme falso;
para melhorar o poder do grafico sem aumentar a
freqiéncia de ocorréncia de alarmes falsos, é
preciso aumentam — 0 que, porém, aumenta o
gasto com inspecao. Quanto ao valohdeste

ndo afeta nem o poder do grafico nem a
probabilidade de alarmes falsos, mas altera os
temposaté a deteccdo de um descontrole, e até a
ocorréncia de um alarme falso. Evidentemente,
h& também restricdes de ordem pratica e custos
associados ao valor dé. Estes midltiplos
objetivos e restricbes, de minimizar (ou limitar)

0 tempo até a deteccdo, a incidéncia de alarmes
falsos e os gastos com inspecdo, tornam o
projeto de gréaficos de controle um problema nae
trivial de otimizac&o.

As abordagens adotadas para solucdo deste

problema podem ser classificadas em 3 grandes
categorias:

empiricas adotando para 0s parametros
valores que, em grande parte dos casos,
fornecem bons resultados. Escolhas tradicio-
nais paraL e n sdolL=3 en = 4 ou 5
(MONTGOMERY, 1991, 1997). Quanto ao

intervalo de tempo entre duas amostras, nao
existe um valor estabelecidoTHe heuristic
usually attributable to Shewhart (...) samples
once every hour for high-volume processes
(SANIGA, 1989); samples (...) taken fairly
frequently  (DUNCAN, 1986, apud
SANIGA, 1989); frequent enough to detect
the effect of special causes while the special
cause itself can still be identified. (...) as a
rule of thumb you should average about 1 out
of control point per (...) 25 groups
(PYZDEK, 1990). Os inconvenientes desta
abordagem sdo Obvios: valores gerais néo
consideram a especificidade de cada situacao;
nem sempre proporcionam um bom desem-
penho, e s6 por acaso otimizardo o uso dos
recursos.

estatisticas n e L sdo selecionados segundo
medidas de desempenho estatistico do grafi-
co, tais como a probabilidade de alarme falso,
a probabilidade de ndo-deteccdo, olRL
(average run length— valor esperado do
namero de amostras extraidas desde a ocor-
réncia de um descontrole até a sua sinalizacao
pelo grafico. As principais limitacdes desta
abordagem séo: o fato de ela n&o produzir
indicagcbes para a escolha do valorhde a
consequente subotimizagdo dos resultados
obtidos, devido a ndo consideracdo da possi-
bilidade de se “jogar” com o valor depara,

por exemplo, acelerar a deteccdo de um
descontrole sem aumentar o tamamhala
amostra. Em outras palavras, a abordagem
estatistica ndo considera todas as alternativas,
por ndo considerar todas as dimensdes do
problema.

econdmicas este tipo de abordagem procura
levar em conta todos os elementos do pro-
blema que resultem em alguma forma de
custo, incluindo varios elementos que ndo séo
considerados explicitamente nas outras
abordagens (tais como o custo de investigar
a(s) causa(s) de um descontrole, o custo de
um alarme falso, e a distribuigcéo de probabi-
lidades do tempo que o processo permanece
em controle), e combina-los em uma Unica
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funcdo-objetivo, a ser minimizada: o custo
total por unidade de tempo (que seria, em
dltima instancia, o critério do cliente). Em -
tese, portanto, esta abordagem é superior: a
mais completa e rigorosa. Na pratica, porém,
raramente é utilizada, devido ndo s6 a com-
plexidade dos modelos resultantes e a neces-
sidade de programas de computador para sua
solucdo, mas, principalmente, devido a difi-
culdade de se obterem todos os dados neces-
sarios (como quantificar, por exemplo, o
custo de um alarme falso?). Além disso, 0s
modelos, ainda que matematicamente sofisti-
cados, simplificam certos aspectos do pro-
blema real, produzindo por vezes solucdes
“Otimas” inaceitaveis na pratica (ver discus-
sbes em: WOODALL, 1986, que inclusive
fornece um exemplo cuja solucdo 6tima

as alternativas de combinacdo de valores de
todos os parametros; e

elimina os problemas de implementacdo dos
métodos econdmicos, ao mesmo tempo que
considera, implicitamente, os elementos de
custo usualmente tidos como os mais relevan-
tes: o custo de inspecéo (ao utilizar a intensi-
dade de inspecdo como critério) e o custo de
produzir em condicbes degradadas (por
intermédio do critério do tempo até a detec-

¢do). E o terceiro critério levado em conta

pelo modelo — o nimero médio de amostras
até um alarme falso — provavelmente é mais
adequado para o usuario do queusto de

um alarme falso, que, como visto acima, pode
levar a solucbes inaceitdveis em termos de
freqiéncia de alarmes falsos.

O presente artigo se concentra no projeto de

produziria um alarme falso a cada 3 amostrasgraficos de X, isoladamente. No entanto, a

e em KEATSet al, 1997). SANIGA (1989),

andlise aqui apresentada pode se aplicar a outros

entre outros, propde solu¢bes para este tipgraficos, ou conjuntos de graficos. A Secéo 8
de problema, mas nao para as demais dificulmenciona extensdes pretendidas nesta direcao.

dades de implementacéo destes modelos.
Héa ainda abordagens hibridas ou intermediéz

Modelo Matematico

rias, como veremos na Secéo 7.

Este artigo prop6e uma abordagem que{ _uponha-se um processo de produgéo discre-
procura reduzir os inconvenientes das acim to, com uma caracteristica de qualidade
citadas, e que define objetivos e restricdes emumeérica e continu&. A intervalos regularmen-
termos dos seguintes critérios: a) o tempo médite espagcados deunidades de tempo, é extraida
até a deteccdo de um descontrole, b) o nimerama amostra da itens, e as sucessivas medias
médio de amostras até um alarme falso e c¢) amostrais X; sdo plotadas em um gréafico de
intensidade de inspecdo (nimero de medidas p@hewhart para médias (“grafico de”). Supde-
unidade de tempo) alocada ao esquema dge ainda que as medidasXiem itens consecu-
controle. tivos sejam i.i.d., com médja e desvio padrédo

Acredita-se que seja facil para o usuario dos, . Suponha que 0 processo esta sujeito a
gréficos exprimir seus objetivos e restricbes podescontroles, na forma de deslocamentos
meio destes critérios. O modelo leva (como seré&ruscos ghift§ em sua média. Um pont ;
mostrado) a procedimentos simples e diretogora do intervalo definido pelos limites
para o projeto do grafico. Assim, a abordagemu+L g/ v(n) e Loy v(n) é interpretado como
proposta: sinal de que o processo esta fora de controle.
- é obviamente superior a adogcdo cega d€hamando dgs o valor da média apos shift,
valores empiricos gerais; defina-sed=|t4-to|/0s . Obviamente o poder do
€ mais vantajosa que a utilizagdo de critériogyrafico (probabilidade de um descontrole ser
meramente estatisticos (baseados por exensinalizado em uma amostra) é fungéo do valor de
plo no ARL), pois, ao contrario destes, con- d. Assim, para o projeto do grafico, requer-se
templa o intervalo de tempo entre amostras @ue o0 usudrio seja capaz de indicar qual o valor
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d de interesse: a magnitude do afastamento diadicados quando se quiser chamar a atencdo
média em relacdo ao valor-alvo que se torngara as dependéncias funcionais.

significativo para a qualidade do processo. Este Assume-se ainda que: o tempo para tirar uma
valor d pode ser definido com base em consideamostra é muito inferior ah, e portanto,
racOes de capacidade de processo. Por exempldesprezivel; o numero de unidades de cada
d pode ser definido como o afastamento daamostra,n, € muito menor que o numero de
meédia que resulta em uma propor¢c®y,  unidades produzidas no intervalo de terhpe a
considerada intoleravel, de itens ndo conformegrobabilidade de ocorrer um descontrole durante

produzidos. Se a caracteristiapossuir distri- a retirada da amostra € desprezivel.

buicdo normal, entdd pode ser calculado por Duas condicdes adicionais sédo requeridas
d = Zoey- D1 P (1) para a relevancia pratica da solucao:
— Lesp” ~ Fint
AATS<<MTIC (6)

onde zsw, € a distancia do(s) limite(s) de

especificacdo ao valor-alvo,® é a funcdo de onde MTIC, que depende do processo, € o tempo

distribuicdo normal padrao acumulada. médio até a ocorréncia de um descontrole (tem-
Supde-se que ha um limite maximo de recur{o medio entre 2 descontroles consecutivos); e

sos de inspecdo que se esta disposto a investir, AATS<<ARLy.h 7)

na forma de um numero maximo de itens a

serem inspecionados por dia (KEATS al, Esta segunda condicdo equivale a requerer

1995, citam como um exemplo de razdo par§lué © poder do gréafico — probabilidade de

este limite a baixa disponibilidade de inspetoregieétectar um descontrole — seja muito maior que

ou aparelhos de medida, que sdo compartilhaddd Probabilidade de alarme falso.
pOr OULrOS Processos). Estas duas condi¢Ges, por dependerem de

Definam-se as seguintes variaveis: AATS s6 podem ser verificadas apos a solugéo,

AATStempo médio entre a ocorréncia de um mas na pratica € razoavel assumir que a solugao
descontrole e a sua sinalizacso pelo grafi- 0tima do problema as satisfaz. Com efeito, €

co (deteccaalo descontrole), facil verificar, examinando as solugdes obtidas,
r intensidade de inspegdo (ntimero de itens N@ S€¢do 4, que elas satisfazem a (7). Quanto a

inspecionados por unidade de tempo), da- condi¢do (6), como ela depende &&TIC,

da por dependera de cada processo, mas ndo s6 na

—n/h 5 préatica é razoavel — como ja foi dito — esperar
r=n (@) que seja satisfeita, como também veremos adian-
ARLy. nmero médio de amostras observadas atée uma formulagéo alternativa (“dual”) do pro-

a ocorréncia de um alarme falso. blema, em que esta condi¢do pode ser for¢cada.
O problema de projeto 6timo do grafico pode  Assume-se ainda qu¥ tem distribuicdo de
entéo ser formulado como: probabilidades normal (portanto, ¥en&o tiver
min AATSd,L,n,h) 3) djstribuigéo _normal_, ?S resultados obtidos conte-
d,L,n,h rdo alguma imprecisdo para pequenas amostras).
sujeito a Definam-se as seguintes variaveis aleatérias
(ver Figura 1):S o tempo decorrido entre a
M= Tmax (4) extracdo da ultima amostra anterior ao descon-

ARLy = ARLgmin (5)  trole e o descontrole £3<h); RL, 0 nimero de
. . amostras extraidas entre a ocorréncia de um
Os dados sadl, rma € ARLgmin ; @s variaveis ) o Lo
max Lomin descontrole e o sinal emitido pelo graficol®

de decisdo sdlo, n eh. . -
~ ~ .0 tempo entre o descontrole e o sinal. Entao,
Para ndo sobrecarregar a notacdo, daqui em

diante os argumentod, L, n e h s6 seréo TS=(RL)h-S (8)
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Ultima

" primeira SINAL!
arr:os_ ra amostra apés o (RL-ésima amostra apos
anterior ao descontrol descontrole o descontrole)
descontrole‘\ * {

1.' . ? P ° o o o * —

t-2h t-h t t+h t+2h t+(RL)h tempo

h

S TS
(RL)h

Figura 1 — Eventos no controle de processo e iluaffdo da férmula (8)

O tempo médio entre o descontrole e o sinalres fixos ded e n, quanto menoik, menor o
AATS é o valor esperado d& valor de ARL(d, n, D) e, portanto, da funcéo-
AATS= E(TS =hE(RL) - E©S (9) objetivo AATSem (12). Por outro lado, a restri-
¢ao (5), ARL = ARLg,i,, determina um limite
inferior para o valor dd.. Assim, a solucdo
E®S L/h/2 (10)  o6tima possuiL tdo pequeno quanto admissivel
por esta restri¢cao, e isto ocorre quando

E usual aproximar a média 8eor:

O argumento € que, de << MTIC (o0 que

decorre de (6)), entdo o valor da densidade de ARLy = ARLg - (13)
probabilidade do temppaté o descontrole varia

pouco entret e t+h, para qualquert. Em De (11), fazendod=0 e ARL(0, L, n)=
conseqiiéncia, a densidade de probabilidade deARLomin, chega-se faciimente a
condicionada a que o descontrole tenha L =- & {1/(2 ARLom)] (14)

ocorrido entre t e t+hé aproximadamente

uniforme; neste caso, B(é aproximadamente ~ Assim, a restricio (5) do problema,

igual at+h/2. Fazendot igual ao instante da ARLy2 ARLyy,, fixa o valor deL.

Gltima amostra anterior ao descontrole, por ComL ed prefixados, o valor dAATSem

definicdoS= r-t, 0 que implica em (10). (12) se torna fungéo apenasrdeh. Para deixar
Quanto a ERL), chamado comumente de (12) explicitamente em termos da intensidade de

ARL, é de conhecimento geral que, para dnspecdor=n/h (que € um dos elementos do

grafico deX , ele é dado por: problema), pode-se multiplicar ambos o0s
1 membros porr, obtendo, apds substituir, no
ARL(,L,n) = membro direitorh porn:

1- (L —d+/n) + D(-L -dy/n) ah

Substituindo entdo (10) em (9), eREj por
ARL, chega-se a: Esta equagdo (15) mostra trés coisas impor-

tantes:
AATSd, L, n, h) = [ARL(d, L, n) - 1/2].h (12) 1) Supondd el fixos, para qualquar, AATSé
Para reduzir as dimensGes do problema, um inversamente proporcional a intensidade de
exame de (11) mostra que, para quaisquer valo- inspecaa e vice-versa.

AATS . (n, r).r = [ARL(d,L,n)-1/2].n (15)
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2) Portanto, qualquer que seja o valor 6timocom uma dada intensidade de inspecéo fixa, e
paran, ny, a solucdo otima tem=rp,e (da menor a intensidade de inspec¢@o necesséria para
defini¢cdo de) obter umAAT Spré-especificado.

O modelo foi desenvolvido sob a hip6tese de
gue O processo se inicia em controle, mas sera
valido também para o caso em que ele se inicie
€ obtido minimizando a fungao fora de controle, desde que se adote como

ga.(n) = [ARL(d,L,n) - 1/2]n (17) instante da primeira amostta= h/2 — o que,
i alias, é recomendavel como protecdo adicional
que € o segundo membro de (15). O problema, ;o possiveis problemas no inicio do

reduz-se ent&o a um problema de mm'm'za'processo. Isto deveré ser feito a cada reinicio do

Not= Not/M'max (16)

3) Parar fixo (e igual amay, 0 minimo deAATS

¢do de uma funcdo de uma variave), (
parametrizada emhe L.
Antes de prosseguir,

processo e do esquema de controle.

observemos que O

problema poderia ter recebido outra formulaggo3- Solucdo do Modelo

dual & descrita por (3), (4) e (5). A saber,

) n
minr = — 18
b (18)

sujeito a

AATHd,L,n,h) < AATS, . (19)

ARL; = ARLymin  (20) (5repetidg

Um exame de (15) mostra que este problem

se reduz ao mesmo problema central que o pr
blema “primal” representado por (3), (4) e (6):
€ determinado da mesma maneira, por (1d)ée
determinado pela minimizacdo dgn), que
levard, para um mesnth a um mesmo valor de
Nt que o problema “primal”. Apenaf, no
problema “primal”, sera determinado por (16),

enguanto que, no “dual”, sera determinado por
hot = NG AAT Shax /9(Ney) (22)

(pois para minimizarr=g(n)/AATS é preciso
fazerAATS=AATS,y), OU por
hot = AAT S/ (ARL(N,)-0,5) (22)

(obtida de (12), fazenddATS = AATS.).
A funcéo g(n), portanto, € uma medida da

razao custo/beneficio de cada projeto (custo: de

inspecdo, medido em termos den/h; benefi-

cio: em termos da “rapidez” de deteccdo, medida

pelo inverso d&AATS. Quanto menog(n), mais
eficiente o projeto: menor AATSque se obtém

Fixadosd elL, o fato de que é inteiro e que
razdes de ordem prética limitam seu valor,
eliminam a necessidade de qualquer método
dindmico de busca do 6timo: € mais simples e
imediato calcular exaustivamente o valor da
fungdo g(n) paran=1 atén=30, 50 ou 100, e
simplesmente selecionar o menor valor obtido.
A Tabela 1 apresenta os valoresrdétimo

gm funcdo del para os limites de controle no
ovalor consagrado de=3. Para outros valores de

L, tabelas e graficos semelhantes podem ser
levantados pelo procedimento acima descrito.
Contudo, a escolha de=3 néo representa um
mero empirismo, mas se justifica por:

Imprecisdo inerente na determinacdo da
relacdo entrdRL, eL: quando néo se conhe-
ce com certeza a distribuicdo de probabilida-
des da caracteristica de qualidaemesmo
que o Teorema do Limite Central garanta
normalidade aproximada de X, a regido
externa aos limites de controle corresponde a
cauda da distribuicdo, onde, em razdo da
ordem de grandeza dos valores da densidade
de probabilidade, os erros de aproximacdo se
tornam proporcionalmente mais significati-
vos. Neste caso, torna-se um preciosismo
inatil tentar calcular por (14) um valor preci-
so para. com base numMRLgmin ideal.
Imprecisdo inerente na definicdo A& Lomin
pelo cliente: mesmo quando se pode estabe-
lecer com precisédo a relagao eritre ARLy,
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Tabela 1 —n 6timo, ARL eg, versus dpara L=3

d Mot ARL(No) 9(Noy) d Nt ARL(No) 9(Noy)

0,4 100 1,19 68,86 2,3 3 1,19 2,08
0,5 64 1,19 44,07 2,4 3 1,14 1,92
0,6 44 1,20 30,60 2,5 3 1,10 1,80
0,7 33 1,18 22,49 2,6 2 1,33 1,66
0,8 25 1,19 17,21 2,7 2 1,26 1,52
0,9 20 1,18 13,60 2,8 2 1,20 1,41
1,0 16 1,19 11,02 2,9 2 1,16 1,31
11 13 1,20 9,11 3,0 2 1,12 1,24
1,2 11 1,20 7,65 3,1 2 1,09 1,18
13 9 1,23 6,53 3,2 2 1,07 1,14
14 8 1,20 5,62 3.3 2 1,05 1,10
15 7 1,20 4,90 3.4 1 1,53 1,03
1.6 6 1,22 4,31 3,5 1 1,45 0,95
1,7 6 1,14 3,84 3,6 1 1,38 0,88
1,8 5 1,18 3,40 3,7 1 1,32 0,82
1,9 4 1,27 3,08 3,8 1 1,27 0,77
2,0 4 1,19 2,75 3.9 1 1,23 0,73
2,1 4 1,13 2,52 4,0 1 1,19 0,69
2,2 3 1,26 2,29 5,0 1 1,02 0,52

€ possivel que a nocdo do limite toleravel Para eliminar a necessidade de calcular o

paraARLy ndo seja precisa (principalmente sevalor de ARL(n) para entrada em (22), ou de

for dificil quantificar os custos de um alarme g(n), para entrada em (21), estes valores sdo

falso). também fornecidos na Tabela 1, para cada par
- Na préatica, porém, qualquer que seja a(d, n.(d)).

distribuicdo deX , a probabilidade de obter Parad < 0,7, os valores 6timos pangpodem

um ponto fora dos “limites deo3 (L=3) com  ser proibitivamente altos. Para estes valored; de

d=0 é suficientemente baixa para isto sera Tabela 2 fornecARL(n) e g(n) paran=30 e

interpretado como um sinal de descontrole dn=25, a fim de mostrar a sensibilidade da

processo, e para garantir UkiRLy aceitdvel. solucéo a substituicdo aeg, por estes valores de

Esta questdo é bem discutida em WHEELERn. Casos de restricbes ao valor deserdo

(1995). tratados adiante (Secao 5).

Com a adocédo de=3, e definido a relevan-
te, o valor 6timo paran, n pode ser lido
diretamente da Tabela 1. Determinagg pode-
se calcular o valor 6timo db, hy,: na forma Suponha gue d de interesse é 1,2. Pdra3,
“primal” do problema hin AATS s.a. K Iy, a Tabela 1 fornece, padsl,2,n,=11. Para
h.t€ dado por (16); na forma “dual” do problemater um exemplo do ganho de eficiéncia que o
(min r s.a. AATSs AATSw), hee pode ser método proposto proporciona em relagdo ao uso
calculado tanto por (22) como por (21). de valores empiricos, comparemos os desempe-

4. Exemplos Numéricos e Discusséo
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Tabela 2 — Projetos alternativos paral pequeno

d n =30 n=25
ARL(30) 0(30) ARL(25) 9(25)
0,4 4,78 128,4 6,30 145,1
0,5 2,52 60,59 3,24 68,53
0,6 1,63 33,69 2,00 37,50
0,7 1,25 22,60 1,45 23,66
nhos que o valor 6timp=11 e o valor tradicio- Outra maneira ainda de ver a questdo é a

nal n=4 proporcionam para o grafico. J& foi visto seguinte: suponha a intensidade de inspecéo

queg(n) € uma medida da eficiéncia do gréfico. fixa: r=r, (problema “primal”, definido por (3),

A tabela na Figura 2 mostra qgéll) = 7,65, (4) e (5)). Se a decisdo for entre as alternativas:

enquantg(4) = 12,59. (@): n=4, h=4ky e (b): n=11, h=11ky , a
Suponha que se quer minimizar (forma  alternativa (a) terAATS = 3,15(4/o) = 12,6f,,

“dual” do problema, dada por (18), (19) e (20)),e a alternativa (b) terAATS = 0,7(11rp) =

e que o limite de tolerancia pad&ATSEAATSax 7,7k Portanto AATS = 0,61AATS . Para ter

= 2 horas. Entdo, com=4, ARL=3,65 (pela um exemplo numérico, suponha-se que se

tabela na Figura 2), e (de (1HATS= (3,65- definiury = 4 itens por hora: a alternativa (a)

0,5)h; isto leva ah = AATS./3,15 = 0,64 horas, serian=4, h=1 hora, e teriddAATS = 3,15 horas

ou 38 minutos. A intensidade de inspeg¢és (189 minutos); a alternativa (b) seria=11,

n/h= 4/0,63 = 6,32 itens/hora. h=11/4 horas (2 horas e 45 minutos), e teria
Comn = 11 (projeto 6timo),ARL = 1,20, AATS = 1,93 horas (115 minutos).

AATS= (1,20 - 0,5n, o que, para produzir o mes- « Continuando no mesmo exemplo: caso este

mo AATSde 2 horas, requdr = AATS,,/0,70 = AATSde 115 minutos seja considerado ina-

2,86 horas, ou 171 minutos; a intensidade de ceitavel, e se esteja disposto a aumentar a

inspecéo serd r = 11/2,86 = 3,85 itens/hora. A eco- intensidade de inspec¢édo para reduzi-lo, entéo,

nomia de recursos tera sido de 100(1-3,85/6,32)% o fato de o tamanho de amostra 6timo ser

= 39% em relacdo atesignempirico. igual a 11 significa que é mais eficiente
O significado do tamanho étimo de amostra reduzir h que aumentam. Por exemplo,

Nt pode ser ainda ilustrado pelo seguinte suponhamos que se estd disposto a dobrar a

exemplo: suponha que se esteja operandottom intensidade de inspecdo: manteridinalte-

= 171 minutos en = 4 (mantenha-se=1,2 e rado e dobrandon (i.e., fazendon=22),
L=3): pela formula (12)AATSseria igual a 3,15 obtém-seAATS= 5,54f(83 minutos); porém
h = 9 horas. Caso se queira redweATSpara 2 mantendon=11 e fazenddh=11/8 horas, o
horas mediante uma reducédo bBrimantendon AATSse reduz a 3,83/(58 minutos).

fixo no valor ndo étimon=4), sera necessario
reduzirh a 2/9 do seu valor, 0 que fazrescer 5
4,5 vezes. No entanto, chega-se a0 meSAIDS
mantendoh constante e aumentandopara o
valor 6timon=11, o que equivale a multiplicar E.Até aqui se tratou do problema sem
(e portantoy) por apenas 2,75. A razao entre a restricbes explicitas aos valoresrdeu h.
intensidades de inspecédo resultantesContudo, é usual haver razbes de ordem pratica
(=(2,754/4,50)=0,61) €é a mesma razdo ou mesmo tedrica impondo tais restricdes. Por
g(11)/g(4): eficiéncia relativa entre os projetos. exemplo, 0 uso de um grafico &ou deS em

. Problema com Restricbes Adicionais a
e/ouh
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n ARL g(n)
1 27,8: 27,3:
2 10,3¢ 19,77
3 5,61 15,3:
4 3,68 12,5¢
5 2,6¢ 10,81
6 2,1C 9,61
7 1,7¢  8,7¢
8 1,5 8,2t
9 1,38 7,9C
10 1,27 7,71
11 1,2C 7,6t
12 1,142 7,6¢
13 1,1C 7,82
14 1,07 8,0z
15 1,08 8,2¢
16 1,0 8,6C
17 1,0z 8,9t
18 1,0z 9,3¢
19 1,01 9,7¢
20 1,01 10,1¢
21 1,01 10,6
22 1,0C 11,0¢
23 1,0C 11,53
24 1,0C 12,0¢
25 1,0C 12,52
26 1,0C 13,0z
27 1,0C 13,52
28 1,0C 14,01
29 1,0C 14,51
30 1,0C 15,01

g(n)
g(n) = AATS.r, parad=1,2e L=3
30,00
°
25,00
20,00 ()
°
15,00 °
°
°®
° [ ]
°
°
o [ ] ®
10,00 . °®
°, v ®
®ge00®
5,00
0,00
0 5 10 15 20 25 30

Figura 2 —g(n) e ARL(n) para d=1,2 eL=3

conjunto com o grafico dé&<, que é o procedi- procedimentos sofisticados (demorados) de
mento usual, requer, para bom desempenhmedi¢cdo, ou que requeiram ensaios destrutivos.
daquele, quen seja no minimo igual a 4 Finalmente, a interferéncia da extracdo de uma
unidades. Por outro lado, algumas situagbesmostra sobre a operacdo do processo, ou ainda
tipicas que limitam o valor maximo admissivel a existéncia de uma correlacdo ndo desprezivel
para n sdo: limitacbes na taxa de producdo,entre medidas d&X proximas no tempo (mesmo
dificuldades operacionais de se separar umaue medidas individuais, d¢ possam apresen-
amostra de mais den. itens de uma vez, tar variabilidade razoavel) podem exigir um
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espacamento temporal minimo entre duas cada valor del, uma tabela e grafico como na
amostras consecutivas. Estas situacdes resultam Figura 2; em seguida, em cada uma destas
nas seguintes restricbes, isoladamente ou em tabelas, determina-gg4(d): o valor den que

conjunto:nN = Npin, N < Nyax, €= g produz o menor valor pamgn) para aquele
A andlise do problema com tal tipo de restri- valor ded. Estes paregl(ny(d)) constituem a
¢Bes requer o exame da forma da furg@® e o tabela.

estudo detalhado de 7 casos diferentes, cada um De posse da tabela, 0 uso do método se torna
dos quais se subdivide em duas ou maigxtremamente simples:

situacBes. Esta analise pode ser encontrada em Entrando cond na tabela, obter o valor étimo
EPPRECHT & SANTOS (1998). Por falta de  den para o problema “irrestrito”; chamar este
espago, aqui sdo apresentados apenas 0s proce-valor den*;

dimentos para solucdo em cada caso (ver Quadro Se ndo houver restricdes ao valomnadei h:

1). Estes procedimentos fazem referéncia a duas ¢ ng =n*;

férmulas ainda néo apresentadas, que sao:  calcularh, da seguinte maneira:
« na forma “primal” do problemah, =
Niin = Mmabimin (23) Nod Fmax(fOrMula (16)).
« na forma “dual”:h, pode ser calculado
o= mir{n | ARL(n) < AT Shax +1j (24) tanto  por Ny = NeAATS/g(No)
Poin -~ 2 (formula (21)) como pohy = AATS-

ma! (ARL(N,y)-0,5) (férmula (22)).
6. Uso do Método » Se houver restricdesmae/ou ah, a solugéo é
dada, conforme o caso, pelo Quadro 1.
procedimento para uso do método nas Em qualquer caso, uma vez determinades
pratica € sintetizado objetivamente abaixo. h, r é dado porr=n/h, e AATS por

O usuario deve especificardade interesse (que AATS=g(n)/r, ou porAATS(ARL(n)-0,5h.

pode ser determinado pela férmula (1) — verOBS.: g(n) e ARL(n), se ndo forem dados pela

discussdo na Secgdo 2 deste artigo)ARL, tabela, sdo calculados por (17) e (11).

tolerado ARLymip); € um limite maximo para Mesmo que o usuério ndo saiba especificar

(rmay — oOu, alternativamente, pardATS valores paraAATSax OU I'hee ainda assim o

(AATS). Opcionalmente, ele pode ainda modelo é aplicavel, e util: basta entrar coma

especificar restricbes adicionais na forma  tabela para obter o valon,; que otimiza a

Nmin €/0UN < Nmax €/0uh 2 hy,ip . Requer-se que o relacdo entreAATSe r. De posse deste valor,

usuario disponha de uma tabela de valores,de g(n,) mostra diretamente a relagéo entre o nivel

em fungéo del, para o problema “irrestrito”, e de recursos de inspecao alocados (representado
para o0 ARLy (ou L) especificado. Aqui se pela intensidade de inspecé@pe o desempenho

recomenda (conforme argumentagéo na Segao @ptido (representado pelATS. Esta relacéo é

adotar L=3 (que forneceARLy=370,4). Neste dada simplesmente p&ATS-g(n,)/r. Alternati-

caso, a tabela d&; € a Tabela 1 apresentada navamente, AATS:[g(n.)/n,dh fornece a relacédo

Secéo 3. Se, contudo, o usuario quiser especifientreh e AATS Isto permite ao usuario examinar

car outro valor parARLy, ele precisara, entdo: toda a gama de opc¢les para decisdo, 6timas em

e CalcularL pela féormula (14), e termos da relacao entPATSer.

» Gerar a tabela paralocalculado. Isto pode Ha ainda um procedimento alternativo para
ser feito em uma planilha eletronica, em 2solucdo: caso se disponha, patamrefixado, de
etapas: primeiro, empregando as férmulasum conjunto de tabelas e graficosg{e) versus
(11) e (17), calcula-sg(n) versusn para n, para diversos valores de(tabelas e graficos
diversos valores dd, de modo a obter, para semelhantes aos da Figura 2 pdsd,2), pode-
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Quadro 1 — Solugéo para o problema com restricde®aralor den e/ouh

(NOTA: n* é o valor 6timo de n para o problema sestas restricdes)

Caso Restricdes Solucao 6tima

A [n2nmin 1. seNmin< N*, N = N*;

sen* < Nminy Not = Nrin;

2. hy € dado por: (16) (forma “primal”)
ou por (21) ou (22) (forma “dual”).

B | Nn<nma 1. sen* < Nmay, Not = N*;

Ser]l’ﬂa)(S n*l nOt = nmax;

2. hy € dado como em A (passo 2).

C | Nmin< N Nyax 1. SeNmin< N* < Npax, Not = N*;
Sen* > Nmax, Not = Nmax;
sen* < Mmin s Not = Niming
2. hy € dado como em A (passo 2).
D |h=hyn 1. Calcularny,:
= problema “primal”: n,;, dado pela férmula (23);
= problema “dual”:n;,;, dado pela formula (24);
Proceder como em A, con},, no lugar deny,.

Calcularn;,;,, como no caso D.
"o U .
Niin= max{ Niin r\”nin}v
Proceder como no Caso A, cam,;, no lugar den;,
Calcularn/;,, como no Caso D
U

se Niin < Nmax. Proceder como no Caso C, cawy,, no lugar denyy,;
sendo:

E |nznm,e
h> hmin

F [n<nmxe

e Ea A L

= problema “primal”:ng = Nmax € ot = hiin;
= problema “dual”: sem solucgdo: é preciso relaxaumig das restr
coes.

G |Nmin< N < npaxe h|1. Calcularng,, como no Caso D
U N

> Ninin 2. seNyin < Nmin: ignorar a restricab > hy,, € proceder como no Caso C;
sendo: proceder como no passo 2 do Caso F.

se, olhando a tabela/gréfico correspondente atnclusive, (24) é resolvida por inspecédo a propria
valor ded de interesse, visualizar imediatamentetabela, desde que ela contenha uma coluna de
0 valor 6timo paran, inclusive no caso com ARLg(n) (observe queARLy(n) € monotonica-
restricdes ao valor d@ No caso de restricdo ao mente decrescente). Uma vantagem adicional
valor deh, caso esta ndo seja satisfeita pelo valodeste procedimento € permitir uma visualizagdo
h calculado para a solucdo Otima, bastamediata da sensibilidade da solucdo ao valor de
determinarn;,, segundo a formula (23) ou (24), n. EPPRECHT & SANTOS (1998) fornecem o
conforme a forma do problema, “primal” ou conjunto de tabelas e curvas par8; em todo
“dual”, e reinspecionar o grafico e/ou tabela.caso, lembremos que este conjunto pode ser
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gerado sem dificuldade (para qualquer valor denadospor unidade de tempr), o objetivo de
L) em uma planilha eletrdnica, usando asWEILER é minimizar o nimero médio de itens
férmulas (11) e (17). inspecionadogntre o instante do descontrole e
O valor hy; obtido parah pode ser pouco a sua deteccdoA semelhanca entre a fungéo

natural (por exemplo, 171 minutos). Caso seA(n) e a funcéog(n) decorre do fato que, na
queira “arredondar” este valor para um valorforma “dual” do problema aqui considerado, ao
operacionalmente mais comodo, entdo, para naminimizar r se minimiza o numero de itens
violar as restricdbes do problema, o arredondainspecionados emualquerintervalo de tempo e,
mento deve ser feito, na forma “primal”, “para em particular, ao se prefix&ATS=AATQ., S€
cima” (aumentandd), e na forma “dual”, “para minimiza o ndmero médio de itens entre o
baixo”. A menos que se considere preferivel, poinstante do descontrole e a sua detec¢éo. Porém
razbes operacionais, relaxar ligeiramente a®s objetivos sao diferentes (0 que é mais eviden-
restricbes. Em qualquer caso, se o arredondade para a forma “primal” do problema, em que se
mento for grande, deve-se reavaliar o valortrata de minimizar tempoaté a detec¢ao).
6timo den. EPPRECHT & SANTOS (1998) Tais constatacdes sdo tanto mais importantes
fornecem uma orientacdo de como fazé-lo, queuanto o critérioA(n) de WEILER (1952) é
aqui é omitida por limitacdes de espaco. difundido. PYZDEK (1990) reproduz, como
recomendacdo de uso, uma tabela de tamanhos
de amostra 6timos segundo aquele critério;
WADSWORTH et al (1986) apresentam o

modelo proposto enquadra-se na categorigrafico de uma familia de curvas één) (que

dos modelosemi-econdmicopara projeto chamam dd(n)) versus ¢ parametrizadas para
de gréaficos de controle, por basear-se endiversos valores d& (a idéia € adotar m
critérios ligados implicitamente aos custos decorrespondente a curva de menor valor pata o
inspecdo e de produzir em condi¢bes degradade interesse); MONTGOMERY (1991, 1997)
das, mas sem considetados os elementos de reproduz este grafico, sem mostrar a relagédo
custo. Outros autores que propuseram modelosntrel(n) e AATS Na ultima edigéo (1997), ele
nesta categoria sdo: WEILER (1952), KEATS inclusive menciona o critériaTS = ARL.hque

7. Comparacgdo com Trabalhos Precedentes

et al (1995) e DEL CASTILLGCet al (1996). € usado por varios autores, entre 0s quais
WEILER (1952) desenvolveu um modelo SANIGA, 1989), mas ndo o relaciond(n).
para, comd e L fixos, minimizar o ndmero Como medida de desempenhd)ATSja foi

esperado de itens inspecionados entre atilizado por outros autores (por exemplo
descontrole e o sinah(n)=ARL(n).n. Chama a COSTA, 1997) com outros escopos que O
atencdo a semelhanga entre esta fungcdo e mojeto 6timo do gréfico (cabe notar que esta
funcdo g(n) aqui consideradas. Ha duasnotacdo — AATS — foi aqui mantida por
diferencas, porém. A primeira € a ndo considerauniformidade com a literatura).

¢&o por WEILER do temp8 entre o instante da Mais recentemente, KEAT®t al (1995)
amostra anterior ao descontrole e o instante ddesenvolveram um modelo para o problema de
descontrole, o que leva a resultados subo6timominimizar o “comprimento médio de producao”
em termos da raz&o entre os recursos empreg&PL (“average production lengt)) definido

dos ) e a rapidez de detecca@®/AATS. A como o numero médio de itens produzidos entre
divergéncia entre os tamanhos de amostr@ descontrole e o sinal. Note que o tempo e o
obtidos pelo seu modelo e os obtidos neste artignimero de itens produzidos se relacionam pela
€ tdo mais acentuada quanto menckRLg. A taxa de producdo, de modo que basta redefinir a
segunda diferenca é que, enquanto que nestgidade de tempo como “itens produzidos” para
artigo considera-se o numero de itens inspecioAATSe APL representarem a mesma coisa. As
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diferencas substanciais do modelo de KEATStado mediante um programa de computador. A
etal (1995) em relacdo ao nosso sdo: a) mpinido dos presentes autores € que, por um
cbmputo do nuamero de itens da amostra ndado, o método em questdo ndo considera mais
calculo doAPL (o0 que néo tera efeito significati- elementos do que a abordagem aqui proposta ou
vo se — como foi assumido aqui — o numero deque a de KEATSet al (1995) (& excegdo do
itens produzidos entre duas amostras fotempo médio que 0 processo permanece em
suficientemente maior do que); e b) o controle, MTIC); por outro lado, ele traz mais
estabelecimento de um limite minimo para odificuldades de utlizacdo pelo menos que o
tempomédio até um alarme falso (ha verdademétodo aqui proposto, por requerer uma
para o numero médio de itens produzidos até urestimativa ddMTIC, por necessitar do programa
alarme falso,APL;), em vez donumero de de computador, e por exigir uma interacdo mais
amostras médio até um alarme fals@RL; . longa com o usuario do gréfico. Assim, ndo
Com isto, a “demora” até um alarme falso éoferece vantagem significativa, enquanto
representada na mesma unidade que a “demorapresenta limitacées ao seu emprego.

até a deteccado. Pode-se considerar esta represen-O método aqui proposto ndo requer que se
tacdo mais coerente que a utilizacdodddS e conheca dMTIC, mas, caso ele seja conhecido,
ARLy, como aqui é feito (observe, contudo, quepode orientar a escolha dga.x ou AATSax
estas demoras ndo sdo diretamente comparavei{gonforme a versdo do problema), pois quanto
uma é o tempo médio entre alarmes falsos; masmais freqientes forem os descontroles (i.e.,
outra ndo é o tempo médio entre detec¢des; parmenorMTIC) mais se esta disposto a investir em
obté-lo seria preciso incluir no modelo o tempoinspe¢do (maior,s); € quanto mais raros o0s
médio entre descontroled®TIC). O preco desta descontroles, mais raras também as perdas por
representacao, porém, € que a solucdo do modefwoduzir em condicdes degradadas; menor
de KEATSet al (1995) requer a execucgdo de portanto o retorno do investimento em inspecao,
um programa de computador. A vantagem dce maior cAAT S.axtolerado, para reduzi-la.

método aqui proposto é a simplicidade: a

inspecdo a uma tabela determina diretamente 8 conclusdes

projeto 6timo.

Na verdade, o método aqui proposto també meétodo proposto € bastante imediato para
permite representar uma restricdo ao tempo a selecdo de parametros (tamanho de
médio até um alarme fals&TS , adicionala  amostran, intervalo de tempo entre amosthae
restricdo ARLy = ARLymi, . Basta ver que tal abertural dos limites de controle) para graficos
restricao, na formaTS = ATSmin, € equivalen- de X . Para o caso sem restricbes explicitas aos
te, na forma “primal’, a uma restricdo de valores dos parametros, a Tabela 1 fornece dire-
minimo G = ATSmi/ARLomi); €, na forma tamente os valores 6timos pamee h € determi-
“dual”, a uma restricdo da minimo (tal que nado seja pela formula (16), seja por (21) ou
ARLg (n) £ AAT S axARLomid AAT Smin) - (22), conforme a versao do problema: minimizar

Outra vantagem do método aqui proposto eno tempo médio até a detec¢cdo do descontrole
relacdo ao de KEATS®t al (1995) € que, neste (AATS com recursos de inspecédo limitados, ou
altimo, restricbes a ouh ndo séo contempladas; minimizar gastos de inspe¢édo com a restricdo de
se necessario, estas teriam de ser embutidas mon limite superior tolerado para AATS (Os
programa de computador que calcula a solucacesultados da Tabela 1 sdo phrs8, correspon-
6tima. dendo aARL prefixado em 370; para outros valo-

DEL CASTILLO et al (1996) desenvolve- res deARLy, tabela semelhante pode ser facil-
ram um método interativo de apoio a decisdamente produzida pelo mesmo método, ilustrado
para odesignde graficos de controle, implemen- claramente neste artigo e explicitado na Seg¢éo 6).
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Para o caso de haver restricbes adicionais aaomplexo; a equacdo (15), porém, vale para
valores den e/ou h, o0 Quadro 1 resume o0s todos 0s esquemas, e a fungde AATS.rtorna-
procedimentos para solugao. se um critério universal e poderoso para estas

O método é superior ao projeto puramenteanalises.
estatistico de graficos de controle, e tem, sobre No projeto de um esquema de controle, uma
0s modelos econbmicos, a vantagem de simpliguestdo que precede a selecéo dos parametros é a
cidade; é quase tdo imediato quanto utilizarselecdo do préprio esquema a adotar. Rara
valores empiricos gerais, levando porém a unpequeno, por exemplo, cabe a pergunta se um
uso mais eficiente dos recursos, como ilustradesquema EWMA, CUSUM, misto (Shewhart-
no exemplo da Secgéo 4. Esta simplicidade torn&WMA, Shewhart-CUSUM), ou outro, seria
viavel sua implementacdo em qualquermais eficiente que o grafico dX . Ora, para
ambiente, e mesmo sua inclusdo em cursoeesponder a esta pergunta devem-se comparar as
introdutdrios de controle de qualidade. Umadiversas alternativasm seus respectivos proje-
contribuicdo adicional do método € o tratamentaos 6timos Os presentes resultados sao portanto
detalhado dos casos de restricGastouh. um subsidio indispensavel para a andlise

Os valores 6timos obtidos diferem dos pro-comparativa de alternativas ao graficoXe
postos por WEILER (1952) (e recomendados Nesta direcdo de extensdo da andlise para
por PYZDEK (1990), WADSWORTHet al.  outros esquemas de controle, e de comparagéo
(1986) e MONTGOMERY (1991, 1997)); a de alternativas, uma andlise semelhante para o
diferenca se deve a ter aquele autor desconsidesquema EWMA também foi realizada
rado a dimenséo tempo e com isso a aleatorieddEPPRECHTet al, 1998), e a andlise para o
de do tempo entre a ocorréncia do descontrole grafico de X comn e h variaveis (ver COSTA,

o instante de extracdo da 12 amostra subseqient997, e PRABHU et al, 1994) estd em
0 que levou a resultados sub6timos quanto aandamento.
uso dos recursos de inspecéo.

Como o grafico deX quase sempre é utili-
zado em conjunto com um gréfico Beu S, faz
sentido estender a andlise também para o Esta pesquisa se insere no projeto de pesquisa
problema de projeto conjunto de gréaficos e  do primeiro autor, e na pesquisa de mestrado da
eR(ou X e9. As direcdes de prosseguimento segunda autora, ambos apoiados pelo CNPg. A
planejadas para a pesquisa incluem esta andlis®rma final deste artigo se beneficiou de valiosas
bem como a andlise de outros esquemas daugestdes de Antonio Fernando Branco Costa,
controle. Dependendo do esquema em questdo,FEG/UNESP, Guaratingueta, e das criticas de
calculo do ARL pode se tornar bastante um dos revisores.
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A SIMPLE METHOD FOR OPTIMAL X -CHART DESIGN

Abstract

A simple but efficient method has been developethéodesign ofX -charts. The solutions pro-
vided are optimal in terms of the ratio between nlvenber of items inspected per unit time and the
detection speed (defined as the inverse of theageetime to signal a shift in the mean). The metkod
superior to design procedures based exclusivelystatistical properties of the chart (such as the
ARL), and does not have the implementation drawbac¢ksconomical design models. The results
obtained differ from some results widely reportedhie literature, which are shown to be sub-optimal
as a consequence of their underlying model notideriag some important aspects of the problem.
An additional contribution of the method is the lexptreatment of optional constraints on the sdenp
size and/or on the interval between samples. The efiuse of the method makes its implementation
straightforward in any environment, and also maikasitable for the classroom.

Key words: X -chart, Shewhart charts, control chart design, seetonomic design, statistical
process control, statistical quality control.



