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Resumo

Quando se pretende obter uma solugéo inteira papsioblema de corte unidimensional,
depois de se ter resolvido a sua relaxacdo lin@éafrequente recorrer, quer a técnicas de
arredondamento de solugbes, quer a diversos tip@sheuristicas. Estas dificuldades
decorrem do facto de ndo ser vidvel enumerar taayariaveis estruturais do problema,
cujo numero pode ser da ordem dos milhdes.

Neste artigo, apresenta se uma formulacdo em quéntero de variaveis e restricoes €
uma funcado polinomial da largura do stock e do niome pedidos. Para algumas classes de
problemas, € possivel enumerar todas as variavelster a solugdo 6ptima usando o método
da particdo e avaliagcdo sucessivas. Para instand@snaiores dimensodes, apresenta se um
procedimento que combina a geracgéao diferida der@de 0 método da particdo e avaliagdo
sucessivas. Define se o subproblema e o modo conuulificado durante a fase de particao
e avaliagao sucessivas.

Sao apresentados resultados de testes computasipaea diversos problemas de teste.

Palavras-chave: problemas de corte unidimensiongéracao diferida de coluna

particdo e avaliacao sucessivas.

1. Introducao

determinar a melhor forma de cortar satisfazer as encomendas que sao colocadas.

Oproblema de corte consiste em em partes de menores dimensdes, de forma a
um inventario de matérias primas O numero de dimensdes depende das



34 GESTAO & PRODUCAO V.3, n.1, p. 33-34, abr. 1996

caracteristicas do problema. Habitualmente,
os problemas de corte unidimensional o
surgem como problemas de corte de rolos de Zaﬂ wW<W
matéria prima, com uma dada largura inicial,

em rolos de menor largura, correspondendo
aos pedidos colocados. Um arranjo valido
resultante do encaixe de um conjunto de

pedidos na largura dos rolos designa-se po RN X <
padr&o de corte ou montagem des. Se, para instancias de dimensdes

O problema em consideracdo é classifi-"éduzidas, € possivel enumerar todos os

cado. de acordo com o sistema de DYC_padr(")es de corte e determinar a solucéo
KHOFF (1990) como 1/V/IIR, significando OPtima, ~para problemas de dimensGes

que se trata de um problema unidimensional,razoaveis’ este método revela-se impratica-
em que existe um conjunto de rolos, todosv€l- De facto,. 0 numero de padrdes dg corte
de dimensdo idéntica, e um conjunto dePode ser facilmente da ordem dos milhdes.

pedidos que devem ser integralmentepara tornear a dificuldade resultante da

satisfeitos. Os pedidos, apesar de serem erfixPl0sdo do numero de montagens possi-

nimero relativamente pequeno, traduzem-s¢/€iS; GILMORE & GOMORY (1961)
num elevado nimero de rolos a fornecer.  Introduziram a geracao diferida de colunas.

O problema de corte pode ser formuladoN€Sta abordagem, que evita a enumeracao
do seguinte modo: considerem-se m cliente<EXPlicita de todas as montagens possiveis, as
com pedidos deb rolos de largura cqlupas sao adlClo'nadas ao problema
w,i =1,2,...,m, a serem cortados a partir de pnnqpal (problema pr!mal restr~|to) tomando
uma quantidade ilimitada de rolos com am linha de conta a informacdo dada pelas

R : g variaveis duais do problema, que permite
largura inicial W. Sejax. uma variavel de ! ) ~
! avaliar quais as colunas ndo enumeradas que

decisdo que designa o nimero de rolos &g atractivas para o problema principal. Em
serem cortados segundo o padrao de Core kaqa jteragsio, é geralmente adicionada a
A matriz A tem informacao sobre os padroes qo|yna mais atractiva, cuja seleccdo envolve
de corte, €., cada coluna 5 golucsio de um subproblema, que é um
A =(ay,....q ,....a; ] define um padréo problema de saco de mochila (GILMORE &
de corte. O elementg, representa o numero GOMORY, 1963).
de pedidos de largura obtidos a partir do A determinagéo de solugdes inteiras traz
padréo de corte |. dificuldades acrescidas, pelo que as
O problema de corte é um problema dea@bordagens usadas sdo normalmente
programacéo inteira, porque os rolos Saoheurlstlcas: Cltgm-se, a titulo de exemplo, o
unidades que n&o interessa fraccionar adrabalho pioneiro de GILMORE & GO-
longo do comprimento. O objectivo da MORY (1963), que sugeriram arredonda-
formulagdo apresentada é minimizar o MeNtos para cima e para baixo da solugéo

nGmero total de rolos necessarios a satisfafraccionaria como um metodo expedito de
cdo dos pedidos. obter uma solucao discreta, e o trabalho de

min ij (1) .STAD'I?LER (1990)' num problema, .da
T indastria do aluminio. Esta heuristica,
suji. a)_a;x; 2h,i=12,....m 1.2)
i

a; 20 einteiroJj0J .

A solucéo da relaxacéo linear deste pro-
plema envolve, por si s6, algumas dificulda-

iterativamente, faz um arredondamento para
cima da variavel com maior parte fracciona-
x, 20 e inteiro[j 0J, (13 ria, fi'xa' a v?riével nesse valor, e procede a
reoptimizacdo do problema. Se forem
sendo J o conjunto de padrdes de corteyerados excessos de producdo, algumas
validos. Para o padrao de corte ser Vé.|id0, variaveis sao decrementadasl 0 que pode
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conduzir a procura nao satisfeita. Nestecom um valor que seja igual ao arredonda-
caso, as larguras em falta sdo combinadasnento para cima do Optimo da relaxacéo
usando uma heuristica de FFD. linear, o que claramente garante que a
Existem também algumas referénciassolugdo inteira € optima. No entanto, pode
com abordagens exactas para o problemacorrer que, num dado nodo da arvore de
inteiro. Numa situacdo em que a razdo entregpesquisa, um conjunto de colunas que néao
a largura dos rolos e a largura média dosforam geradas seja necessario para obter a
pedidos é pequena, sendo o numero desolucdo Optima do problema nesse nodo,
padrdes possiveis da ordem de duas ou trésujo resultado seria, de outro modo,
centenas, GOULIMIS (1990) utilizou a n&o-6ptimo ou ndo-valido.
técnica de planos de corte de Chva- A geracdo de colunas nos nodos ocorre
tal/Gomory, complementada pelo método dedepois de terem sido introduzidas restricdes
particdo e avaliacdo sucessivas quando os0 problema, a que correspondem variaveis
planos de corte falham a obtencdo daduais suplementares. Nestas circunstancias,
solucdo inteira. VANCEet al. (1994) o subproblema é alterado, e a solucéo
desenvolveram um procedimento exacto,6ptima do mesmo problema de saco de
baseado na geracdo diferida de variaveis enochila pode fornecer uma coluna que néo
no método de particdo e avaliagdo sucessideva ser introduzida no problema principal.
vas, mas apenas aplicavel a solucdo déde facto, pode acontecer que uma particular
problemas de corte binario. No problema coluna que foi forcada a tomar o valor nulo
binario, as quantidades pedidas estdono problema principal, pela introdugédo de
limitadas a serem iguais a uma unidade. uma restricdo nesse sentido, venha a ser a
Procedimentos que combinam o métodocoluna mais atractiva gerada pelo subpro-
da particho e avaliacdo sucessivas e a&lema, ndo fazendo sentido a sua insercao
geracdao diferida de colunas foram utilizadosno problema principal. Para resolver esta
noutros problemas, nomeadamente numdificuldade, VANCEet al (1994) introdu-
problema de escalonamento de pessoal eem restrices adicionais ao subproblema de
veiculos com janelas temporais (DESROSI-saco de mochila, havendo situacfes em que
ERSet al, 1984) e no problema de colora- o subproblema deixa de ter qualquer
cdo de arcos de um grafo (NEMHAUSER & estrutura e é resolvido como um problema
PARK, 1991). Na generalidade, a dificulda- geral de programacao inteira.
de crucial na implementacao de procedimen- Neste artigo, exploramos uma formulacéo
tos que combinam estes dois métodosalternativa para o problema de corte com um
resulta do facto de o problema perder a suamiimero de variaveis e restricbes que é
“estrutura” quando se adicionam as restri- polinomial em fungéo da largura dos rolos e
¢cbes necessarias ao processo de particAiodo numero de pedidos. Embora esta
avaliagdo sucessivas, podendo haverformulacdo tenha um maior ndmero de
alteracdes no tipo de subproblema a resolverestricdes, a sua estrutura permite ultrapassar
para determinar as colunas atractivas. 0s problemas surgidos na geracao diferida
No caso particular do problema de corte,de variaveis nos nodos da arvore de
para a formulacdo apresentada, depois d@esquisa. A relaxacgdo linear deste modelo é
resolver a raiz da arvore de pesquisa, quedo forte como a relaxacdo da formulacéo
corresponde a resolver a relaxacéo linear dacima apresentada.
problema, se houver variaveis fraccionarias, Este trabalho constitui uma extensdo da
€ necessario introduzir restricdes suplemen-aplicacdo da mesma formulacdo ao proble-
tares para efectuar a particdo do dominio. Asma de empacotamento unidimensional
colunas geradas enquanto se resolve #VALERIO DE CARVALHO, 1995) onde
relaxacdo linear do problema podem seralguns resultados suplementares sao
suficientes para obter uma solugédo inteiraapresentados. Nesse problema, esta relaxa-



36 GESTAO & PRODUGAO V.3, n.1, p. 33-36, abr. 1996

¢céo mostrou ser bastante forte, conduzindo &lema a resolver. Na Secg¢éo 4, apresenta-se
arvores de pesquisa de dimens0es trataveis.0 método de solugdo que envolve um

Na Seccao 2, introduz-se a formulagcdo eprocedimento de partichio e avaliagao
apresentam-se diversos critérios utilizadossucessivas, as regras de particdo utilizadas e
para a reducdo do numero de variaveis e a® modo de articulagdo deste processo com a
inequacdes vélidas que sdo usadas pargeracdo diferida de colunas Na Secc¢édo 5,
reforcar a formulagdo. Na Seccédo 3, descrevem-se alguns detalhes da implemen-
descreve-se a solucao da relaxacéo linear dtacdo computacional e apresentam-se
problema usando o método de geracaaresultados relativos a solugdo de problemas
diferida de colunas e mostra-se o subpro-de teste.

2. Formulacao

ados rolos de largura W e pedidos (k,k+1),k=0,1,...,W-1, correspondendo

de larguraw;,W,,...,w,,, 0 problema  a porcdes néo ocupadas do rolo, ou seja, a
de determinar um padrdao de corte perdas laterais. Um padrédo de corte é valido
valido pode ser modelado como um se e s6 se existir um caminho entre os
problema de determinar um caminho valido vértices 0 e W. Os arcos que constituem o
num grafo aciclico e orientado com W + 1 caminho definem o padr&o de corte.
vértices. Considere-se um gra=(V, A)
com Vv :{0,12,__,\/\/} e Exemplo 1.1A Figura 1 mostra o grafo
A:{(k, o< k<I<W e l-k=w para associado a umailnsténma com rolos de
largura W=5 e pedidos de largura 3 e 2. Na

. . o ... mesma Figura, é apresentada a correspon-
arco orientado entre dois vértices se existir .~ . 9 P ) - P
déncia entre um caminho e um padrdo de

um pedido com a largura correspondente.Corte “om 2 unidades de larqura 2 e com 1
Considerem-se também, sem perda de idade d 4o laterat g
generalidade, arcos adicionais entre!"'CaC€ A€ perdaiatera

qualquer <m} , significando que existe um

Este tipo de formulacéo foi j& usado paracomo o problema de determinar o caminho
modelar o problema do saco de mochilamais longo num grafo orientado (PAPADI-

Figura 1: Grafo do Problema e Padrbes de Corte
w2 w2 w2 w2

SEIDEND))

w2 w2
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MITRIOU & STEIGLITZ, 1982). Do vértice 0 e o vértice W com restricbes
mesmo modo, pode ser estendido paraadicionais que impdem que a soma dos
modelar problemas de corte. Se um caminhdluxos dos arcos representando cada pedido
corresponde ao fluxo de uma unidade entredeve ser maior ou igual a quantidade pedida.
os vértices 0 e W, multiplos caminhos Consideram-se variaveis de decisédo
corresponderdo a multiplos padrdes de cortex; ,i < j, correspondentes aos  arcos
Pelas propriedades de decomposicdo dyrientados(i, ) A, acima definidos, que
fluxos (ver, por exemplo, AHUJAt al,  gjgnificam o numero de pedidos de largura
1993), todos os fluxos ndo-negativos podemj ~i colocados num padrdo de corte a uma

ser representados por caminhos € por CiCloSyisiancia de i unidades do bordo esquerdo
O grafo que define o problema € aciclico e, 45 (o

portanto, qualquer fluxo pode ser decom-

Exemplo 1.1 (cont.)A Figura 2 ilustra a

ferta (nodo O inico nod m défi “posicao em que é cortado um rolo de largura
oferta (nodo 0) ao tnico nodo co elice 2, correspondente a variave|,. °

(nodo W).
O problema é formulado como um pro-
blema de minimizagdo de fluxo entre o

0 J- 3>

distancia ao bordo do rolo

ONOB O OO0

Figura 2: Variaveis do Problema

A formulacéo do problema € a seguinte:

min  z (21
J- z, sej=0
Suj. a qu— ijk= 0, se=12..W-1 (29
(LHOA - (Jk)DA +7, sej=W
2 X 20,0=12,..m 2.3)
(k,k+w)O A
x; 20 einteiroll(i, j) O A (2.4

Do ponto de vista pratico, para imple- Existe uma correspondéncia entre esta
mentar o procedimento de geracdo diferidaformulacdo de fluxos em arcos e a formula-
de colunas, € vantajoso resolver o modelogdo classica ((1.1)-(1.3)) de caminhos. A
apresentado com as restricdes de igualdadéormulacdo apresentada pode ser vista como
substituidas por restricées do tipo de maiorum modelo que decompde os caminhos em
ou igual. fluxos em arcos. Algebricamente, a soma
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das colunas correspondentes aos arcos quéades de decomposicdo de fluxo acima

constituem um caminho produz uma colunareferidas, ser transformada numa solucéo

com um elemento -1 na restricdo relativa aointeira para o problema de corte unidimensi-

vértice 0, um elemento +1 na restricdo onal.

relativa ao vértice W e elementos ndo- O limite inferior fornecido pela relaxacéo

negativos nas restricbes de satisfagcdo ddinear deste modelo é tdo forte como o

pedidos que correspondem ao numero ddornecido pela formulagéo classica:

larguras de cada pedido incluidas no padrao

de corte. Estas sdo as colunas que constitu- Proposi¢cdo 1.1 O valor do 6ptimo da

em a formulacgéo classica. relaxacao linear da formulagcéo (2.1)-(2.4)
A matriz que define este problema ndondo é menor que o valor do Optimo da

possui, na generalidade, qualquer proprieformulacdo classica (1.1)-(1.3).

dade especial que garanta que as solucdes

basicas obtidas sejam inteiras, pelo que pode Prova: Este facto decorre de a solucédo

ser necessario, apos a solucdo da relaxacé@ptima do modelo (2.1)-(2.4) ser uma

linear do problema, recorrer ao método dasolucéo valida para a formulacédo (1.1)-(1.3)

particdo e avaliacdo sucessivas. A solucdaque, sendo um problema de minimizacgéo,

assim obtida possui valores de fluxo inteiro tera um valor 6ptimo igual ou inferiors

para todos os arcos, podendo, pelas proprie-

2.1. Enumeracao de colunas e critérios de reducao

Usando as variaveis apresentadas, exisndo podendo ter inicio a partir do bordo do
tem muitas solucbes alternativas querolo. Em qualquer solucéo, o padréo de corte
correspondem exactamente aos mesmosunca se pode iniciar com uma perda
padrdes de corte. Entre todas as alternativagcorresponderia a ocupar um padrdao apenas
h&a uma solucdo em que os pedidos existeneom perdas), devendo ser precedido por um
tes no padrdo de corte estdo ordenados pguedido, cuja largura é maior que a largura
ordem decrescente de valor. Se orientarmosninima.

a procura para esta solucao em particular,

possivel reduzir as dimensbes do modelo Critério 2 Todos os arcos de perda
eliminando colunas, sem perder nenhumax;;.,devem ter valores nulos parew,,.
solucéo valida do modelo original.

Considere-se que os pedidos séo.ordena- Sejaz,, o valor do 6ptimo da relaxagdo
dos por valor decrescente de largura,, jineqy e[Z,,] o menor valor inteiro maior
para i<j,w, >w;. O primeiro critério ou iqual O valor d . limi

, , o gual az . O valor dez, é um limite
resulta imediatamente das caracteristicas doﬁﬂ‘erior para o valor do 6ptimo inteiro e o

padrdes de corte: espago de[Z,] rolos ndo ocupado por

Critério 1 Um arco do pedido j, desig- Pedidos deve ser ocupado por perdas:
nado por Xy kew » APENAS pode ter origem

num vértice k que seja destino de um outro m
arco de um pedido i,_,, ,, paraw, = w;, T =[ 20 W= Wh
ou, ainda, a partir do vértice 0, i.e., do bordo
do rolo.

Em particular, se o padrdo de corte tiver
perdas laterais, as variaveis correspondente
serdo as ultimas em cada padrdo de corte;

Definicdo 1 O valor minimo de perda

Apés a solucdo da relaxacao linear, o
modelo pode ser reforcado introduzindo
ma restricdo que forca o numero de arcos
e perda a ser, pelo menos, em quantidade
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igual & perda minim@,, : mento para cima do valor do optimo da
relaxacdo linear. Se for possivel encontrar

Proposicéo 2.1 A restricio  uma solucdo com esse valor de funcéo
X w2 T, € uma inequagdo objectivo, ela serd éptima. Se este valor da

(k,k+DOA K k+1 = “min

valida para o problema inteiro. perda T, for pequeno, pode ser possivel

reforcar a formulacdo do problema corres-

Pode ser demonstrado que existe umgoondente a este primeiro passo, fixando
solucdo em que todas as restricbes deadicionalmente alguns arcos de perda no
satisfagdo dos pedidos sdo respeitadas seigalor zero:
folga (VALERIO DE CARVALHO, 1995).
Como corolario, a insercdo desta inequacdo Critério 3 ~ Se o valor da perda
valida, que impde um limite inferior ao T,,<W-w, e a instancia possuir a
valor das perdas laterais, forca o valor dapropriedade de arredondamento para cima,
solucao Optima a ser inteiro. todos 0S arcos de perda

Na generalidade dos problemas de pro-x,,,i =w,,...W-T_. -1  podem ser
gramagcéo inteira, ndo é facil estabelecer unfixados em 0.
limite superior para a diferencgap) entre
0Ss Va|OI’eS dO éptImO dO prOblema inteirO e No caso particu'ar da re'axa(;ao |inear
da sua relaxacéo linear. No caso particularossuir um valor inteiro, se a instancia tiver
do problema de corte unidimensional, a3 propriedade de arredondamento para cima,
acontece que a generalidade das instanciag que garante que o 6ptimo inteiro sera igual
possui umgap inferior a uma unidade, 3 esse valor, o Critério 3 traduz-se na
sendo o valor da funcéo objectivo da fixacao de todos os arcos de perda em zero.
solugéo optima do problema inteiro igual 20 Finalmente, um arco de perda deve ser
arredondamento para cima do valor dosempre sucedido por outro arco de perda,
éptImO da I’eSpeCtiva relaxagé.o |ineal’, pe|0 que a Seguinte restngéo é Vé_“da
propriedade que é designada como proprie-
dade de arredondamento para cima (MAR-  proposicio 2.3 Para os arcos de perda

COTTE, ~ 1985,1986). ~ Assim, na pjo fixados em zero, é valida a relagéo
generalidade das instancias, a perda serg . <x ,,, paratodsj >i.

. . ij+l —
efectivamente igual &_,. Se, no entanto, a

instancia ndo possuir a propriedade de Qytros critérios de reducdo, que assumem

arredondamento para cima, existindo Ummgjor relevancia em problemas de empaco-
gap entre os valores do 6ptimo do prOblematamento, sio referidos em VALERIO DE
e da sua relaxagao superior a uma unidade, @ ARVALHO (1995).

valor da perda de qualquer solucao inteira

sera da seguinte forma: Exemplo 2.1 Considere-se o problema

de corte de rolos de largura W=7 nas
medidas w=(5,3,2), nas quantidades
b=(1,3,2). A formulacdo correspondente a
este problema é apresentada no Figura 3. O
modelo contém uma inequacdo redundante
relativa as perdas que pode ser reforcada
depois de resolver a relaxacdo linear do
problema.
E de salientar que o arog, ndo é admis-

sivel para esta instancia particular, porque
sdo apenas requeridas 2 unidades de largura

Proposicao 2.2 Em qualquer solucao
inteira, a perdal =T, +nNW, sendo n um
valor inteiro.

Na Seccédo 4, sera apresentado um algo
ritmo de solucéo para o problema inteiro de
corte unidimensional. Apds resolver a
relaxacao linear do problema, este algoritmo
procura, num primeiro passo, obter uma
solucéo inteira de valor igual ao arredonda-
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2. Os pedidos desta largura devem aparecedptimo de valorz,, = 2.75. Esta instancia

apos pedidos de largura 5 ou 3, ou colocadopossui a propriedade de arredondamento
no inicio da montagem, a partir do vértice 0. para cima; de facto, a solucédo 6ptima é igual
Em nenhum destes casos, os pedidos da 3. A perda da solugcdo 6ptima é igual a
largura 2 podem ser colocados a partir doperda minimaT ., = 3. Com base neste

vértice 4. O numero de restricbes deresultado, é possivel fixar as variaveis
conservacdo de fluxo nos vértices pode serx,, = x,, =0 e reforcar a inequaco relativa

inferior ao valor da largura dos rolos de 3s perdas, aumentando o termo independen-
restrica orti :
Gao para o vertice 1~ _ Xpe + Xeg + Xg, = 3. @
A solucao da relaxacgao linear produz um

Z Xos Xp3 X36 Xp2 X24 X35 X57 X23 X34 X45 Xs56 Xe7

vértice 0 1 -1 -1 -1 = 0

1 = 0

2 1 -1 -1 = 0

3 1 -1 -1 1 -1 = 0

4 1 1 -1 = 0

5 1 1 -1 1 -1 = 0

6 1 1 -1 = 0

7 -1 1 1 = 0
pedido 1 1 > 1
2 1 1 > 3
3 1 1 1 1 > 2
perdas 1 1 1 1 1= 0

Figura 3: Formulacdo do Exemplo 2.1

3. Relaxacao de Programacao Linear

resolver a relaxagdo linear deste consiste em seleccionar a coluna que tem o

modelo, é vantajoso recorrer a custo reduzido mais atractivo. O modelo

geracao diferida de colunas. Para opermite uma avaliacdo de todas as colunas
efeito, pode ser usada a estratégia deermitidas no problema primal restrito.
insercdo de colunas individualmente, ou Designem-se poru;,j=0.1,...,W, as

seja, apenas uma coluna € inserida em cadgariaveis duais associadas as restrigdes de
iteracdo, procedendo-se depois a reoptimi-conservacéo de fluxo e poy,k =1,2,...,m,
zagdo, ou se insere um conjunto de colunagg variaveis duais associadas as restricdes de
em cada iteracdo. Este conjunto de CO"J”a%atisfagao dos pedidos.

pode, por exemplo, ser o conjunto de

larguras que fazem parte da solugdo de Um  prgngsico 3.1 Uma varidvel é atractiva
subproblema de saco de mochila. NoOge.

trabalho desenvolvido, apenas se implemen-

tou o processo de geragao individual de —y +u +v, >0

colunas, nao tendo sido efectuado nenhum :
esforgco de comparacdo do desempenho dos
dois métodos alternativos.

Do ponto de vista pratico, para  Especificamente, o Gnico método testado

A determinagdo da variavel mais atracti-
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va pode ser feita em tempo linear em fungcéo+1 na posi¢do k, correspondendo a largura
do ndmero de colunas permitidas para aw, = j—i. A avaliacho de uma coluna
instancia do problema. envolve apenas a soma de trés parcelas, o
gue pode ser feito em tempo constante.
Prova: Seja B a base corrente do pro-
blema primal restrito &,B™ a respectiva Embora a formulacdo tenha um ndmero
solugdo dual. Sej&#\, a coluna correspon- de restricbes que € mais elevado, o nimero
dente a variave; . A colunaA,, é atractiva de elementos diferentes de zero em cada

se 0 seu custo reduzid:cg B—lpw_ Gy, for coluna é muito pequeno; este factor é

maior que zero. Nesta formulacao, todos osreconhemdamente Importante  na  carga

c. =0 e cada coluna possui apenas tréscomputacuznall de solucédo de problemas de
: programacéo linear.
elementos diferentes de zero, nomeadament

um -1 na posic¢édo i, um +1 na posicao j e um

4. Método de Solucao

estratégia adoptada para resolver o No entanto, se ndo existir nenhuma solu-
problema de corte consiste em cao inteira de valof Z,. |, é tentada a

converter o problema de optimiza- g4,c50 do problema de decisdo com valor
[¢d0 numa sequencia de problemasinteirg de funcio objectivo imediatamente
de deglsao, nos quais seNpre.ten'de determ'naguperior,i.e., Z,, =2, +1. Para o efeito, 0
se existe algljma s.olu.gao. Inteira_com umproblema é reformulado, incrementando o
\(alpr qle f‘%”gao Obje.Ct'Vo igual ao melhor valor do lado direito da restricdo relativa as
limite inferior conhecido, que sera sempre perdas laterais de W unidades, perda que

um valgr |n_te|ro, de|3|gnado meEé' . | deve necessariamente existir numa solucao
O primeiro problema de decisao a reso - que tem um rolo suplementar.

ver consiste em determinar se existe alguma’ o processo ¢ repetido até ser encontrada
solucdo inteira com valor de funcdo 5 primeira solucdo inteira que serd uma
objectivo igual &/ Z, | , i.e., Z g =[z,1. solucdo 6ptima. A utilizacdo deste método
Sabendo-se que a maior parte das instanciage solugéo so é justificavel em problemas
goza da propriedade de arredondamenteem que o valor esperado dap &€ minuscu-
para cima, a solucdo deste problema ddo, ndo sendo razoavel o seu uso em
decisdo fornece, na grande maioria dasproblemas gerais de programagao inteira.
vezes, a solucdo optima.

4.1 Particao e Avaliacao Sucessivas

A solucdo de cada problema de decisdode i, sendo em caso de empate escolhida a
traduz-se num procedimento de particdo eque corresponder a maior largurae.,
avaliacao sucessivas. A particdo do dominioma>{ - i} . O algoritmo faz uma pesquisa

e efectuada sobre cada variavel individual-gm profundidadédepth first search)sendo

mente inserindo restri¢des do tipo: as restricbes que forcam a variavel a subir
para 0 menor inteiro que lhe é superior
X 2“; —| ex s |_ ?,‘J introduzidas em primeiro lugar.

No que diz respeito a avaliacdo dos veérti-

Em cada vértice da arvore de pesquisa, &es da arvore de pesquisa, dado que os
seleccionada a variavej com menor valor ~problemas a resolver sdo problemas de
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decisdo em que se procura obter uma ve recorrer a geragao diferida de colu-

solucdo com valoZ, ;, qualquer vértice da nas, processo que pode conduzir a
arvore de pesquisa com um valor de funcéo uma das situacdes (i) ou (ii), ou a con-
objectivo estritamente maior € abandonado. clusédo que o vértice ndo pode produzir

Este abandono s6 pode ser efectuado depois =~ nenhuma solucao de valdf,, deven-
de garantir que a insercdo de novas colunas do ser abandonado. A Figura 4 apre-

ndo pode melhorar o valor da funcéao senta um esquema de diagrama de
objectivo. Isto acontece quando ja néo existe blocos do algoritmo de particdo e ava-
mais nenhuma coluna que seja atractiva e o liacAo sucessivas/geracao diferida de
valor da funcdo objectivo do problema colunas.

primal restrito € estritamente superiaZ g. O factor crucial deste algoritmo é a de-

Em sintese, apds a insercdo de uma ressomposicdo dos padrdes de corte em
tricdo de particdo, o problema é reoptimiza-variaveis independentes, que permite
do, podendo acontecer um dos seguintesonciliar, de uma forma simples, a geragéo

casos: diferida de colunas e o método da parti¢céo e
(i) asolucdo é inteira, o que implica que é avaliagdo sucessivas. Nesta formulagao,
optima; apenas sdao candidatas a entrar no problema

(i) a solucdo é fraccionaria e de valor principal as colunas que dele ainda néo
igual aZ,,, tornando-se necessério in- fazem parte, pelo que ndo existe nenhuma
troduzir restricdes de particdo adicio- incompatibilidade entre as  restricdes
nais; impostas as variaveis do problema principal

(i) a solucdo tem um valor estritamente € & aceitacdo de uma variavel julgada
maior queZ,,, situacio em que se de- atractiva e indicada pelo subproblema.
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resolver problema

primal restrito

coluna
atractiva

Zip = [Z1p]

inserir restrigdo

adicionar
coluna

solugfo da relaxacdo linear

método de particio ¢ avaliagfo sucessivas

de perda

Zip=21g+1

resolver problema

seleccionar
nedo a resolver

primal restrito

solugdo
inteira

inserir restrigio
de partigdo

Figura 4:

adicionar

coluna

coluna
atractiva

arvore
terminada

abandonar
nodo

Zr.p - Optimo da relaxacgiio linear

Zrp - limite inferior do dptimo inteiro

Zp - valor da solugfio corrente
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Algoritmo de Partigéo e Avaliacdo Sucesgas/ Geracao Diferida de Colunas
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5. Implementacao e Resultados Computacionais

desempenho do algoritmo foi Claramente, para resolver o problema inteiro
testado nalguns problemas de testepode ser utilizado um método que combine
do conjunto elaborado por WAS- as duas formulacdes. A formulagéo classica
CHER & GAU (1993). Foram pode ser usada para obter a solucdo Optima
seleccionadas algumas instancias em que do problema relaxado, sendo o conjunto
valor dos pedidos é inteiro. Embora o Optimo de padrdes de corte utilizado para
método possa ser aplicado, sem perda dgerar uma solucdo do modelo cuja formula-
generalidade, a problemas com pedidos dedo aqui foi apresentada. Esta converséo é
valor racional, as instancias resultantes sadeita decompondo os padrdes de corte e,
de maior dimensdo, por ser necessarioseguidamente, caso a solucdo ndo seja
converter esses valores em quantidadesnteira, o0 método de particdo e avaliacdo
inteiras. sucessivas pode ser usado para determinar a
O algoritmo faz recurso as rotinas do solucao inteira.
programa XMP, descrito em MARSTEN O primeiro conjunto de problemas possui
(1981), que utiliza o método de simplex as caracteristicas indicadas na Tabela 1. A
revisto e as rotinas LAO5S para factorizacdo Tabela apresenta o numero de pedidos de
da inversa. Os limites inferiores e superiorescada instancia, a largura dos rolos e o
para as variaveis sado tratados implicita-nimero de arcos (variaveis) e de restricoes
mente, 0 que permite uma facil implementa-relativos a formulacéo apresentada.
cdo do método da particio e avaliacdo Na Tabela 2, apresentam-se os dados
sucessivas. relativos a respectiva solu¢cdo, nomeadamen-
Os tempos referidos nesta seccao forante o numero de colunas geradas e os tempos
obtidos num microcomputador PC 486 DX a de solucédo. Pode ser verificado que apenas
40 MHz, com 4 Mbytes de memoria RAM. uma pequena fraccdo das variaveis €
Os algoritmos foram codificados em Fortran utilizada no processo de solucéo. O signifi-
e compilados usando o compilador FTN77 cado de cada coluna é o seguinte:
(SALFORD FTN77, 1995) sob o sistema
operativo DBOS, que permite ultrapassar ascols Ip - o niamero de colunas geradas na
limitacbes de utilizacdo da memodria solucéo da relaxacao linear;
disponivel, habituais no DOS. cols bb -0 numero de colunas geradas no
Durante o pré-processamento, sdo enu- meétodo de particdo e avaliacdo su-
meradas todas as colunas permitidas (arcos) cessivas;
para a instancia em consideracéo, procede-seért bb - 0 nUmero de vértices explorados no

a determinacdo dos vértices para 0s quais é
necessario considerar restricbes de conser-
vacgao de fluxo e selecciona-se um conjuntoty, -
inicial de colunas; para cada pedido, séo
seleccionadas as variaveis typ -
Xok s X2k ++1 X (5 k sko sendo
sk<sWe(s+1)k >W. thp -
Nao foram efectuadas quaisquer opera-
cbes de remocdo de colunas que se tornagtot -
sem n&o-atractivas durante o processo, nem§ -
efectuadas comparacdoes relativas aos
tempos de solucdo da relaxacdo linear.

meétodo de particdo e avaliacdo su-
cessivas;
tempo de
(segundos);
tempo de solucdo da relaxacao
linear (segundos);

tempo de particio e avaliacdo
sucessivas (segundos);

tempo total (segundos);

valor do 6ptimo.

pré-processamento



GESTAO & PRODUCAO V.3, n.1, p. 33-45, abr. 1996 45

Tabela 1: Caracteristicas dos Problemas PIE

pedidos largura arcos  restricoes
PIE64-1 7 215 501 209
PIE64-2 7 215 501 209
PIE64-3 7 215 707 219
PIE64-4 7 215 707 219
PIE64-5 10 148 376 131
PIE64-6 20 150 268 124
PIE64-7 20 150 639 144
PIE64-8 30 182 250 146
PIE64-9 30 182 250 146
PIE64-10 30 182 1226 186
PIE64-11 30 182 1226 186

Tabela 2: Tempos de Solucéao dos Problemas PIE

colslp cols bb vért bb t, t, too tior z*
PIE64-1 73 0 1 0.11 7.75 0.49 8.35 640
PIE6G4-2 90 0 4 0.11 10.11 0.88 11.10 245
PIE64-3 131 0 11 0.16 17.25 2.97 20.38 493
PIE64-4 46 0 9 0.17 7.86 1.98 10.00 197
PIE64-5 52 0 4 0.16 3.35 0.44 3.96 239
PIE64-6 40 0 0 0.11 2.31 0.00 2.42 1527
PIE64-7 65 0 43 0.11 5.28 4,18 9.56 1000
PIE64-8 58 42 2 0.11 3.35 3.46 6.92 2845
PIE64-9 58 42 2 0.11 3.35 3.46 6.92 2575
PIE64-10 127 0 45 0.17 14.12 9.73 24.01 1390
PIE64-11 164 0 49 0.16 18.46 10.44 29.06 1242

82.2 7.6 15.5 0.13 8.47 3.46 12.06

Na maior parte dos casos, ndo foi neces- O desempenho do algoritmo depende
sario recorrer a geracdo de colunas adiciocrucialmente da dimensdo da largura dos
nais durante o processo de pesquisa emolos W e, também, do nimero de pedidos.
arvore, tendo as colunas geradas durante ® conjunto de problemas cujos resultados
solucdo da relaxacéo linear sido suficientessdo apresentados nas Tabelas 3 e 4 corres-
para a obtencdo da solucdo inteira. Nestgpondem a situagbes particularmente
trabalho, ndo foi implementado nenhum desfavoraveis, porque a largura dos rolos
corte do processo de geracdo diferida devaria entre 1020 e 1520, embora o niumero
colunas, & maneira de FARLEY (1990), o de pedidos seja pequeno, entre 5 e 12. E de
qgue poderia ter reduzido o tempo de solugacsalientar que, numa percentagem significati-
da relaxacéo linear, conduzindo, possivel-va de instancias (8 em 50), a solucdo da
mente, a um incremento do numero derelaxacéo linear € inteira.
colunas geradas durante o método de
particdo e avaliagdo sucessivas.
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Tabela 3: Tempos de Solucao dos Problemas WAE

colslp colsbb vért bb t, t, ton Lot z*
WAES84-1 159 0 7 0.55 162.20 55.27 218.02 89
WAE84-2 296 0 20 0.55 271.92 164.40 436.87 382
WAE84-3 27 0 2 0.38 72.58 7.48 80.44 913
WAE84-4 316 0 1 0.27 105.16 2.52 107.96 402
WAE84-5 214 0 2 0.33 111.21 6.98 118.52 410
WAE84-6 211 0 4 0.44 13566 17.80 153.90 557
WAES84-7 424 0 14 0.60 340.60 109.62 450.82 480
WAE84-8 351 0 2 0.49 240.66 7.15 248.30 315
WAE84-9 275 0 16 0.50 205.82 115.83 322.15 322
WAE84-10 28 0 0 0.38 69.13 0.00 69.51 576
WAES84-11 387 0 0 0.49 240.27 0.00 240.77 428
WAE84-12 97 0 5 0.45 91.48 4247 134.40 618
WAES84-13 213 0 10 0.49 183.35 46.05 229.89 286
WAES84-14 224 0 4 0.49 196.32 27.97 224.78 317
WAE84-15 310 0 16 0.55 222.25 109.07 331.87 372
WAE84-16 92 0 2 0.38 74.34 6.32 81.04 644
WAES84-17 34 0 11 0.49 89.73 58.30 14852 510
WAE84-18 60 0 7 0.44 8396 3593 120.33 117
WAE84-19 275 0 3 0.44 189.34 18.41 208.19 149
WAE84-20 581 0 22 0.55 523.46 143.68 667.69 160
WAES84-21 284 0 1 0.44 183.90 6.15 190.49 405
WAE84-22 233 3 4 0.55 209.89 67.20 277.64 535
WAE84-23 209 0 18 0.38 12451 61.98 186.87 243
WAES84-24 610 0 12 0.55 508.85 103.96 613.35 348
WAE84-25 39 0 0 0.38 79.40 0.00 79.78 543
WAE84-26 419 0 13 0.60 328.96 100.27 429.84 370
WAE84-27 358 0 3 0.49 283.90 27.69 312.09 465
WAE84-28 154 2 1 0.38 82.09 11.04 93.52 312
WAE84-29 197 0 15 0.44 142.69 82.97 226.10 470
WAE84-30 419 0 81 0.49 264.95 340.88 606.32 412
WAE84-31 115 0 1 0.33 68.30 286 71.48 317
WAE84-32 100 0 7 0.38 101.54 32.03 133.96 586
WAE84-33 213 0 0 0.27 77.42 0.00 77.69 331
WAE84-34 357 0 10 0.49 24549 53.13 299.12 566
WAE84-35 376 0 10 0.60 309.89 76.32 386.81 604
WAE84-36 335 0 5 0.49 206.15 21.76 22841 427
WAE84-37 54 0 10 0.44 90.82 52.69 143.96 486
WAE84-38 376 0 22 0.38 176.48 59.67 236.54 243
WAE84-39 370 0 9 0.49 286.04 59.12 345.66 360
WAE84-40 525 0 18 0.55 506.54 117.86 624.94 183
WAE84-41 206 0 21 0.55 194.78 158.74 354.07 261
WAE84-42 176 0 0 0.44 134.73 0.00 135.16 416
WAE84-43 22 0 0 0.49 106.43 0.00 106.92 499
WAE84-44 50 0 1 0.49 9253 445 97.47 651
WAE84-45 281 0 17 0.44 170.22 83.13 253.79 459

Tabela 3 (cont.): Tempos de Solugdo dos ProblemasAl
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colslp cols bb vért bb t, t, too tior z*

WAES84-46 331 0 1 0.49 259.56 6.04 266.10 157

WAE84-47 277 0 3 0.50 232.64 1550 248.63 397

WAEBS84-48 16 0 0 0.44 63.79 0.00 64.23 352

WAES84-49 227 2 2 0.28 81.26 25.44 106.98 588

WAE84-50 240 0 0 0.38 150.05 0.00 150.44 312
242.9 0.1 8.7 0.46 187.46 50.92 238.85

6. Conclusodes

este trabalho, foi apresentada umasolucfes inteiras em tempos razoaveis. O
nova formulacdo para o problema bom desempenho do algoritmo fica a
decorteunidimensionalEsta formu-  dever-se ao facto de a formulacdo ser
lacdo tem uma estrutura que permite bastante forte, o que conduz a arvores de
desenvolver um procedimento exacto depesquisa de dimensdes trataveis. A formula-
solucdo que combina a geracdo diferida decdo € particularmente sensivel a largura dos
colunas e o método de particdo e avaliacaaolos; verificou-se que, mesmo para essas
sucessivas. instancias, os tempos de solucdo sao
Mesmo sem utilizar regras sofisticadas deaceitaveis.
particdo, verificou-se que é possivel obter
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EXACT SOLUTION OF ONE-DIMENSIONAL CUTTING STOCK
PROBLEMS USING BRANCH-AND-BOUND
AND COLUMN GENERATION

Abstract

If anintegersolutionto theone-dimensionatuttingstockproblemis required,after solving
the linear programming relaxation, one frequentgorts to heuristics based on rounding up
and down the continuos solution, or other heurgssamilar type. The difficulties arise from
the fact that it may not be practically possibleesttumerate all the structural variables of the
problem, whose number may be in the order of malj@ven for instances of moderate size.

In this article we present a formulation with a ragn of variables and constraints that is
polinomial with respect to the width of the stocklahe number of orders. For some classes
of instances, it is possible to enumerate completilthe variables and to obtain an integer
optional solution using a branch-and-bound methBdr larger instances, we present a
procedure that combines column generation and braared-bound. We define the subprob-
lem, and the way it is modified during the brancitdoound phase. Computational results
are presented for several test problems.

-words: cutting stock, cutting problem, columemgeration.



