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RESUMO - Desenvolvendo Flexibilidade no Calculo Mental. A flexibili-
dade narealizagdo de cdlculos mentais tornou-se um foco importante para
os educadores em matemadtica, com pesquisas surgindo nas tltimas duas
décadas. Resultados de pesquisas contemporaneas oferecem sélido supor-
te para o desenvolvimento da flexibilidade mental no ensino fundamental.
Este estudo concentra-se em trés temas inter-relacionados: (1) um modelo
de calculo mental que permite o estudo de processos flexiveis de resolucao;
(2) uma revisao das defini¢cdes de flexibilidade e uma sintese da pesquisa
reportada; e (3) um exame dos pré-requisitos para promover a flexibilidade
mental. A abordagem denominada Zahlenblickschulung é apresentada com
exemplos de atividades que incentivam os alunos a classificar operacoes
numéricas e a raciocinar sobre a classificacao.

Palavras-chave: Flexibilidade. Calculo Mental. Abordagem para promover
aflexibilidade. Ensino fundamental.

ABSTRACT - Developing Flexibility in Mental Calculation. Flexibility in
performing mental calculations has become an important focus for math-
ematics educators, with research surging over the past two decades. Con-
temporary research results lends strong support for the development of
mental flexibility in elementary classrooms. This report focuses on three
interrelated themes: (1) a model of mental calculation that allows the study
of flexible solution processes; (2) a review of definitions of flexibility and
summary of reported research; and (3) an examination of the prerequisites
for promoting mental flexibility. The approach termed Zahlenblickschulung
is introduced with examples of activities that encourage students to sort
numerical problems and reason about the sorting.

Keywords: Flexibility. Mental Calculation. Approach to Foster Flexibility.
Elementary Classroom.
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Introducao

A énfase no ensino de aritmética transformou-se da edu-
cacao de calculadoras humanas disciplinadas para o de-
senvolvimento das habilidades das criancas como solu-
cionadoras flexiveis de problemas (Anghileri, 2001, p. 79).

Nas ultimas décadas, importantes pesquisas em ensino de ma-
temadtica tém visado identificar e compreender as técnicas dos alunos
para realizar a adicdo e a subtragdo mentais. Nesse contexto, a capa-
cidade dos alunos resolverem operacoes' aritméticas multidigitos, sem
usarem cdlculos algoritmicos com papel e lapis, tornou-se alvo cres-
cente de investigacdo entre os pesquisadores (ver, por exemplo, Bléte;
Klein; Beishuizen, 2000; Heirdsfield; Cooper, 2004; Rathgeb-Schnierer,
2006; Threlfall, 2009).

No inicio do século XXI, o National Council of Teachers of Mathe-
matics [Conselho Nacional de Professores de Matemadtica] - NCTM -
(National..., 2000) argumentou que os alunos deveriam ser capazes de
usar uma ampla variedade de estratégias de resolucdo de operacoes e
que deveriam ser capazes de ajustar estratégias conhecidas bem como
de inventar novas. Fundamental para o uso eficaz de estratégias men-
tais é a flexibilidade cognitiva, uma atitude mental que é ao mesmo
tempo adaptdavel e 4gil. Nesse contexto, a década passada apresentou
ganhos significativos em nossa compreensao dos processos mentais
que contribuem para a flexibilidade mental ou que a complementam
(por exemplo, Benz, 2007; Gruessing; Schwabe; Heinze; Lipowsky, 2013;
Rathgeb-Schnierer; Green, 2013; Selter, 2009; Threlfall, 2009). Ademais,
novas abordagens tém sido inventadas para a conducdo de pesquisas
empiricas sobre estratégias e procedimentos mentalmente flexiveis
(por exemplo, Rathgeb-Schnierer; Green, 2013; Threlfall, 2009; Tor-
beyns; De Smedt; Ghesquiére; Verschaffel, 2009).

O notével tratado de Polya (1952) sobre resolucao de problemas
pressagiava muito do atual estado da pedagogia matemadtica, o que
mais pressupde do que prova uma superioridade natural da flexibilida-
de cognitiva vis-a-vis a rigidez em uma situacdo em que ambas as ati-
tudes mentais podem levar a uma resolucao légica, correta e eficiente.
No entanto, somente a mente flexivel pode imbuir a resolucdo de pro-
blemas simples com significados profundos e conexdes que transcen-
dem os célculos algoritmicos mecanicos desempenhados passo a pas-
so. Por outro lado, é ainda mais vantajoso ter uma atitude flexivel bem
desenvolvida quando confrontamos problemas do mundo real, que
muitas vezes tendem a ser mais complicados, pois envolvem novidade,
circunstancias mal estruturadas e circunstancias estruturadas de ma-
neira complexa, e situacdes multidimensionais. Neste artigo, examina-
mos processos de calculo mental, avaliamos defini¢des publicadas de
flexibilidade em suas semelhancas e diferencas, resumimos a pesquisa
relatada, e sugerimos estratégias pedagogicas para promover a flexibi-
lidade mental no ensino fundamental.
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Calculo Mental

Célculo mental significa resolver operacoes aritméticas (adicao,
subtracdo, multiplicacao e divisdo) mentalmente sem usar um procedi-
mento padrio escrito. Os procedimentos padrao escritos concentram-
-se no célculo com componentes tnicos (as unidades, as dezenas, as
centenas, etc.); eles exigem o conhecimento de fatos basicos e o conhe-
cimento procedimental do algoritmo padrdo apropriado. Em contras-
te, o cdlculo mental, especialmente com niimeros multidigitos, é mais
complexo, pois requer que se lide com ntimeros inteiros (Krauthausen,
1993). Em tal contexto, é necessario um profundo entendimento de ni-
meros, de operacoes e de suas relacoes, além do conhecimento de fatos
bésicos e de familias de fatos (Heirdsfield; Cooper, 2004; Threlfall, 2002).

Vdrias estratégias de cdlculo mental para adicdo e subtragdo de
multidigitos tém sido formalmente categorizadas, com distintos nomes
e em distintas quantidades de categorias (ver, por exemplo, Carpenter;
Franke; Jacobs; Fennema, 1997; Fuson; Wearne; Heibert; Murray; Hu-
mano; Oliver; Carpenter; Fennema, 1997; Klein; Beishuizen; Treffers,
1998; Thompson, 1999; Threlfall, 2002). Os critérios bdsicos para clas-
sificar estratégias de cédlculo mental sdao semelhantes em todos os au-
tores, e dizem respeito a elementos basicos de divisdo de nimeros em
dezenas e em unidades (tanto para varios nimeros quanto para apenas
um nimero), arredondamento e compensacdo. Uma abordagem tipica
pode ser encontrada em Selter (2000), que descreveu seis estratégias
principais para adicao e subtracdo mental (ver Tabela 1).

e Estratégia de salto: o primeiro passo desta estratégia caracteriza-
-se por manter a primeira parcela, ou o minuendo, e dividir a se-
gunda parcela, ou o subtraendo. No segundo passo, os nimeros
divididos sdo sucessivamente adicionados ou subtraidos.

» Estratégia de divisdo: essa estratégia caracteriza-se pela divisdo
dos dois niimeros do problema e pela adicio ou subtracdo das
unidades separadamente. Quanto a adi¢do, essa estratégia forne-
ce uma simplificacao efetiva de uma operacao multidigitos com-
plexa. Quanto a subtracdo, também é uma simplificacdo, mas
apenas no caso de operagdes que ndo exijam reagrupamento.

e Mescla de divisdo e de salto: essa estratégia representa uma mes-
cla de ambas as estratégias descritas acima.

¢ Estratégia de compensacao: nessa estratégia, um niimero é arredon-
dado para transformar a operacdo em uma mais facil. Subsequente-
mente, o resultado é compensado pelo fator de arredondamento.

e Estratégia de simplificacdo: a operacdo é modificada sem alterar o
resultado. Para a adicao, isso significa alterar as duas parcelas de
maneira oposta. Em uma operacao de subtracao, o minuendo e o
subtraendo sdo modificados da mesma maneira.

¢ Adicdo indireta: essa estratégia de subtracdo recorre a soma do
subtraendo até que se alcance o minuendo. A estratégia é muito
eficaz, especialmente se minuendo e subtraendo forem préximos
(por exemplo, 72-69, 69 +3 = 72).
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Tabela 1 - Estratégias para Adicao e Subtracao Mental

Adigao Subtracgao

56 + 38 91 - 46
Estratégia de salto 56 +30;86 + 8 91 -40;51-6
Estratégia de divisdo 50+30;6+8;80+14 |90-40;1-6
Mescla de divisao e salto 50 +30;86+8 90-40;51-6
Estratégia de compensacao |56 +38;56 +40;96 -2 |91 -50;41 +4
Estratégia de simplificacdo |56 + 38; 54 + 40 90 - 45
Adicdo indireta 46+___=91

Fonte: Elaborada pelos Autores (2019).

As seis estratégias identificadas na Tabela 1 representam tipos
idealizados e nao refletem as abordagens, individuais e variadas, de
alunos reais para resolucdo de operacdes de adigdo e subtracao (Threl-
fall, 2002). As estratégias podem ser tteis para analisar as solucdes dos
alunos em geral, mas nao sdo suficientes para fornecer uma visao pro-
funda dos processos mentais de resolucdo de uma operacao.

Um Modelo de Processos de Calculo Mental

Para analisar e descrever os processos de cdlculo mental detalha-
damente, Rathgeb-Schnierer (2011) prop6s um modelo com dominios
distintos, porém inter-relacionados. Cada dominio € caracterizado por
uma funcdo diferente e um grau diferente de explicagdo. A Figura 1
identifica esses elementos como métodos de cdlculo, elementos cogniti-
vos e ferramentas de resolucdo.

Figura 1 - Dominios do Processo de Calculo

Métodos de
Cileulo

Elementos

cognitivos Procedimentos Caracteristicas do problema, padries
e relagbes numéricas

Ferramentas

de resolugio

Fonte: Rathgeb-Schnierer e Green (2013, p. 354).

Meétodos de Cdlculo

Trés métodos de cdlculo diferentes podem ser usados para resol-
ver determinada operacao: (1) o algoritmo padrao de cdlculo, (2) cdlculo
mental com niimeros inteiros e anotacdo (por exemplo, somas parciais
ou métodos com anotagdes idiossincréticas dos alunos) e (3) calculo
mental (Selter, 2000). Embora os métodos de calculo possam ser, por ve-
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zes, observados diretamente no processo de resolucao (consulte a Figu-
ra 2), eles nao revelam informacdes detalhadas sobre o processo em si.
Cadaum dos trés métodos descreve apenas uma maneira pela qual uma
solucdo pode ser obtida, mas ndo os caminhos subjacentes que levam a
como uma resposta é determinada com exatidao.

Figura 2 - Michael Resolve a Operacdo 46-19

Z_{_Oh /(O:'ﬁg)
3@/—--~ 6 =30

30-2=27%
Fonte: Rathgeb-Schnierer (2006, p. 230).

A anotagdo de Michael na Figura 2 baseia-se no método de cdlculo
com nuimeros inteiros e anotagdo e usa a estratégia da mescla de salto e di-
visdo (ver Tabela 1). Para obter a solucao para 46-19, ele conduziu varias
etapas de célculo. Primeiro, Michael dividiu os nimeros da operagdo
em dezenas e unidades (40-10) e obteve o resultado 30. Entao, ele come-
cou arecombinar as dezenas e as unidades (30 + 6) e subtraiu 9 de 36 em
duas etapas (36-6 = 30 e 30-3 = 27). Note que o processo real de subtra-
¢do dos nimeros em cada etapa da resolucao nao pode ser avaliado ob-
servando apenas o método usado. Ha, por exemplo, muitas ferramentas
de resolucao possiveis que Michael poderia ter usado para encontrar a
resposta para 40 menos 10, como contar ou implementar meios estraté-
gicos adaptativos combinados com fatos bdsicos (derivando a resposta
do fato bésico analégico 4-1, o qual ele sabe de cor). Em sintese, obter
a solucdo de uma operacao por si s6 ndo esclarece o(s) mecanismo(s)
usado(s) para se chegar a essa solucao.

Elementos Cognitivos

Elementos cognitivos sdo definidos como a¢des mentais especifi-
cas que sustentam um processo de resolucao (Rathgeb-Schnierer; Gre-
en, 2013). Estes podem ser procedimentos aprendidos (como algoritmos
de célculo) ou o reconhecimento de caracteristicas numéricas (como
padrdes numéricos e relacoes numéricas). Note que o processo de re-
solucdo de Michael mostrado na Figura 2 ndo exibe elementos cogniti-
vos subjacentes. Nao se pode dizer, pela anotacao, se Michael usou uma
solucdo procedimental, conduzida mentalmente, mas de forma meca-
nica, ou se ele reconheceu as caracteristicas numeéricas e baseou sua
solucdo em conhecimento numérico e senso numérico. Para julgar com
precisao suas habilidades de cdlculo mental, seria crucial saber quais
elementos cognitivos foram utilizados para obter sua solugao.
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Ferramentas de Resolugdo

Para encontrar a resposta para uma operacao', ferramentas de re-
solucao especificas podem ser usadas e combinadas no contexto. Essas
ferramentas para resolucdo podem ser contar, referir-se a fatos bésicos,
ou implementar meios estratégicos adaptativos (Rathgeb-Schnierer;
Green, 2013). Meios estratégicos “[...] ndo sdo estratégias holisticas ou
menus cognitivos que completam um percurso de resolucdo; ao con-
trario, eles sao dispositivos distintos que podem ser combinados de
maneiras flexiveis para modificar operagées complexas para torna-las
mais faceis” (Rathgeb-Schnierer; Green, 2013, p. 354). Os meios estra-
tégicos sao compostos por decomposicdo e composicdo (46-19 = 46-10-
6-3), transformando uma operacao (46-19 = 47-20), derivando a solucao
de uma operacao conhecida (se 46-20 = 26, entao a resposta para 46-19
deve ser 27, ja que 19 é 20 menos 1), e usando analogias decimais (40-20
é o equivalente em dezenas de 4-2) (ver Threlfall, 2002).

Analisando os Processos de Resolucao dos Alunos

Elementos de todos os trés dominios podem ser combinados
quando os alunos resolvem uma operacdao mentalmente. Nesse con-
texto, o modelo pode ser usado para analisar processos de resolucao e
identificar as competéncias dos alunos no célculo mental. Dois exem-
plos de Rathgeb-Schnierer e Rechtsteiner (2018) ajudam a ilustrar os
elementos. Simone (S) e Michael (M) sdo estudantes alemaes no final do
segundo ano. Nessa etapa, os estudantes alemaes estdo familiarizados
com a adicao e a subtracdo de nimeros de dois digitos, mas apenas com
base no cédlculo com ndmeros inteiros. Os algoritmos padrdo escritos
sdo introduzidos nas escolas alemas no terceiro ano. Simone e Michael
usaram diferentes estratégias para resolver a operacdo 71-36 no final do
segundo ano. O modelo introduzido acima oferece uma oportunidade
para analisar seus processos de solucdo:

Simone (S) resolve 71-36

S: Eu tiro um de 71, e depois 70 menos 36 é quaf...) 40 - (...) - 70
menos 30 é 40 menos 6 é 34 mais 1 é 35.

Michael (M) resolve 71-36

M: Certo, agora eu fago 70 menos 35, e depois eu sei a resposta imediata-
mente; E 35.

I: E por que vocé sabe a resposta imediatamente?

M: Porque dai eu tenho (aponta para o ntimero 36) - 35, e 35 é metade de 70,
e depois aqui (aponta o ntimero 71) eu tenho 70.

Meétodos de Cdlculo

Em relacdo a esse dominio, a anélise é clara. Nenhuma crianca
usou papel e lapis, nem fez anotacdo alguma de seus procedimentos de
resolugdo. Ambos confiaram em diferentes formas de cdlculo mental.
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Ferramentas de Resolugdo

Ferramentas de resolucdo ndo sdo diretamente visiveis; portan-
to, elas sdo mais dificeis de se apreender. Com base nas afirmacoes de
Simone, pode-se presumir que ela modificou a operacao para uma re-
lacionada, 70-36. Como ela nao foi capaz de resolver a operacao refor-
mulada de imediato, ela usou os meios estratégicos de decomposicao e
encontrou a resposta para 70-30. Nao fica 6bvio se ela obteve essa res-
posta derivando-a da operacao analégica 7-3 que ela poderia saber de
cor. Mas como Simone encontrou a resposta muito rapidamente, pode-
-se supor que ela nao dependia da conta. Ela procedeu subtraindo 6 de
40 e finalmente adicionou 1 para compensar o minuendo. Michael mos-
trou diferentes ferramentas de resolucao. Ele comecou simplificando a
operacdo original modificando tanto o minuendo quanto o subtraendo
da mesma maneira (subtraindo um de cada nimero). Apds essa modi-
ficacdo, a resposta para a operacao ficou clara para Michael, porque ele
sabia que 70-35 é um fato de metade e dobro.

Elementos Cognitivos

Simone e Michael recorreram a procedimentos de cédlculo apren-
didos ou a padrées numéricos e caracteristicas de operacoes reconhe-
cidas? A explicacdo de Michael mostra claramente que seu processo de
resolucdo estd vinculado a essa operacgdo especifica e as suas carac-
teristicas. E plausivel que ele tenha reconhecido que 71 é um ntimero
préximo de 70 e combinou essa modificacao com seu conhecimento do
fato metade-dobro. Quanto a Simone, ndo é tao facil reconstruir os ele-
mentos cognitivos que sustentam sua solucdo, porque ela ndo descreve
seuraciocinio. Sem perguntar por que ela modificou a operacdo, ndo se
pode julgar se ela estava utilizando um procedimento aprendido ou as
caracteristicas especificas da operacdo. Ainda assim, ambos os exem-
plos ilustram como o modelo permite uma andlise detalhada dos pro-
cessos de resolucdo dos alunos e uma abordagem para entender seus
cédlculos mentais.

Flexibilidade no Calculo Mental
Definindo a Flexibilidade Mental

A pesquisa no campo do calculo mental flexivel reflete nao sé
diferentes interesses e objetivos, mas também diferentes ideias sobre
flexibilidade mental que, em Gltima andlise, influenciam tanto os mé-
todos de pesquisa quanto a interpretacao dos dados. Em suma, existem
naliteratura atual definicoes multiplas e inconsistentes de flexibilidade
mental, e estas, por sua vez, resultam em definicdes operacionais muito
diferentes (Star; Newton, 2009). Por exemplo, Star e Newton (2009, p.
558) definem a flexibilidade como o “[...] conhecimento de miltiplas so-
lugdes, bem como a habilidade e a tendéncia de escolher seletivamente
as mais adequadas para determinada operacdo”. Em uma perspectiva
diferente, Verschaffel, Luwel, Torbeyns e Van Dooren (2009) distin-
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guem entre flexibilidade, para descrever o uso de multiplas estratégias,
e adaptabilidade, para a efetiva selecdo de escolhas estratégicas apro-
priadas. Nesse contexto, Selter (2009) estende a ideia de adaptabilidade
para incluir a ideia de desenvolver e selecionar criativamente uma es-
tratégia apropriada. Por fim, outro grupo de pesquisadores afirma que
a flexibilidade consiste em “[...] escolher entre diferentes estratégias
simplesmente com base nas caracteristicas [...] em que a flexibilidade
estratégica é concebida como a selecao da estratégia que leva a crianca
mais rapidamente a uma resposta precisa para a operacao” (Torbeyns;
De Smedt; Ghesquiere; Verschaffel, 2009, p. 583).

Existem operagdes inerentes a essas definicoes de flexibilidade.
Star e Newton (2009) mostraram, por exemplo, que mesmo os especia-
listas em educacao matemdtica podem falhar em utilizar a estratégia
de solugdo mais apropriada. E, embora o tempo e a precisdao possam
ser consideracoes importantes, eles ndo implicam necessariamente
flexibilidade cognitiva nos procedimentos de resolucao. Para superar
tais operacdes, Rathgeb-Schnierer (2011) e Rathgeb-Schnierer e Gre-
en (2013) adotaram uma abordagem mais intuitiva para definir a fle-
xibilidade mental em termos de conhecimento dos alunos e de uso de
padroes e relacoes numéricos. Mais especificamente, eles definiram a
flexibilidade como uma combinacdo de a¢des cognitivas estratégicas
empregadas “[...] para combinar meios estratégicos com padroes e re-
lagcdes numéricos reconhecidos de uma dada operagdo no contexto do
processamento de uma resolucdo de operacdo” (Rathgeb-Schnierer;
Green, 2013, p. 357). Tal definicdo reflete a atengdo tanto aos métodos de
solucdo quanto aos padrodes e relacionamentos numeéricos incorpora-
dos nas estruturas de operacdes. Nesse sentido, sua definicao incorpora
o uso de multiplas estratégias e reflete o tipo de pensamento dindmico
e adaptativo que Threlfall (2002, p. 29) descreve como “[...] interacao en-
tre percepcdo e conhecimento”.

H4 um consenso significativo entre todas essas defini¢cdes na
ideia de que a flexibilidade no cdlculo mental inclui pelo menos duas
caracteristicas centrais: o conhecimento de diferentes métodos de
solucdo e a capacidade de adaptar esses métodos a uma estrutura de
uma operacao em particular. Baseado em definicdes variadas, Threlfall
(2009) identificou dois modelos explicativos diferentes para a flexibili-
dade no célculo mental: um que reflete a ideia de escolha estratégica
consciente ou inconsciente, e um que reflete a ideia de mirar diretamen-
te uma solucdo baseada em conhecimento numérico e compreensao
conceitual. Mais recentemente, Rechtsteiner-Merz (2013) analisou sis-
tematicamente as varias nocoes de flexibilidade na literatura. Ela apon-
tou que muitas definicoes distinguem explicitamente flexibilidade de
adaptabilidade. Considerando que a flexibilidade é consensualmente
entendida da mesma maneira, existem trés abordagens diferentes para
definir a adaptabilidade e como ela pode ser identificada: (1) adequacgao
do percurso de resolucdo e da caracteristica do empreendimento, (2)
adequacao da precisdo e da velocidade e (3) adequacdo dos elementos
cognitivos que sustentam o processo de solucao.
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Todas essas trés abordagens para definir a flexibilidade mental
podem ser vinculadas ao modelo proposto anteriormente (veja a Figura
1). Por exemplo, a primeira e a segunda abordagens focalizam predomi-
nantemente um tnico dominio do processo de calculo: ou o dominio
dos métodos de cdlculo ou o dominio das ferramentas de resolugéo. A ter-
ceira abordagem leva em consideracao os elementos cognitivos e exa-
mina dois dominios diferentes para identificar o grau de flexibilidade
na aritmética mental dos alunos: ferramentas de resolucgdo e os elemen-
tos cognitivos que sustentam os processos de resolucdo. Nessa aborda-
gem, a evidéncia de flexibilidade no cdlculo mental s6 pode existir se as
ferramentas para resolucao estiverem vinculadas de maneira dinamica
a caracteristicas da operacdo e a padroes e relacdes numéricos.

Descobertas em Pesquisas sobre Flexibilidade Mental

Nao sem surpresa, diferentes definicoes de pesquisa levaram a
diferentes métodos de pesquisa, que, por sua vez, produziram padroes
consistentes de resultados dentro de um amplo espectro de contetido:

¢ Depois que os alunos aprendem um algoritmo padrao de célculo,
eles tendem a deixar de usar estratégias aprendidas anteriormen-
te, mesmo quando elas sdo mais vantajosas e apropriadas (Selter,
2001).

¢ Quando os alunos aprendem por meio de exemplos, eles adqui-
rem procedimentos especificos em vez de regras gerais, e esses
procedimentos tendem a ter um impacto negativo no desenvolvi-
mento da flexibilidade (Beishuizen; Klein, 1998; Heirdsfield; Coo-
per 2004; Schiitte, 2004b).

¢ O aprendizado de estratégias pode depender de uma variedade
de fatores, como a operacdo alvo (Torbeyns; De Smedt; Ghesquie-
re; Verschaffel, 2009), caracteristicas numéricas ou da operacao
especificas (Blote; Klein; Beishuizen, 2000; Torbeyns; De Smedt;
Ghesquiére; Verschaffel, 2009), e o préprio reconhecimento dos
alunos das caracteristicas da operacao (Rathgeb-Schnierer, 2006;
2010; Rathgeb-Schnierer; Green, 2015; 2017a).

¢ O conhecimento flexivel e adaptativo no calculo mental esta as-
sociado a: compreensao profunda das relacdes numeéricas e ope-
racdes aritméticas, conhecimento de fatos bdsicos e familias de
fatos, autoconfianca elevada e uma atitude positiva em relacdo a
matemadtica (Heirdsfield; Cooper, 2004; Threlfall, 2002).

¢ O desenvolvimento da flexibilidade no cédlculo mental pode ser
favorecido por abordagens especiais para a educacdo matemati-
ca. A esserespeito, pesquisadores destacaram a abordagem de so-
lucdo de operacoes de forma geral (Heinze; Marschick; Lipowsky,
2009; Gruessing; Schwabe; Heinze; Lipowsky, 2013; Heinze; Arend;
Gruessing; Lipowsky, 2018), combinada a atividades especificas
para promover o senso numeérico e competéncias metacognitivas
(Rathgeb-Schnierer, 2006; 2010; Rechtsteiner-Merz, 2013).
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e Os alunos com dificuldades de aprendizagem em aritmética pre-
cisam de abordagens instrucionais especiais para que desenvol-
vam a flexibilidade no cdlculo mental (Verschaffel; Torbeyns;
De Smedt; Luwel; van Doreen, 2007). Eles demonstram progres-
so conceitual a partir de uma abordagem particular a educacgido
matemadtica (Zahlenblickschulung), que incorpora oportunidades
para descobrir, construir, organizar e avaliar padroes e relacdes
numéricos (Rechtsteiner-Merz, 2013; Rechtsteiner-Merz; Rath-
geb-Schnierer, 2015).

Alunos alemaes e americanos do ensino fundamental exibem re-
pertdrios e padroes semelhantes de flexibilidade cognitiva com
operacoes multidigitos de adicao e subtracdo (Rathgeb-Schnie-
rer; Green, 2015; 2017a).

A pesquisa relatada no campo do cdlculo mental flexivel reflete
diferentes interesses e objetivos, bem como diferentes defini¢des. Para
os educadores de matematica, ha também diferentes énfases em rela-
¢do apedagogia e a promocao da flexibilidade no cdlculo mental (Selter,
2009; Threlfall, 2009). Segundo Threlfall (2009, p. 552), “[...] a suposicdo
de que é tudo uma questdo de escolha estratégica levard a conclusdes
muito diferentes sobre a agdo apropriada a partir da perspectiva que
pressupde aimportancia da compreensao conceitual e pensa em algum
tipo de cdlculo como ‘mirar direto’ em solu¢des”. Duas abordagens de
ensino diferentes podem ser derivadas dessas duas premissas distin-
tas sobre flexibilidade no calculo mental. De um lado, a flexibilidade
no cdlculo mental pode ser favorecida pela instrucao direta, isto é, en-
sinando estratégias especificas aos alunos (no sentido de todo um per-
curso de resolucao) e encorajando-os a testar e a discutir a adequacao
de estratégias inicas em contextos especificos de resolucdo de opera-
¢oes. Por outro lado, o ensino da flexibilidade no calculo mental enfati-
za o desenvolvimento de uma compreensdo conceitual sobre nimeros e
operacdes que incorporam um profundo conhecimento sobre nimeros
erelagdes entre nimeros, bem como de meios estratégicos. Nos expan-
dimos a tltima abordagem na secao seguinte.

Favorecendo a Flexibilidade no Calculo Mental no
Ensino Fundamental

Como a flexibilidade no cédlculo mental pode ser favorecida e cul-
tivada no ensino fundamental? Antes de responder a essa questao pe-
dagogica, é crucial refletir acerca dos pré-requisitos para a flexibilidade
no cdlculo mental. Com base em pesquisa anteriormente citada, quatro
elementos identificados na Figura 3 podem ser considerados essenciais
para a flexibilidade mental:

¢ Conhecimento sobre niimeros e operagdes, como o conhecimen-
to das caracteristicas e das relacdes numéricas (por exemplo, va-
lores cardinais e ordinais) (Heirdsfield; Cooper, 2002; 2004; Hope,
1987; Threlfall, 2002).

¢ Conhecimento de fatos basicos.
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e Conhecimento de meios estratégicos que incluem a capacidade
de compor e de decompor nimeros, de derivar solucdes de uma
operacdo conhecida, de modificar operacdes e de usar analogias
(Threlfall, 2002; Rathgeb-Schnierer, 2006).

¢ Reconhecimento de padrdes numéricos, de caracteristicas de
operacgoes e de relacdes. Isso significa, no contexto de um pro-
cedimento para resolucdo de uma operacao, que os alunos reco-
nhecem os padrdes numéricos e as relacdes de uma determinada
operacdo e adaptam meios estratégicos com base nesse reconhe-
cimento (Macintyre; Forrester, 2003; Rathgeb-Schnierer, 2010;
Schiitte, 2004b; Threlfall, 2009).

A relevancia do quarto elemento tornou-se cada vez mais reco-
nhecida nos ultimos anos. Por exemplo, vdrios pesquisadores sugeri-
ram que os métodos de resolucdo empregados pelos estudantes podem
depender mais das caracteristicas das operacdes do que dos tipos de
operagoes (Blote; Klein; Beishuizen, 2000; Rathgeb-Schnierer, 2010;
Torbeyns; De Smedt; Ghesquiére; Verschaffel, 2009). Ademais, Rechts-
teiner-Merz (2013) relatou que alunos com dificuldades de aprendizado
tendem a ndo desenvolver habilidades de cdlculo mental e raramente
avancam para além da contagem. Além disso, eles ndo conseguem atin-
gir um nivel basico de reconhecimento e emprego de padrdes e relacdes
numeéricas na resolucdo de operacdes (Rechtsteiner-Merz; Rathgeb-
-Schnierer, 2015; 2017).

A nocao de flexibilidade no cdlculo mental como “[...] acao apro-
priada [que] significa combinar meios estratégicos com padroes numé-
ricos reconhecidos e relacdes de uma dada operagao no contexto de um
procedimento para resolu¢do de uma operacao” (Rathgeb-Schnierer;
Green, 2013, p. 357), bem como os requisitos de flexibilidade descritos
acima, fornecem evidéncias para a pedagogia matematica. Se a flexi-
bilidade no célculo mental significa que ferramentas para resolucao
sdo usadas e combinadas, dependendo de padrdes e relagdes numéri-
cos reconhecidos, entdo é importante que os educadores matematicos
abordem os quatro elementos identificados acima. Uma vez que confiar
nas caracteristicas da operacao, nos padrdoes numéricos e nas relacoes
é a base para a flexibilidade na aritmética mental, sugerimos que uma
importancia maior seja dada as atividades relacionadas a este elemento.

Um desenvolvimento promissor nessa frente foi relatado por
Schiitte (2004b) e Rechtsteiner-Merz (2013), que desenvolveu uma abor-
dagem especial para a educacdo matemaética que enfatiza o reconhe-
cimento das caracteristicas da operagdo e das relagdes numéricas. A
abordagem é chamada de Zahlenblickschulung. Zahlenblickschulung é
uma abordagem de longo prazo, que se estende por todo o periodo do
ensino fundamental e que visa o desenvolvimento de conceitos numé-
ricos e o entendimento de operacdes e de meios estratégicos (Rechtstei-
ner; Rathgeb-Schnierer, 2017). Os principios basicos dessa abordagem
sao:

¢ Adiar a resolucao de operacoes em favor do enfoque nas caracte-
risticas da operacdo e nas relacdes entre as operacoes.
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e Desenvolver competéncias metacognitivas levantando questoes
cognitivamente desafiadoras para estimular o pensamento e a
reflexdo dos alunos.

A abordagem Zahlenblickschulung ressalta e favorece o desen-
volvimento de Zahlenblick, que se refere a “[...] competéncia para reco-
nhecer caracteristicas de operacdes e padroes e relacoes numéricas de
imediato e uséd-los pararesolver uma operacao” (Rechtsteiner; Rathgeb-
-Schnierer, 2017 p. 2). Essa competéncia complexa pode ser fomentada
por atividades que encorajem os alunos a classificar e organizar ope-
racdes, a fim de reconhecer padroes numéricos, caracteristicas das
operacdes e relacoes entre niimeros e operacoes. Respostas a operacdes
aritméticas ndo sao computadas durante essas atividades porque o foco
é nas caracteristicas numéricas e nas operacgoes. Em tais situacoes, 0s
alunos tém a oportunidade de descobrir estruturas e relagdes inerentes
(Rechtsteiner; Rathgeb-Schnierer, 2017).

Classificar operacoes, juntamente com o raciocinio sobre a classi-
ficacdo, € um tipo comum de atividade que chama a atencao dos alunos
para as caracteristicas e as relagoes das operacdes. A atividade pode ser
usada para favorecer e desenvolver a flexibilidade, e pode ainda ser um
método para investigar e identificar a flexibilidade cognitiva em alu-
nos do ensino fundamental (Rathgeb-Schnierer; Green, 2017a; 2017b). A
ideia basica é encorajar os alunos a classificar operacdes aritméticas em
varias categorias e a discutir seu raciocinio sobre a classificacao. Nesse
contexto, é fundamental ndo resolver a operagdo antes de classificar,
mas, ao invés disso, basear a decisao de classificacdo em caracteristicas
de operacoes reconhecidas. Para a atividade de classificacao, o profes-
sor pode empregar um entre dois cendrios. A Figura 3 ilustra o primei-
ro cendrio, no qual os alunos classificam operacoes predeterminadas
em categorias de fdcil e dificil. A Figura 4 ilustra o segundo cendrio, no
qual os alunos, trabalhando com uma operacao especifica e um deter-
minado conjunto de nimeros, usam esses elementos para construir
operacdes fdceis ou operacoes dificeis. Em ambos os cendrios, os alunos
discutem entre si e com o professor o raciocinio por trds das decisoes de
classificar como fdceis e dificeis.

12 Educacéo & Realidade, Porto Alegre, v. 44, n. 2, e87078, 2019.



Rathgeb-Schnierer; Green

Figura 3 - Classificacdo das Operacoes de Subtracdo nas
Categorias F4cil e Dificil

F@E}Eoﬁﬁﬂ 460 - 320 |
802 - 779

—

_ 1 389- 79 |
[613-612 | [ 999 - 888 | | 600 - 557 |
| 721-710 | 928-888 | 1000 - 888 |

Fonte: Schiitte (2005, p. 54).

Figura 4 - Inventando e Classificando Operacoes de Adicao em
Categorias F4cil e Dificil

Fonte: Schiitte (2004a, p. 28).

Dependendo da série, essas atividades podem ser adaptadas ao
curriculo de matematica apropriado. Ademais, as categorias para clas-
sificacdo podem ser variadas:

e Operacgoes fdceis e operagoes dificeis.
* Eu conhego a operagdo de cor; eu preciso contar a operagdo; e eu
conhego um truque para resolver a operagdo.

e Operagdes que exigem reagrupamento ou renomeagdo e operagoes
que ndo exigem reagrupamento e renomeagao.

Os dois primeiros exemplos mostram categorias subjetivas de
classificacdo que levam a resultados de classificacdo diferentes entre os
alunos. Estes também sao vantajosos na criacdo de acdes que promo-
vem a flexibilidade. O ultimo exemplo representa categorias objetivas
que devem gerar os mesmos resultados de classificacdo quando os alu-
nos classificam operagdes semelhantes.
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Depois de classificar as operacoes, os alunos podem ser encoraja-
dos a comparar suas operacdes em cada categoria e discutir os motivos
de sua classificacdo. Nessa fase, questdes cognitivamente desafiadoras
devem estimular os estudantes a raciocinar sobre suas escolhas e as dos
demais, dessa forma, levando em conta as caracteristicas e as relacdes
das operacoes. Exemplos de questoes desafiadoras incluem:

e Por que uma operacao € facil ou dificil para vocé? Existem carac-
teristicas especiais que tornam as operacoes faceis ou dificeis?

e Qual a razdo para colocar varias operacoes diferentes na mesma
categoria? As operagdes em uma mesma categoria tém semelhan-
cas?

* Existem operacgdes faceis que podem te ajudar a resolver opera-
coes dificeis?

* Por que vocé conhece algumas operagoes de cor, e por que vocé
precisa contar para outras operacoes?

» Existem tipos especiais de operacdes que podem ser resolvidas
pelo mesmo truque? Quais operacdes podem ser facilmente mo-
dificadas e tornadas mais simples?

Hé evidéncias crescentes de que todos os alunos se beneficiam da
abordagem Zahlenblickschulungno que diz respeito ao desenvolvimen-
to da flexibilidade no calculo mental (Rechtsteiner-Merz, 2013; Rechts-
teiner; Rathgeb-Schnierer, 2017). Para os alunos que tém dificuldades
de aprendizado em matematica, aprender a atentar as caracteristicas da
operacao e as relagées numéricas é uma condicdo critica para que eles
desenvolvam ferramentas de resolucao que vao além da simples con-
ta (Rechtsteiner; Rathgeb-Schnierer, 2017). Rathgeb-Schnierer e Green
(2015; 2017a) também ressaltam a importancia de se analisar o racioci-
nio do aluno como principal indicador de flexibilidade na aritmética
mental (como método de pesquisa) e como uma abordagem fundamen-
tal da pedagogia em salas de aula do ensino fundamental.

Recebido em 30 de setembro de 2018
Aprovado em 28 de dezembro de 2018

Nota

1 Notade Traducao: No original, o termo utilizado é problem. No entanto, como
se refere a resolucao de cdlculos aritméticos, optou-se por utilizar a palavra
operacao.
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