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ABSTRACT

Output-feedback Control for Uncertain Systems
with Strong Nonlinearities

A peaking free output-feedback tracking sliding mode
controller based on high-gain observers (HGO) and
control activation dwell-time is introduced for a general
class of uncertain single-input-single-output (SISO) non-
linear systems. Global or semi-global practical exponen-
tial stability with enlarged domains of attraction and
significantly improved transient behavior are obtained.
A monitoring scheme is also proposed to deal with HGO
peaking induced by output exogenous disturbances.

KEYWORDS: uncertain nonlinear systems, output-
feedback, sliding mode control, peaking phenomenon.

RESUMO

Um controlador livre de peaking baseado em modos des-
lizantes e realimentagao de saida é introduzido para o
rastreamento de uma classe de sistemas nao-lineares in-
certa utilizando observadores de alto ganho e o conceito
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de tempo de espera na ativagao do sinal de controle. Es-
tabilidade exponencial global (semi-global) e bom com-
portamento transitério sao obtidos. Um esquema de mo-
nitoracao é também proposto para lidar com o fenémeno
de peaking do HGO induzido por perturbagoes de saida.

PALAVRAS-CHAVE: sistemas nao-lineares incertos,
realimentagao de saida, controle por modos deslizantes,
fenémeno de peaking.

1 INTRODUCAO

Nos tultimos anos o controle de sistemas incertos tem
recebido uma grande atencdo. Diferentes estratégias de
controle foram desenvolvidas para os problemas de esta-
bilizacao, regulacao e rastreamento, tais como: controle
por comutacao (Deaecto & Geromel, 2009), controle
baseado na realimentacao da derivada dos estados (Faria
et al., 2009), controle em modo dual adaptativo/robusto
(Cunha et al., 2009) e controle baseado em observador
de alto ganho (Cunha et al., 2005; El’youssef et al., 2007;
El'youssef et al., 2008).

Em especial, o rastreamento de trajetéria para sistemas
incertos nao-lineares com grau relativo arbitrario é um
problema ainda mais desafiador e nao é surpresa que a
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maioria dos resultados utilizando apenas realimentacdo
de saida impoe hipdteses restritivas nos campos vetoriais
nao-lineares, como por exemplo condigoes de cresci-
mento particular ou a existéncia de uma constante de
Lipschitz global.

No presente artigo, um sistema sera dito fortemente
nao-linear se tais restrigoes de crescimento nao preci-
sam ser satisfeitas e, conseqiientemente, o fenémeno de
escape em tempo finito nao pode ser excluido a priori.
Como exemplos de nao-linearidades que se enquadram
neste cendrio estao as fungoes polinomiais.

Até agora, resultados de estabilidade global vem sendo
obtidos apenas para uma classe restrita de plantas nao-
lineares e é sabido que algumas plantas muito simples
com nao-linearidades polinomiais nao podem ser global-
mente estabilizadas por realimentacao de saida (Mazenc
et al., 1994; Andrieu & Praly, 2009).

Em geral, ao utilizarmos realimentacao de saida, alguma
estimativa do estado da planta, ou ao menos da norma
do estado, é necessaria. Neste sentido, observadores de
alto ganho (HGO) sao utilizados devido & sua robustez
a incertezas paramétricas e erro de estimagao arbitraria-
mente pequeno. Por exemplo, no contexto de lineariza-
¢ao por realimentacao de saida, HGO’s tém o papel de
estimar perturbagoes e incertezas no modelo de modo a
compensd-las ou até mesmo canceld-las. Em (Freidovich
& Khalil, 2008), é provado que o controle baseado em um
HGO suficientemente rapido pode recuperar a estabili-
dade e o desempenho transitorio do sistema nominal em
malha fechada sujeito a realimentacao por linearizacao
utilizando os estados verdadeiros.

Contudo, o prego a ser pago com o HGO é a geragao do
fenomeno de peaking que pode levar & transientes ruins
ou mesmo & instabilidade quando o peaking é transmi-
tido para a planta (Sussmann & Kokotovié, 1991).

Oh & Khalil (1995) e Teel & Praly (1995) propuseram
estratégias baseadas em globally bounded control (GBC),
que consiste essencialmente em saturar o sinal de con-
trole a fim de evitar os efeitos danosos do fenomeno de
peaking. Entretanto, o GBC nao pode garantir estabi-
lidade global mesmo para plantas lineares instaveis em
malha aberta. Com o intuito de aumentar o dominio de
atragao (Khalil, 2002, pp. 122), o nivel de saturagao do
sinal de controle tem que ser aumentado. Isso por outro
lado pode resultar em transitérios inaceitaveis visto que
quantidades significativas do peaking continuam sendo
transmitidas para a planta.

Em (Oliveira et al., 2008a; Oliveira et al., 2008b), foram
propostas estratégias de controle por modos deslizantes
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que evitam os efeitos do peaking de acordo com a classe
de sistemas nao-lineares a ser controlada. No caso mais
simples de sistemas com condigao de crescimento linear
nos estados ndo medidos (Oliveira et al., 2008b), obtém-
se estimativas para a norma do estado completo via norm
observers (Sontag & Y., 1997; Krichman et al., 2001).

De modo geral, tais estimadores da norma nao sao
triviais de serem projetados uma vez que sua exis-
téncia estd ligada ao conhecimento de uma fungao
de Lyapunov-IOSS (Input-Output-to-State Stable Lya-
punov function). Deste modo, para incluir sistemas
com nao-linearidades fortes nos estados nao medidos
(e.g., polinomiais), a estratégia apresentada em (Oliveira
et al., 2008a), e rediscutida aqui, obtém estimativas para
a norma do estado via alto ganho, ou seja, a partir
de HGOs. O peaking no sinal de controle é evitado
introduzindo-se o conceito de tempo de espera ou dwell-
time (Hespanha et al., 2003; De Persis et al., 2002; Frei-
dovich & Khalil, 2007) na ativacao do sinal de controle.

Comportamento transitério uniforme, aumento do
dominio de atragao e menor erro residual no rastrea-
mento de trajetéria sao algumas vantagens obtidas com
0 nosso controlador quando comparado com a aborda-
gem GBC (Oh & Khalil, 1997). Outra novidade aqui
apresentada é a introdugao de um esquema de monito-
ra¢do que é utilizado como detector de peaking induzido
por perturbagoes exégenas na saida da planta. Assim,
o controlador por modos deslizantes proposto é robusto
nao somente a perturbagao de entrada, mas também a
perturbacao de saida, i.e., consegue também suavizar
ou até mesmo eliminar o efeito de peaking gerado por
perturbacoes de saida. Simulagoes ilustram a eficacia
das estratégias propostas.

2 NOTACAO E TERMINOLOGIA

A norma Euclidiana de um vetor = e a correspondente
norma induzida de uma matriz A sao denotadas por
|z| e |A], respectivamente. A norma L. de um sinal
z(t) € R™ é definida por ||z, = sup, <. < |[2(7)];
para to =0, a notagdo ||z|| é adotada. O simbolo “s”
representa tanto a varidvel de Laplace quanto o operador
diferencial “d/dt”, de acordo com o contexto. A saida y
de um sistema linear e invariante no tempo com fungao
de transferéncia H(s) e entrada u é escrita y = H(s)u.
O termo genérico 7(t) é dito ser exponencialmente
decrescente se |m(t)| < be ", Vt >0 e escalares a,b >0,
com b podendo depender das condigoes iniciais do
sistema. As fungoes de classe K e Ko, sao definidas de
acordo com (Khalil, 2002, pp. 144). As definigoes de ISS
(Input-to-State-Stable), ISpS (Input-to-State-Stable) e
OSS (Output-to-State-Stable) encontram-se em (Jiang



et al., 1994; Sontag & Y., 1997). A definigao de Filippov
para a solucao de equagoes diferenciais com lado direito
descontinuo (Filippov, 1964) e o conceito de controle
equivalente estendido (Hsu et al., 2002), valido dentro
e fora da superficie de deslizamento, serao utilizados ao
longo do texto.

3 FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere a classe de sistemas incertos SISO nao-lineares
afins no controle e transforméveis por um difeomorfismo
global na seguinte forma normal (Khalil, 2002):

0 Ao(0)n + ¢o(x,t,0),
€ = A+ Boky(x,t,0)[u+dg(z,t,0)], (1)
Yy = Cpf,

onde u€1R é a entrada de controle, y €IR é a saida me-
dida, 7 :=[nT ¢T] €IR™ é o estado ndo disponivel com
n€IR™* sendo referido como o estado da dinamica in-
terna, £ = [y §...y» " D]T € R, Ag(f) é uma matriz
constante incerta de dimensao apropriada e a tripla
(A,,B,,C,) estd na forma controlador de Brunovsky,
isto é, representando uma cadeia de p integradores
(Marino & Tomei, 1995). O vetor constante 6 inclui
todos os parametros incertos do sistema e pertence a
um conjunto compacto 2 C IRP tal que os limitantes para
as incertezas necessarios para o projeto do controlador
estdo disponiveis. O sistema nao-linear (1) tem grau
relativo arbitrdrio p bem definido e constante em todo
o espaco de estado (V¢ e V8), o escalar k, é o ganho de
alta freqiiéncia (HFG) da planta e ¢o, dg s@o vistas como
perturbacgoes nao-lineares incertas, variantes no tempo e
dependentes do estado.

Sistemas nas formas output-feedback, parametric strict-
feedback (Krsti¢ et al., 1995) ou triangular (Marino &
Tomei, 1995), incluindo nao-linearidades polinomiais no
estado nao medido ou na saida, sao exemplos de classes
que podem ser transformadas em (1). Deste modo, o
fenomeno de escape em tempo finito nao pode ser evitado
a priori e assim para cada solucao de (1), o méximo
intervalo de tempo de definigao de solugao é [0,¢,s), onde
typr pode ser finito ou infinito. Daqui em diante, Zp
denota um sub-intervalo de [0,%57).

3.1 Hipoéteses Fundamentais

Assume-se que V(z,t) € R" xRy e V0 € Q: (H1)
¢o(x,t,0) € R" 7 é localmente Lipschitz em x (Vz) e
continua por partes em ¢ (Vt); (H2) dy(z,t,0) € R é
continua em z e t; (H3) o sgn(k,) é constante, conhe-
cido e |ky(,t,0)] > k,, onde k, >0 é um limitante in-
ferior (constante) conhecido para k,. Nossas hipdteses

(H5)

adicionais sao:

(H4) Na dindmica interna ou subsistema-7, Ag é Hurwitz

e o] < elnl+po([¢l,t), para e €[0,€], onde €20 é
uma constante conhecida e g é uma funcao nao-
negativa conhecida, continua por partes e uniforme-
mente limitada em ¢ e classe K em [£].

Existe uma funcao classe K localmente Lipschitz
wd(|z]) e uma constante ¢4 >0, ambas conhecidas,
tal que |dy(z,t, 0)| < a(|x])+cq-

De acordo com (H4), se € for suficientemente pequeno,
plantas de fase minima podem ser tratadas e é possivel
encontrarmos um limitante superior para |n| por meio
de um estimador da norma da dindmica interna. Além
disso, classes mais gerais poderiam ser consideradas para
o subsistema-n, entretanto optou-se aqui pela classe com
crescimento linear em 1 apenas por simplicidade.

E importante salientar que encontrar um estimador da
norma apenas para o subsistema-n é uma tarefa mais
simples do que obtermos um para o estado completo x
como em (Kaliora et al., 2006) ou (Hsu et al., 2003).

Note que (H5) néo é restritiva visto que d é continua em
seus argumentos. Além disso, nenhuma condicao parti-
cular de crescimento é imposta a fungao 4. Conhecendo
(4, um limitante superior para a norma da perturbacao
nao-linear casada dg pode também ser obtido.

3.2 Objetivo de Controle

O objetivo é projetar uma lei de controle dinamica u, via
realimentagao de saida, para levar o erro de rastreamento

e(t) = y(t) — ym(t) (2)
exponencialmente para zero ou para algum conjunto re-
sidual pequeno préximo de zero (rastreamento pratico),

mantendo-se todos os sinais do sistema em malha
fechada limitados, independentemente das incertezas.

A trajetoria desejada y.,(t) é gerada pelo seguinte mo-
delo de referéncia:

kTIl

Ym = M(S)T = m km,am >0, (3)

r,

onde r(t) é assumida continua por partes, uniforme-
mente limitada e o polinémio Hurwitz L(s) é dado por

L(s):=5"""4a, 2" 2 +... +ag.

(4)
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3.3 Dinamica do Erro de Rastreamento
Considere a realizagdo minima de M (s) em (3) dada por:
(5)

onde € :=1[y.. Gm ...y V], Bp:=B,, Cp,:=C, ¢
Ap=A, + B,K,,, com K,, obtido a partir dos coefici-
entes do polinémio caracteristico de M (s).

gm = Amfm + Bmkmrv mgm )

Ym =

Agora, considerando-se a dindmica-§{ dada em (1) e
substituindo-se u por u+K,&/k,—Kn&/kp, tem-se

E=Amé+Brkplu—Kné/ky+dg), y=Cné. (6)

A partir de (5) e (6), o estado z.:=&—&,, e 0 erro de
rastreamento e satisfazem

S'Ce - Amxe + kme [u + d] ) €= mee 5 (7)

onde a perturbacao equivalente de entrada é definida por

d(z,t,0) = —ky,r/ky, — Kn€/kp + dg(x,t,0).  (8)
4 CONTBOLE POR REALlMENTACAO
DE SAIDA E MODOS DESLIZANTES

Quando apenas y estd disponivel para realimentagao, a
superficie de deslizamento pode ser escolhida como

Sz, =0,
[CLO . ap,g 1],
é—gmv

onde ag, . ..,a,—2 é definido em (4), tal que (A, Bn,S)
com estado z. em (7) seja estritamente real positivo
(strictly positive real — SPR) (Marino & Tomei, 1995)
e é é uma estimativa de ¢ fornecida pelo HGO devido
sua robustez a perturbagoes e incertezas paramétricas.
A lei de controle u é definida por

G
S

9)

Te =

u = —[sgn(kp)]o(x, t)sgn(6(t)), (10)

onde x(¢) é uma funcdo escalar ndo-negativa absoluta-
mente continua, obtida a partir de sinais disponiveis e
que limita superiormente a norma do estado da planta
||, modulo termos exponencialmente decrescentes.

Deste modo, é desejavel obter um limitante em norma
livre de peaking x tal que a a fun¢do de modulagao o(x,t)

satisfaga
o(x,t) = d(x,t,0)| + 4, (11)

a menos de termos exponencialmente decrescentes, onde
0 > 0 é uma constante arbitraria pequena. Diferente-
mente do caso de grau relativo um, a desigualdade (11)
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nao ¢é suficiente para alcancarmos rastreamento global
ou semi-global devido a perturbagoes provenientes da
estimacao inexata do HGO. Entretanto, sendo o erro de
estimagao dado por

‘%e::xe_‘%e:é-_év (12)

o seguinte lema para realimentacao de saida pode ser
enunciado.

Lema 1 (Propriedade ISS de |Z.| para x.)
Considere a dindmica que governa x. em (7) com saida
6=8x.— 5%, u dado em (10), o satisfazendo (11) e d
em (8). Entao, (7) é ISS com respeito a T, e a seguinte
desigualdade se verifica

e (@)l [e(®)] < kelZe(t)] + 7, Vi€ DD,

onde 7, denota um termo que decai exponencialmente e
ke>0 € uma constante apropriada.

Prova: Ver Apéndice A. |

Com base no Lema 1, o objetivo é fornecer uma estima-
tiva é por meio de um HGO com ganho apropriado tal
que a norma do erro de observagao |Z.(t)| seja arbitra-
riamente pequena, assegurando rastreamento (pratico)
global ou semi-global.

No esquema proposto e representado na Fig. 1, um even-
tual peaking em & é bloqueado pela funcdo sgn(-) em
(10) e o sinal de controle u é livre de peaking visto que
X é implementado utilizando-se apenas sinais disponi-
veis bem condicionados, isto €, sem peaking. A seguir, é
dada uma breve descricao do HGO e da estratégia livre
de peaking utilizada para obtermos y.

5 OBSERVADOR DE ALTO GANHO

A estimativa é para £ em (1) é fornecida pelo HGO:

é == Apé + k;omeu + H;LLOCp(g - é) ) (13)

onde L, := [ly...1,)7 e H, :=diag(p~',...,p7"). O
ganho do observador L, ¢ tal que N (s)=s"H;s" 4+ . H,
¢ Hurwitz e k,°™ ¢ um valor nominal para k;,. Uma vez
que deseja-se que as incertezas e perturbacoes tenham
efeitos despreziveis em &. (9), a norma de H,, devera ser
grande (alto ganho), impondo-se assim que o parametro
constante u seja suficientemente pequeno.

5.1 Fendémeno de Peaking

Como ¢ sabido, as estimativas do HGO podem apresen-
tar peaking & medida que p — 0 (Sussmann & Koko-
tovié, 1991). De fato, o erro de estimacdo Z. (12) ird



Modelo

T Ym
M(s)

—[sgn(kp)]e(x; t)

uw Planta y o e

HGO
Nao-linear

S sgn(-)

C@ de Deslizamento Ideal

Figura 1: Controlador por modos deslizantes e realimentacdo de saida.

conter termos transientes da forma (a/u’)e=%/#, onde
a,b,c>0 sao constantes dependentes dos parametros da
planta. Em poucas palavras, esses termos eventualmente
irao exibir um comportamento transitério impulsivo
quando p— 0, onde os picos transientes atingem valores
da ordem de O(1/p) antes de decairem rapidamente para
zero.

Contudo, o fendémeno de peaking pode ser superado
utilizando-se o conceito de tempo de extingao de pico (t.)
(Cunha et al., 2005), onde t.(u) é definido como a solu-
¢ao de (a/ub)e~ct/ = 1, para cada valor de u € (0,1].
Na Segao 6, este conceito sera crucial na formulacao da
lei de controle livre de peaking.

O tempo de extingao de pico é analogo ao tempo de re-
torno definido em (Boyd et al., 1994, Sec. 5.2.3), onde
o problema de encontrar limitantes superiores para este
foi formulado. Apesar de t. ser desconhecido, utilizando
os limitantes superiores conhecidos para os parametros
incertos da planta (6 € Q), pode-se obter um limitante
superior conhecido t.(u) € K tal que t. (1) <te(p) (Cunha
et al., 2005).

5.2 Dinamica do Erro do Observador

Assim como em (Oh & Khalil, 1997), a seguinte trans-
formagao de coordenadas serd utilizada em (12):

C:=T,d., T,:=[p"H,)". (14)

Note que: (i) TH(AP—HMLOCp)TIL_l:%AO e (ii) T,B,=
B,, onde A, := A,—L,C,. Assim sendo, a partir da
dindmica de £ em (1), de (12), (13) e (14), tem-se

/Lé = AoC + kpB,luv], (15)

com v:=[ru+dy] e k=(k,—ky™)/kp.

6 ESTRATEGIA PARA EVITAR PEAKING
VIA DWELL-TIME

Neste artigo, assim como em (Oh & Khalil, 1995; Oh
& Khalil, 1997), utiliza-se as estimativas do HGO (com
peaking) ndo apenas para definir a superficie de desliza-
mento, mas também para obtermos x e uma funcgao de
modulagao o(x,t) adequada.

Em (Oh & Khalil, 1995; Oh & Khalil, 1997), o fendémeno
de peaking é evitado utilizando-se fungoes de saturagao
na lei de controle (GBC). Como conseqiiéncia, o “esforgo”
de controle necessario deve ser primeiramente estimado
de modo a podermos ajustar corretamente o nivel de sa-
turacao e garantirmos assim a estabilidade semi-global.

O maior problema desta abordagem é que para estender-
mos o dominio de atragdo, é necessario aumentarmos o
nivel de saturagao. Deste modo, uma energia considera-
vel do peaking é ainda transmitida para a planta, o que
resulta em degradagao do comportamento transitério
(principalmente para condiges iniciais pequenas) e
contracao do dominio de atragao.

Inspirados pelos recentes desenvolvimentos em esquemas
baseados no controle supervisério e com chaveamento
(Hespanha et al., 2003; De Persis et al., 2002; Freido-
vich & Khalil, 2007), propoe-se aqui uma nova estratégia
baseada no conceito de tempo de espera ou dwell-time
de modo a lidar com os problemas induzidos pelo peaking
comentados anteriormente.

6.1 Observador com Dwell-Time

A idéia chave consiste em combinar as estimativas de
alto ganho do HGO com uma estratégia apropriada,
baseada no conceito de dwell-time, de forma a obter um
limitante em norma yx livre de peaking para o estado
da planta x. Neste sentido, aplica-se as estimativas do
HGO apenas depois de um certo tempo 7p (dwell-time)
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que sera grande o bastante para permitir que o transi-
ente devido ao peaking no HGO acomode-se, e pequeno o
suficiente para garantir que as trajetérias do sistema néo
deixem um determinado conjunto compacto, evitando-se
assim o escape em tempo finito.

Para todo ¢ € [0,7p), o sinal de controle é nulo (u=0).
Uma vez que o tempo de extingao de pico t. satisfaz
te(p) <te(w), com (1) € K conhecido, entao escolhendo-
se (Oliveira et al., 2008a; Oliveira et al., 2008b)

™ = te(p) ; (16)
existe p1 € (0, 1] suficientemente pequeno, tal que evita-

se o escape em tempo finito durante o dwell-time para
todo 0 < p < py.

De fato, para qualquer condigdo inicial dada e u = 0
em (1), se x(t) eventualmente escapar em algum tempo
finito ts, entdo tj; necessariamente serd independente
de p. Além disso, a partir de (13) pode-se concluir o
mesmo para é pois A, —H,,L,C, é uma matriz Hurwitz.
Portanto, reduzindo u assegura-se que a norma do estado
aumentado z4(t) := [T £7]7 ¢ uniformemente limitada
no intervalo [0, 7p ), apés o qual, os transitérios do HGO
(peaking) foram extintos.

No que segue, seja t* € [Tp,tar) o primeiro instante de
tempo tal que o estado aumentado x,(t) sai de uma bola
compacta dada B := {z, : |z.(t)] < R} de raio R >
|za(TD)| € considere o sub-intervalo Zp := [1p, t*).

Observacao 1 [Projeto Prdtico do Dwell-Time]

Para simplificar a implementagao do tempo de espera
(dwell-time), pode-se utilizar uma constante 7 apropri-
ada em vez do calculo exato de .. Note que, é sempre
possivel escolher constantes 7p e u, suficientemente
pequenas, tais que para Tp = Tp, 0 peaking e o escape
em tempo finito sao evitados durante o intervalo de
tempo de espera, ou seja, Tp satisfaz a desigualdade
t_e(,u) <7p <twm.

6.2 Limitante para a Norma do Estado

Devido & propriedade de alto ganho do HGO, pode-se
mostrar que: enquanto o estado aumentado x, perma-
nece dentro da bola B, V¢ € [rp,t*), o erro de obser-
vagdo Z. (12) pode ser feito arbitrariamente pequeno
reduzindo-se o parametro p do HGO. De fato, se p é
suficientemente pequeno tal que 7p(u) € [0,t*), tem-se
que Vt € [Tp,t*) [vide (Oh & Khalil, 1995, Lemma 1) e
(Oliveira et al., 2008a, Proposition 1)]:

|Ze(8)] = |6(t) — ()] < On), (17)

74 Revista Controle & Automacdo/Vol.21 no.1/Jan. e Fev. 2010

lz(@)] =7 (t) < [n)] + [E@)] + A = x(t),  (18)
onde é é a estimativa do HGO para £, A > 0 é uma
constante que majora o efeito do erro de estimacao
O(p) em (17) e 7(t) = 575 ©o(|€(t)],t) é o estimador
da norma projetado para a dindmica-n em (1) com
constantes apropriadas cg, A\g > 0 e ¢ dada em (H4),
considerando-se € em (H4) suficientemente pequeno [vide
(Hsu et al., 2003, Lemma 2)]. Note que, para provarmos
(18) utilizamos a relagao |z(t)] < |n(t)|+|£(t)] e a de-
sigualdade |n(t)| < |7(t)|, vélida Vt € [rp,t*), modulo o
termo exponencialmente decrescente 7(t).

6.3 Funcao de Modulacao
A partir de (H5), (8) e (18), pode-se escrever |d| < d+mq,

d(t) = (km|r| + [Km|x)/ky, + a(2X) + ca,
notando-se que k, >0 ¢ um limitante inferior conhecido

para ky, e pq(x+m) <@q(2x)+pa(2m), onde mq(t) = pq(2m)
é um termo exponencialmente decrescente.

(19)

A fungéo de modulagao livre de peaking o(x,t) pode en-
tao ser obtida tal que (11) seja valido Vt € [tp, t*):

0 , YVt e [0,7p)
olx:t) = { d(t) + 6 .

No préximo teorema é demonstrado que mesmo com
u =0, Vt € [0,7p), o sistema em malha fechada nao
pode ter escape em tempo finito e além disso, o rastrea-
mento global/semi-global de trajetéria é garantido.

(20)

, €aso contrario.

7 ANALISE DE ESTABILIDADE

A fim de considerar todas condigoes iniciais envolvidas
no sistema do erro (7) e (14)-(15), seja:

()= (1), 2T (0,5 (O], 2(8):=[n"(0) 2T (0)]e ",

(21)
onde >0 é uma constante genérica e z° denota o estado
transiente (Hsu et al., 2002) devido as condigdes inici-
ais dos sistemas estaveis correspondentes a dinamica-n e
aos filtros usados na fungao de modulagao. O resultado
principal é agora estabelecido.

Teorema 1 Considere a planta (1), a lei de controle
dada por (10) e (20), o observador de alto ganho (13) e
o modelo de referéncia em (3). Assuma que as hipdteses
(H1)-(H5) sejam satisfeitas. Ent&o, para p € (0, 1] sufi-
cientemente pequeno, o sistema completo do erro (7) e
(15) com estado z(t) é globalmente ou semi-globalmente
exponencialmente estdvel com respeito a um conjunto
residual pequeno de ordem O(u) independente das con-
digoes iniciais. Além disso, todos os sinais do sistema
em malha fechada sdo uniformemente limitados.



Prova: Ver Apéndice B. |

Coroldrio 1 [Malha de Deslizamento Ideal]
Adicionalmente as hipdteses do Teorema 1, se o >
| K ||&m ||k ] |7| 4+ 6 com § >0, entdo o modo deslizante
G(t) =0 é alcangado em tempo finito e o fendémeno de
chattering (Edwards & Spurgeon, 1998) no sinal de con-
trole é evitado (vide Fig. 1).

Prova: Ver Apéndice C. |

Observagao 2 [Auséncia de Peaking]

Uma vez que o peaking nao é transmitido para o estado
da planta x, pode-se concluir que x. é livre de peaking
notando-se que z, em (7) é ISS com respeito a [u+d] e
a lei de controle u (10) é livre de peaking por definigao.

Observagao 3 [Conjuntos Residuais Menores]

O conjunto residual no Teorema 1 é de ordem O(u),
enquanto que na abordagem GBC (Oh & Khalil, 1995;
Oh & Khalil, 1997) esse conjunto é de ordem O(\/f).

Observagao 4 [Dominio de Atragdo]

No Teorema 1, o sistema de controle é semi-global em
apenas um unico parametro (u), enquanto que na abor-
dagem GBC (Oh & Khalil, 1995; Oh & Khalil, 1997)
mais um parametro precisa ser ajustado: o nivel de satu-
ragao. Conjectura-se aqui que essa dependéncia em dois
parametros € a razao para os menores dominios de atra-
¢ao observados nas simulagoes com o GBC na Segao 9.
Como esperado, a saturagao pode reduzir o dominio de
atracdo. De fato, aumentando-se o nivel de saturacéo,
enquanto p ¢ fixado, o dominio de atragao com o GBC é
reduzido devido aos altos niveis de peaking ainda trans-
mitidos para a planta.

Observacao 5 [Transitério e Ruido de Medigdo]

A fim de recuperar (aumentar) o dominio usando o GBC,
é necessario reduzir p, isto €, aumentar o ganho do HGO.
Entretanto, enquanto o dominio de atracao é aumen-
tado, o comportamento transitério é degradado devido:
(i) as maiores amplitudes do peaking transmitidas para
a planta permitidas pelos niveis maiores de saturacao, e
(ii) a uma maior sensibilidade & ruido de medicao que é
observada em razao do maior ganho requerido no HGO.

8 ESQUEMA PARA MONITORACAO DE
PEAKING

Para implementar a estratégia baseada em HGO e dwell-
time, é necessario saber o instante de tempo inicial de
modo a manter o sinal de controle igual a zero du-
rante o periodo 7p. Enquanto essa tarefa parece fécil

quando o sistema é inicializado, isto sera dificil de ser
realizado se o sistema estiver sujeito a perturbacoes
exogenas que causem mudancas abruptas na saida da
planta (por exemplo, devido a falhas intermitentes
de sensores (Li & Tao, 2009) ou sensores de natureza
bindria (Yin et al., 2009) utilizado em aplicagdes de co-
municacgao mével) e, conseqiientemente, induzam outro
peaking no HGO ap6s o periodo de dwell-time inicial.

A fim de lidar com o fendmeno de peaking apds essa
fase inicial, um esquema de monitoracdo é proposto para
deteccao do mesmo. Se o sistema € livre de perturbagoes
exégenas de saida, |£|+ O(p) é um limitante superior
natural para || obtido a partir de (17), valido Vt > 7p.
Além disso, como estabelecido no Teorema 1, £ tende
para &, exponencialmente. Neste caso, existe um tempo
finito £, >0 tal que |€] < |[Em|+O(1), YVt >t,. Assim, a
seguinte funcdo de monitora¢ao ® pode ser definida

O] < [€m(t)]+a = 2(t), (22)

onde a>O(u) >0 é uma constante de projeto apropriada
tal que ® seja um limitante em norma para \£|, Vt>1p.
Lembrando que (22) é valida somente se o sistema é livre
de perturbacoes de saida, utiliza-se ® como um bench-
mark para detectar se a desigualdade em (22) é violada.
Assim, o instante de deteccao t; é definido por

Foyim {min{t>ti+TD ()| >®(t)}, se existir,
400, caso contrario,
(23)

onde i€ J:=4{0,1,2,...} e ty:=0.

Assim, (22)-(23) em conjunto com a estratégia de dwell-
time formam um esquema de monitorag¢do para detectar
e evitar o fenémeno de peaking no sinal de controle tam-
bém valido Vt>7p.

Em poucas palavras, o sinal de controle aplicado a planta
¢ igual a zero durante o intervalo [¢;, #;+7p) e é dado por
(10) e (20) caso contrario. Os passos para implementar o
esquema de monitoracao sao dados no algoritmo a seguir.

Algoritmo para Monitoragao de Peaking

e Passo 1. Defina o instante de detecgdo inicial
to:=0, o conjunto indexado J:={0,1,2,...} e
o valor inicial para i€J, isto &, i:=0.

e Passo 2. Para t > {;, feche a malha de controle
com u definido por (10) e o(x,t) em (20), alte-
rando o instante inicial de 0 para {;. Cheque
continuamente (22), Vt>t;+7p.

e Passo 3. Quando um novo peaking for detectado
de acordo com (23), faga i:=i+1 e volte para o
Passo 2.
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O esquema de monitoragao proposto é aplicavel a clas-
ses de perturbacgoes de saida em que os efeitos de peaking
desaparecam apos o intervalo selecionado de dwell-time
e tais que as ocorréncias de peaking, possivelmente mul-
tiplas dentro do dwell-time, sejam separadas por perio-
dos de tempo suficientemente grandes entre elas. Deste
modo, os efeitos do dwell-time sdo absorvidos pelas pro-
priedades de estabilidade da lei de controle por modos
deslizantes durante o periodo sem peaking.

No Exemplo 2 da préxima secao, o algoritmo para detec-
¢ao de peaking é testado com perturbagoes de saida do
tipo pulso. No futuro, serd desejavel caracterizar clas-
ses mais gerais de perturbagoes de saida que possam ser
incluidas na abordagem proposta.

9 EXEMPLOS E SIMULACOES

Nesta secao sao apresentados dois exemplos: um para
ilustrar a aplicabilidade e outro para ilustrar o desempe-
nho do esquema de controle livre de peaking proposto.
O primeiro é um exemplo pratico que trata de um man-
cal magnético e o segundo ilustra um caso em que a pre-
senca de peaking no sinal de controle pode prejudicar o
transitdrio, levar a instabilidade (contragdo do dominio
de atracdo) e ao escape em tempo finito.

Exemplo 1 [Aplicagao Prdtica] Considere o seguinte
modelo de um grau de liberdade de um mancal mag-
nético extraido de (Arcak & Kokotovié, 2001)

Iy =13Ty, Zop==T3+Is3|Ts], Zz=u, y=711,
onde o objetivo de controle é estabilizar o sistema em
Z = 0 utilizando-se a posi¢ao do rotor z;, enquanto que
a velocidade Ty e o fluxo magnético T3 nao estao dispo-
niveis para realimentagao. A dificuldade principal é o
termo quadratico no estado nao medido 3. Entretanto,
o objetivo de controle pode ser alcancado com o esquema
proposto neste artigo simplesmente notando-se que o sis-
tema em questao pode ser levado para a forma normal
(1), sem din&mica interna e sem perturbagio de entrada
(dg = 0), utilizando a seguinte transformacao de coor-
denadas T'(Z) = [z1 T2 Z3(1+]|z3|)]. De fato, apds a
transformacao, tem-se que

§1=8, &=§&, G=k@)u, y=%&,
onde o ganho de alta freqiiéncia k, = 14 2|Z3| é positivo
enao se anula (k, = 1). Sendo assim, pelo Teorema 1, ao
menos a estabilizagao (r(t) =0) semi-global é assegurada.
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Exemplo 2 [Ezemplo Académico] Considere o sistema
nao-linear ja representado na forma normal (1) sem
dinamica-n e com grau relativo p=3:

EG1=&, &=¢&, &=klut0], y=&,

onde o HFG satisfaz k, > 1, [0| <2 e dy=0&5 em (1). As
simulacoes foram realizadas com 6 =1 e k, =1.5 como
os parametros reais da planta. O modelo de referéncia
é escolhido com M(s) = ﬁ, Kn=[-1-3-3Te¢
r(t) =2sin(mwt). Os pardmetros do HGO sao: p=0.01,
kyom=1, N(s)=(s + 5)% e L,=[15 75 125]7.

A fungdo de modulagao (20) é calculada com é = 0.1 e
o limitante para d em (8) é dado por

d(t) = Ir + |yl + 26| + A) + (6] + A)P,

onde A=1 é adicionado a |§3| de forma a majorar o erro
de estimagao de ordem O(u) (17) do HGO apés a fase
de peaking.

Neste exemplo, o sistema tem uma nao-linearidade forte
(ctibica) no estado ndo medido £3. Assim, nenhuma das
estratégias via realimentacao de saida existentes na lite-
ratura podem estabilizar globalmente ou garantir rastre-
amento global ao sistema acima (Andrieu & Praly, 2009).

Além disso, se o peaking das estimativas do HGO fosse
transmitido completamente para a planta, um escape em
tempo finito teria acontecido. De fato, considerando o
estado inicial £(0) = [1 0 07, o escape em tempo finito
ocorre em t=0.262s (curvas ndo mostradas). Contudo, a
estratégia de controle livre de peaking baseada em HGO
e dwell-time com 7p =10 =0.1 resulta em um excelente
rastreamento das trajetorias do modelo e elimina o es-
cape em tempo finito para as mesmas condic¢oes iniciais,
{Jide Figd 2. . . . .

m modo alternativo para se evitar o peaking consiste
em aplicar a estratégia de controle GBC (Oh & Kha-
lil, 1997) utilizando-se um nivel de saturagdo apropri-
ado use¢ que considere o esfor¢o de controle necessério.
Entretanto, como esperado, a saturagao pode reduzir o
dominio de atracao. Quando o parametro p é fixado e
aumentamos s, e€sse dominio é reduzido devido aos
maiores niveis de peaking transmitidos para a planta.
De fato, para £(0) = [£1(0) 0 0]7 (todas as demais con-
dicoes do sistema em malha fechada foram consideradas
nulas), = 0.01 e uget = 500, o rastreamento é alcan-
cado apenas com |£1(0)| <2. Por outro lado, o dominio
de atracao em nosso esquema é consideravelmente maior
(|€1(0)] < 8) para esse mesmo p'. Além disso, quando
£1(0) =2, nosso esquema apresenta uma maxima ampli-
tude de controle igual a 500. Deste modo, para garantir-
mos uma comparagao justa entre os dois controladores,

1Para obtermos o dominio |¢1(0)| <8 com o controlador GBC,
1 deveria ser reduzido 5 vezes.
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Figura 2: HGO e dwell-time: (a) estado z., (b) sinal de con-
trole u e (c) zoom no sinal de controle u mostrando o dwell-time
7p = 0.1s.

considera-se £1(0)=2 e p=0.01, enquanto que w4 =500
na estratégia GBC.

Na Fig. 3 (a), pode-se observar que para £;(0)=2, o de-
sempenho de ambos os controladores é similar. No en-
tanto, para condicoes iniciais menores (£1(0)=1 e 0.01),
uma degradacao significativa da resposta transitéria do
erro de rastreamento é observada com a abordagem GBC
comparada com a resposta com o esquema baseado em
HGO e dwell-time (tp = 0.1) ilustradas na Fig.3 (b)-
(c). Isso ocorre porque com o controlador proposto a
magnitude de controle é automaticamente ajustada e
torna-se menor para condigoes iniciais menores, resul-
tando em um comportamento transitério mais uniforme
em todo o dominio de atracao. Por outro lado, na abor-
dagem GBC, um dominio de atragdo maior requer um
nivel de saturacao maior, assim como um ganho maior
do HGO (parametro g menor). Isso néo evita os efeitos
danosos do peaking, especialmente para condigoes iniciais
pequenas, impedindo assim um comportamento transi-
tério mais uniforme.

Uma vez que a estratégia de HGO e dwell-time nao é ba-
seada em saturacao, o peaking é completamente evitado
e o dominio de atracao pode ser arbitrariamente aumen-
tado reduzindo-se o parametro u do HGO, sem prejudi-
car o comportamento transitério do rastreamento.

A estratégia baseada em HGO e dwell-time requer que
detectemos qualquer instante de tempo em que a saida
é desviada abruptamente de seu valor atual e reinici-
alize o controlador naquele instante. Se esse proce-
dimento falhar, o peaking induzido no HGO pela mu-

0 5 10 15 20
1(s)

Figura 3: Transiente nao-uniforme para condicOes iniciais
diferentes: (a) £1(0) = 2, (b) £&1(0) =1 e (c) &(0) = 0.01.
Saida da planta & = y (HGO e dwell-time: linha continua;
GBC: linha ponto-tracejada) e saida do modelo y., (linha tra-
cejada).

danga repentina na saida leva o sistema a instabilidade.
Essa situagao pode ser observada quando escolhemos
£(0)=1[0.5 0.5 0]7 e inserimos pulsos de amplitude 0.15
e duragao 0.0001s na saida da planta y nos instantes
t=1,2,...,5s. Essa perturbagao é suficiente para indu-
zir peaking nos estados do HGO e provocar escape em
tempo finito em ¢ =1.06s (curvas ndo mostradas). Por
outro lado, a estratégia com dwell-time e esquema de
monitoragdo (22)-(23) com a=2, p=0.001 e 7p = 10pu
lida eficientemente com as complicacoes causadas pelo
peaking como mostrado na Fig. 4.

Chattering no Sinal de Controle

No Coroldrio 1, assegura-se que o deslizamento ideal
remove o chattering no sinal de controle. Contudo, o
deslizamento ideal nao pode ser garantido em aplica-
¢oOes praticas pois os dispositivos reais de chaveamento
sempre apresentam algum atraso ou limite na freqiién-
cia de chaveamento. Além disso, ruido, dinamicas
nao-modeladas ou discretizagao estao sempre presentes.
Sendo assim, como regra, o deslizamento ideal e o ras-
treamento perfeito ndo podem ser obtidos em aplicagoes
reais. Nas simulacoes apresentadas (Figs. 2(b) e 4(b)),
a lei de controle foi projetada com base na teoria. En-
tretanto, quando um dado controlador permite atingir
o deslizamento ideal na auséncia de tais “imperfeicoes”,
espera-se um desempenho pratico melhor do que um ou-
tro controlador em que o deslizamento nao é garantido
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Figura 4: Desempenho do esquema de monitoragdo: (a)
saida da planta y corrompida por pulsos de perturbagéo (linha
continua) e saida do modelo de referéncia y,, (linha tracejada),
(b) sinal de controle u e (c) zoom em u mostrando a reiniciali-
zagdo do dwell-time devido ao pulso em t=1s.

teoricamente. Além disso, o chattering no controle pode
sempre ser reduzido ou eliminado por meio de estratégias
adequadas, como por exemplo, o método da camada de
fronteira apresentado em (Edwards & Spurgeon, 1998).

10 CONCLUSOES

O controlador por modos deslizantes e realimentacao de
saida para rastreamento de trajetérias de sistemas for-
temente nao-lineares incertos desenvolvido neste artigo
utiliza as estimativas do HGO no célculo da lei de chave-
amento e na fungdo de modulac¢ao (ganho de controle).
Devido a estratégia de dwell-time na ativagao do sinal
de controle, o esquema proposto é livre de peaking. Foi
provado que a abordagem proposta garante estabilidade
exponencial semi-global (ou até global), com respeito a
um pequeno conjunto residual independente das condi-
¢Oes iniciais, sem a necessidade de fazer uso da saturacao
na lei de controle. Um esquema de monitoragao foi tam-
bém proposto para evitar o peaking induzido por classes
de perturbagoes exdgenas de saida.

A DEMONSTRACAO DO LEMA 1

Introduzindo a transformacao de coordenadas . =
Tnze, com T, := [I ST]T e S definido em (9), o
sistema (7) pode ser levado para a forma normal. Logo,
pode-se concluir que (7) é OSS com respeito a saida de
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grau relativo unitario Sz, ou seja, x. e e satisfazem

|ze|, €] < ki|Sze| + 1, (24)
com ki > 0 sendo uma constante e m; um termo expo-
nencialmente decrescente que depende do valor do es-
tado x. no inicio do intervalo Zp. Note que, para todo
Ze, ou |Sxe| < |SZ| ou |Sz.| > |SZe|. Sendo assim, ou
[Sze| < |SZ| ou sgn(é) = sgn(Sz.). Considere o ltimo
caso.

Utilizando-se a fungao de energia V = I Pz., onde
P =PT >0 ¢éasolucio de AL P+ PA,, = —I, pode-se
assegurar que a derivada temporal de V' ao longo das
solugdes de (7) satisfaz V' < —|xc|? — 2kp|Sze|[o — |d]],
ou, equivalentemente,

V < —lze|? - 2|Szc|lky0 — [kpdl]

onde k, é o limitante inferior de k, definido em (H3).
Desta forma, como ¢ em (10) satisfaz (11), V¢ € Ip,
tem-se que 1% < f|xe|2, que juntamente com o caso
|Sze| < |SZ.| leva a desigualdade [Sz.| < |SZ.| + w2,
onde m é um termo exponencialmente decrescente.
Conseqiientemente, a partir de (24), a dindmica que
governa z,. € ISS com respeito a Z., Vi€ Zp. [ |

B DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1

Considere as definigdes apresentadas na Secdo 6.1 para:
o tempo de espera (dwell-time) Tp, o intervalo Zp :=
[TD,t*), o instante de tempo t* € [Tp,tarr), 0 estado au-
mentado z,(t) := [z7 £7]7 e a bola B:={z, : |z4(t)] <
R} de raio R>|xq(7p)].

(A) Resultado Semi-Global

Convergéncia e escape em tempo finito: A par-
tir de (17), verifica-se que a desigualdade |Z.| <O(u) ¢é
valida Vt € Zp e p suficientemente pequeno. Portanto,
de acordo com o Lema 1, pode-se verificar diretamente
que z,(t) e o estado completo do erro, z(t) em (21), sdo
limitados Vt€Zp. Além disso, z(t) — O(u) exponencial-
mente e ndo pode escapar em tempo finito, ou seja, t* e
tar — +o00. Assim, a seguinte desigualdade se verifica:

|2(0)] < Bo(l=(rp))e ")+ O(n), ¥t > 7p, (25)
onde Ay > 0 é uma constante e Gy € K.

Estabilidade semi-global: Lembrando que o periodo
de espera 7p tende a zero quando u — 0 e que u = 0
vt € [0,7p), Tp torna-se tdo pequeno & medida que p é
reduzido de forma que a norma do estado da planta |z|,
|ze| € |z| permanecem préximos do conjunto de condi-
¢oes iniciais Vt € [0,7p). Portanto, pode-se considerar o



intervalo Vt € [0, +00) na desigualdade (25) e obter:

12(t)] < Bo(|2(0))e 2" + O(u), Vi, (26)

onde )\, > 0 é uma constante e 3y € K. Note que para
|2(0)| e p suficientemente pequenos, tem-se que |z(t)] <
R (¥t). Além disso, como R e |2(0)| podem ser escolhidos
arbitrariamente grandes quando p — 0, a estabilidade
exponencial semi-global do sistema do erro é obtida.

Sinais limitados: Relembrando que a norma de &, é
uniformemente limitada, entao £ = z. + £, também é
uniformemente limitado e, a partir de (17) e (18), pode-
se concluir que as normas de x, x e todos os sinais em
malha fechada sao uniformemente limitadas.

Residuo independente das condigoes iniciais: Note
que o conjunto residual de ordem O(u) satisfaz O(u) <
ku, onde a constante k& > 0 pode ser uma fungao
das condigoes iniciais do sistema em malha fechada,
devido a andlise baseada na bola B. Entretanto, para
1 suficientemente pequeno e dependente das condigoes
iniciais, o conjunto residual pode ser feito independente
das condicOes iniciais. De fato, dada uma constante
arbitraria i, tem-se que O(u) < O(f) para u < O(i)/k.

(B) Resultado Global

No caso semi-global anterior, a desigualdade (17) foi uti-
lizada para obter uma funcao de modulacao o livre de
pico satisfazendo o > |d|. Isso permitiu usar o Lema I
para concluir o resultado semi-global. Por outro lado,
a desigualdade (17) nao pode ser utilizada diretamente
para obtermos resultados globais, uma vez que esta é
valida somente para x, dentro da bola B.

Entretanto, se a dindmica-n for ausente?, o ganho de
alta freqiiéncia k, for uniformemente limitado (|k,| < k,,
com kj, >0 constante) e dy for globalmente Lipschitz (em
(H5), ¢q ¢é linear), pode-se obter a equacao do erro (7)
com d satisfazendo |kpd| < |k ||r|+|EKm||€]+kol&| + k1,
sendo kg e k1 constantes positivas independente das con-
digoes iniciais (bola B), tais que |dy| < kol|¢| + k1. Em
outras palavras, neste caso encontra-se um limitante su-
perior para a norma de k,d afim em |¢]|.

Além disso, pode-se escolher ¢ de forma que |k, 0| =k2+

k3|€|, com constantes kg, ks satisfazendo kg > Ky ||7|+E1
e k3 >|K,,|+ko. Portanto, lembrando que |Z.|=[£—&| >
|€]— €|, a seguinte desigualdade pode ser verificada

EPQ - |kpd| > _k4|i'e|a (27)
onde k4 é uma constante positiva.

(1) Propriedade 1SS de &, para x,:

2Esta condicio apenas simplifica o desenvolvimento, basta con-
siderar g = 0 em (H4).

De (27) e seguindo a demonstragao do Lema I para o
caso em que |Sx.| > |SZ.|, pode-se verificar que a dina-
mica de x. é ISS com respeito a Z., Vt € [Tp,ty ), uma
vez que

VS _|$e|2+2k4|8$e||5je|7 (28)

independentemente da desigualdade o > |d| ser veri-
ficada ou nao. De fato, considere os seguintes casos:
() fze] < |2kl S]) ou (i) |ae| > |Z](4ke]S]).
Para o caso (ii), tem-se de (28) que V' < —A\{V, onde
0 < A1 < 1/2 é uma constante apropriada. Portanto,
utilizando a desigualdade de Rayleigh e considerando o
caso (i), pode-se concluir que

2 (8)] < Br(|ze(0)])e™ 2" + ks|de(t)], V€ [, tar),
(29)
onde Ao, k5 > 0 sao constantes e 31 € K.

(2) Propriedade ISpS de x. para Te:

Por outro lado, como sera verificado a seguir, pode-se
demonstrar a partir de (15) que a dindmica que governa
Ze ¢ ISpS com respeito a x., Vt € [Tp,tr), com ganho-
ISpS da ordem de p.

De fato, recordando que 5:57576, Te :lelé eé=xAm,
pode-se reescrever f como éz —T;1C+xe+§m. Além
disso, como |T,;'[ <1, tem-se que €| < [¢|+]@e|+kg, onde
kg > |&m| é uma constante.

Portanto, pode-se obter um majorante afim em |z.|+|(]
para a funcao de modulagao ¢. Agora, considere o sinal
v dado em (15). Como |dy| <ko|&Hk1 e kp > |kp| >k, >0,
pode-se escrever que |v| < kr|u| <k7o e também obter um
majorante afim em |z.|+|{| para a norma do sinal v:

] < ks(lze| +[C) + ko , (30)

onde k7, kg e kg sao constantes positivas.

Considere agora a dindmica de ¢ descrita em (15) e a
funcio de energia V = ¢TP(, onde P = PT > 0 ¢
a solugio de ATP + PA, = —I. Entdo, a derivada
temporal de V' ao longo das solugoes de (15) satisfaz
Vo = —|C)? + (w)k,y[2¢TPB,] e, de (30), tem-se que
pV < —[¢12 + OW)ICI? + O)IC]|ze| + O(m)[C]. Agora,
considere dois casos: (i) || < 40(p)|xe| +4O(u) ou (ii)
|| > 40(p)|ze| + 4O(p). Para o caso (i), tem-se que
O(w)|zel, O(p) < [€]/4 e, portanto, a seguinte desigual-
dade se verifica: uV < —[C]*+O(u)|¢|> +I¢[2/4+[¢I*/4,

ou, equivalentemente,

pV < —[1/2 = O(w)l¢I?.

de onde pode-se concluir que MV <—A3V, com uma cons-
tante apropriada A3 > 0 e p suficientemente pequeno.
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Logo, considerando o caso (i) e utilizando a desigual-
dade de Rayleigh, pode-se concluir que

7] < Bo(|F O))e " +O () | +O() , ¥t € [, tar)

(31)
onde (3 € Koo. Em (31), o limitante superior para a
norma de . foi obtido utilizando o fato de que . =T, ¢
implica |Z.| <[¢], pois |T; '] <1 para pu<1. O resul-
tado global pode ser obtido substituindo (31) em (29)
e fazendo p suficientemente pequeno (independente das
condigbes iniciais). De fato, lembrando que o perfodo
de espera 7p tende a zero quando p — 0 e que u = 0
Yt € [0,7p), pode-se considerar o intervalo Vt € [0,¢5r)
nas desigualdades (29) e (31). Note que a andlise acima
estd diretamente relacionada com o Teorema de Peque-
nos Ganhos de Jiang et al. (1994), entretanto aqui néo
utiliza-se a formulagdo com normas infinitas, sendo as-
sim mais direta e menos conservadora.

Uma vez que p é independente das condigoes iniciais
do sistema em malha fechada, conseqiientemente, o con-
junto residual de ordem O(p) também é independente.
A prova de que todos os sinais no sistema de controle
estao limitados e da nao ocorréncia de escape em tempo
finito é idéntica a realizada no caso semi-global. |

C DEMONSTRACAO DO COROLARIO 1

Relembrando-se que A, = A, — B, K, f = Te + &,
é:xe—i—fm—ie, Te = Te— Te € Te = T;lf, pode-se veri-
ficar a partir de (13) que ai"ezAmﬁ:e—i—Bpu—l—gm +¢., onde
Sm = —By(Km&m+kmr) € ¢e = (B,Ky+H, L,Cp)(Ze—
xe)+H,Lse. Note que, de acordo com o Teorema 1,
todos os sinais do sistema em malha fechada sao uni-
formemente limitados em norma e z(t) — O(u). Entao,
existe um tempo finito 77 > 0 tal que |¢.| < &1, Vi > T,
e qualquer 01 >0. Agora, considere a funcao de energia
V = 2TP3., onde P = PT > 0 é a solucio de
AT P+ PA,, = —Q, com Q = QT > 0e PB, = ST
(lembrar que o sistema (A, By, S) é estritamente real
positivo). Entao, calculando V ao longo das solucdes da
dinamica que governa ., pode-se verificar que a con-
dicdo para a existéncia de modo deslizante 66 <0 ¢
verificada para algum tempo finito 75 > 77 desde que
0> 6m + 6, onde § > 0 é uma constante arbitraria. MW
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