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RESUMO

Este trabalho propSe uma estratégia de eliminacdo
de elementos ndo-nulos durante a construcdo de um
pré-condicionador ILU fazendo uso de dois critérios; um
baseado no erro gerado para eliminar os elementos do fator L
e 0 outro numa tolerancia relativa para eliminar os elementos
de U. Normalmente, esses critérios estdo baseados nos
niveis dos elementos ndo-nulos, nos seus valores absolutos,
quantidade, ou numa combinacdo dessas duas Ultimas.
Para o subproblema linear do fluxo de carga esta Ultima
combina¢do pode introduzir elevados erros devido &
eliminacdo inadequada de elementos ndo-nulos grandes
em valor absoluto, aumentando o ndmero de operagdes
efetuadas pelo método iterativo e, conseqientemente, o
tempo de CPU, comprometendo o seu desempenho. E
mostrada a influéncia do esquema de reordenamento neste
cenario e experimentos numeéricos tipificam o problema e
corroboram a melhor qualidade da regra proposta.
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ABSTRACT

Adequating the ILUT Preconditioner for the Solution of
Power Flow Sublinear Problem Using GMRES

This paper proposes a fill-in dropping strategy during 1LU
preconditioner construction making use of two criteria; one
to eliminate the L factor fill-ins based on the resulting error
and the other based on a relative tolerance for U fill-ins.
Normally, the fill-in dropping rule is based on levels of
fills, numerical values, amount, or a combination of the
former two. This combination rule is very well-documented
in the literature but for solving the load flow sublinear
problem this conventional rule may introduce large errors
due to inadequate droppings, increasing the number of
operations and the CPU time as well, turning poor the
iterative method performance. It is shown the influence
of the reordering scheme over that scenario and numerical
experiments typify the problem and corroborate the better
quality of the proposed rule.

KEYWORDS: Preconditioners, Incomplete Factorization,
Krylov subspace iterative methods, Algebraic Linear
Equations, Load-Flow.

1 INTRODUCAO

A aplicacdo de métodos iterativos do subespaco Krylov
pré-condicionados tem sido direcionada basicamente para
solucionar sistemas lineares do tipo A.x=b complexos e
com milhdes de incognitas (Axelsson, 1994; Barrett, 2006;
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Benzi, 2002; Saad, 2003; Van Der Vorst, 2003). Um
método iterativo se adequadamente pré-condicionado pode
ser aplicado eficientemente em sistemas de menor porte
(milhares de incdgnitas) e com matrizes mal-condicionadas.
Entretanto, encontrar um pré-condicionador para solucionar
problemas com estas caracteristicas ndo é uma tarefa
simples. Uma das principais dificuldades estd no fato
do pré-condicionamento se basear em aproximagdes e, na
auséncia de informacdes precisas do comportamento da
solucdo e das propriedades da matriz de coeficientes, a
convergéncia pode ficar muito dependente de informagdes
perdidas ao longo do processo de aproximagdo. A qualidade
do pré-condicionador pode piorar em funcdo de qualquer
mudanga no comportamento da solugéo, reduzindo a taxa de
convergéncia e a robustez do método iterativo, aumentando
0 numero de operacdes efetuadas ao longo do processo de
solucdo. O método também pode falhar e ndo solucionar o
sistema linear considerando-se os pardmetros estabelecidos,
como tolerancia e ndmero maximo de iteracdes. Devido
a importancia dos pré-condicionadores para os métodos
iterativos, estes se tornaram uma interessante e desafiadora
linha de pesquisa, estando sob constante investigacéo (Benzi,
Haws, & Tuma, 2000; Benzi, 2002; Bruaset, 1995; Chen,
2005; Greenbaum, 1997).

A elaboragdo de um pré-condicionador pode ser feita
basicamente por dois caminhos; um estabelecendo forte
dependéncia com as caracteristicas do problema e o outro
com menos. A vantagem da primeira opcdo estd na
boa qualidade do pré-condicionador.  Por outro lado,
como ja informado, qualquer mudanca nas caracteristicas
do problema pode afetar negativamente a sua qualidade
comprometendo o desempenho do método iterativo. A
segunda opcdo abrange um pré-condicionador menos
dependente, podendo ser aplicado a diferentes tipos de
problemas. Entretanto, apesar do seu processo de construgéo
ser menos complexo, a sua qualidade pode ser comprometida
devido a problemas de precisdo e instabilidade numérica,
principalmente se baseado em fatores triangulares inferior
(L) e superior (U) incompletos. Pré-condicionadores que
fazem uso desta forma de construcdo sdo conhecidos como
ILU (Saad, 1996) e diferem no critério para eliminar
elementos ndo-nulos que surgem durante o processo de
fatoracdo em posicBes antes ocupadas por elementos nulos.
O presente trabalho investiga um desses critérios (ou regras)
quando considerado na solucéo iterativa do subproblema
linear do fluxo de carga via método GMRES (Saad &
Schultz, 1986) com o pré-condicionador construido a
partir da matriz Jacobiana calculada na primeira iteracdo
do método de Newton-Raphson. A matriz Jacobiana é
formada por quatro submatrizes identificadas como H, N,
M e L em (1) , sendo estas estruturalmente idénticas e
simétricas; conseqiientemente, a matriz Jacobiana também
é estruturalmente simétrica, embora seja numericamente

assimétrica (Prada, 1977; Monticelli, 1983; Borges &
Coutinho, 1996). Outra caracteristica relevante da matriz
Jacobiana é sua esparsidade. Esta caracteristica € inerente
as redes elétricas dado que cada barra pode ter apenas alguns
poucos ramos conectados a ela. Visto que o nimero médio de
ramos conectados as barras é o mesmo, independentemente
do tamanho do sistema, entdo, quanto maior for o sistema,
maior serd o nimero de elementos nulos na matriz Jacobiana,
tornando-se cada vez mais esparsa. Em (1) AP e AQ
correspondem aos erros das poténcias ativa e reativa, V e
6 ao médulo e dngulo da tensdo da barra, respectivamente.

OAP  OAP
S H N

J=- 68A9Q aaAVQ :_{M L} @
90 oV

A regra de eliminacdo de elementos ndo-nulos investigada e
identificada neste trabalho como “convencional” foi proposta
por (Saad, 1994) e o pré-condicionador associado a esta regra
é conhecido como ILUT(7,p). S&o identificadas deficiéncias
desta regra para o problema de interesse e é proposta uma
nova estratégia de eliminacdo baseada em dois critérios:
um, para eliminar os elementos do fator L com base no
erro gerado; o outro, uma variante da regra convencional
para eliminar os elementos do fator U. Esta estratégia é
identificada neste trabalho como regra composta. Para
controlar o nimero de elementos ndo-nulos é considerada
também uma estratégia de reordenamento. Experimentos
numericos corroboram a melhor eficiéncia da estratégia de
eliminacéo proposta em relagéo a convencional em termos de
quantidade de elementos eliminados, ndmero de operagdes
de ponto flutuante e tempo de CPU.

2 O PRE-CONDICIONADOR ILUT

A regra aplicada no pré-condicionador ILUT(7,p) considera
uma tolerancia absoluta = e um nimero p de elementos
ndo-nulos permitidos nas linhas dos fatores incompletos. Seu
mecanismo se resume a eliminar um elemento (substituido
por zero) se este for menor que uma tolerancia relativa 7;
obtida multiplicando-se = pela norma-2 da i-ésima linha.
S40 mantidos apenas 0s p maiores elementos no fator L
da linha e 0s p maiores elementos no fator U da linha em
adicdo ao elemento diagonal, que é sempre mantido. A
razdo para usar uma tolerancia relativa se deve a matrizes mal
escalonadas (Benzi, 2002). Apesar de bastante referenciada
na literatura (Benzi, 2002; Chen, 2005; Saad, 1994; 1996;
2003; Van Der Vorst, 2003; Zhang; 2000), esta regra pode
introduzir erros reduzindo a eficiéncia do pré-condicionador.
As préximas subsec¢des ilustram estes problemas e propdem
uma estratégia de eliminacéo baseada em dois critérios.
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2.1 Eliminagdo convencional

Para ilustrar as deficiéncias da regra de eliminacdo
convencional para o problema de interesse, simula-se um
fluxo de carga utilizando um sistema-teste de pequeno
porte de cinco barras e dois geradores (CEPEL, 2001).
Inicialmente, dois experimentos numéricos foram realizados
para diferentes tolerancias absolutas, 7, = 2 x 107* e
T2 = 2,5 x 1074, e como o sistema é de pequeno porte
o0 parametro p ndo foi considerado, ndo havendo, portanto,
limite maximo para o ndmero de elementos nao-nulos
permitidos. A Tabela 1 mostra os elementos do fator L
(fator triangular inferior) em ordem crescente baseada em
seus valores absolutos (colunas um e dois), quantos e quais
foram eliminados (marcados por um X) em funcdo das
tolerancias (coluna trés) e o erro gerado por cada eliminacéo
(coluna quatro), este computado de acordo com (2), onde
L representa o fator triangular inferior incompleto (Benzi,
Szyld & Van Duin, 1999; Benzi, 2002).

Erro(ly) = || L.U — L.U|

>k 2

Tabela 1: Eliminag&o - regra convencional

Lij A Tolerancias | Erro

_ _ - P _
lipo | 131078 | X X 0,0010
lg5 | 762x1071¢ | X X 0,0018
ls6 | 7e6x107'® | X X 0,0018
lo5 | 7e6xt0-t¢ | X X 0,0018
ls5 | 662x107'% | X X 0,0076
lo6 6,62x10"% | X X 0,0076
7,2 6,68x10~ 1% | X X 0,0077
li0,4 0,0095 — — 0,0328
los 0,0156 — — 3,2377
s 7 0,0241 — — 4,8525
lio,7 0,0247 — — 4,9734
I7,3 0,0328 — X 8,0816
ly,3 0,0332 — — 8,1728
2,1 0,0612 — X 4,0129

Os elementos acima da linha em negrito sdo menores em
magnitude que as tolerancias absolutas e os abaixo sdo
maiores. Para o ILUT(7;) foram eliminados os sete menores
elementos de L e para o ILUT(7), além destes, também |7 5
e |271.

Apesar do problema ter sido resolvido, as consequéncias
dessas eliminac@es acima da tolerancia absoluta podem ser
melhor visualizadas se computadas as operagdes de ponto
flutuante. Essas informacdes estdo na Tabela 2, onde também
estdo incluidos os resultados associados ao GMRES ndo

pré-condicionado (NP) e a um pré-condicionador de fatores
completos (LU). Sem pré-condicionamento o0 GMRES é
muito ineficiente apresentando um elevado nudmero de
operacdes (16.164). Com um pré-condicionador de fatores
completos, o nimero de operacfes foi de 413, sendo 199
do pré-condicionador e 214 do GMRES. Com o ILUT(7y),
0 numero de operacOes efetuadas para a construgdo do
pré-condicionador diminuiu e as efetuadas pelo GMRES se
manteve, totalizando 369. Para o ILUT(72), 0 nimero de
operacdes efetuadas para a construcdo do pré-condicionador
diminuiu ainda mais e as efetuadas pelo GMRES aumentou,
totalizando 571 operagdes. O aumento da tolerancia absoluta
para eliminar mais elementos ndo-nulos reduz o nimero de
operac0es efetuadas para a construgéo do pré-condicionador.
Por outro lado, a sua qualidade é comprometida, piorando a
taxa de convergéncia do GMRES e aumentando em maiores
proporcBes as operacBes efetuadas no processo iterativo.
Isto ocorreu devido ao fato do mecanismo de eliminacdo
de elementos ndo-nulos estar baseado numa tolerancia
relativa (explicado anteriormente), e ndo na absoluta. Para
a tolerdncia 7 este mecanismo, a priori, ndo seguiu a
seqliéncia desejada de eliminacdo, ja que 0s préximos
elementos a serem eliminados deveriam ser lig 4, lgs,...,
I2,1. Ao invés disso, foram eliminados elementos I7 3 e Iz 4
gerando erros que afetaram negativamente a qualidade do
pré-condicionador ILU, justificando o aumento no nimero
de operagdes efetuadas pelo GMRES.

Tabela 2: Numero de operag6es de ponto flutuante

NP LU ILUT
— | 7N T2
Pré-condicionador — 199 | 155 | 143
GMRES 16.164 | 214 | 214 | 428
Total 16.164 | 413 | 369 | 571

Outra situagdo interessante esti associada ao grande valor
do erro resultante da eliminagéo do elemento I 2. Isto
ocorreu em funcdo do modelo de fluxo de carga considerado
(Monticelli, 1983) utilizar valores muito elevados na
diagonal da matriz para barras de referéncia e de tensdo
controlada.  Esses valores produzem elementos muito
pequenos em L e grandes em U. Os solucionadores, tanto 0s
diretos como os iterativos, devem ser capazes de contornar
esta situacdo. Sem considerar esses valores elevados, a
matriz Jacobiana é apenas mal condicionada. Por outro lado,
se forem considerados, a matriz se torna extremamente mal
condicionada.

2.2 Regra de Eliminacdo Composta

E proposta uma estratégia de eliminagdo de elementos
ndo-nulos do fator L baseada no erro gerado a fim de evitar
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0s problemas mostrados. Sendo L o fator triangular inferior
completo e L o incompleto, apds a eliminagdo de um Unico
elemento e reescrevendo (2) como em (3) (Benzi, Szyld &
Van Duin, 1999; Benzi, 2002), verifica-se que (L - L) possui
apenas um elemento n&o nulo, /;;, (eliminado em L ), como
apresentado em (4).

Erro(Li) = ||(L—L).U||,,i > k 3)
0
(L-L)=10 Lik >k (4)
0 0 0
Substituindo (4) em (3):
0 0
(L-L).U=1|0 lik-:ukzk
0 0
0 0
lqkuk7 lzku;m ,i>k (5)
0 0

Resultando para o célculo do erro:

Erro(ly) = |Lik| . mazx {ugm},i > k,m=k,..,n]

(6)

O processo de fatoracdo usado é conhecido como IKJ e
deriva da elimina¢do Gaussiana (Saad, 2003). Para computar
0 erro gerado pela eliminagdo do elemento [;; é necessario
conhecer todos os elementos ., ja calculados nos passos
anteriores. Ja para o erro gerado pelo elemento w; €
necessario conhecer os elementos [,,,;, mas nem todos sdo
conhecidos. Portanto, a regra baseada no erro é aplicada
apenas nos elementos do fator L, enquanto que uma variante
da regra convencional é usada para os elementos de U. O
resultado é um pré-condicionador que aplica dois critérios
de eliminacéo da seguinte forma:

e De acordo com a relagdo dada por (7), um elemento
l;x € eliminado se o erro resultante for menor que
uma tolerancia & usada para todas as linhas de L.
Caso contrario, calcula-se I;; usando-se o elemento
a, da matriz resultante do processo de eliminacéo
Gaussiana até a correspondente etapa. Ja para um
elemento wu;., este € eliminado se for menor que
uma tolerancia relativa 7;, obtida multiplicando-se uma
tolerancia absoluta pela média aritmética dos elementos
da i-ésima linha da matriz de coeficientes original (8).
O célculo de w é efetuado de acordo com a fatoragdo
IKJ e seu algoritmo é apresentado no Apéndice A (Saad,
2003).

0, Erro(ly) <&
!

l,; : = a’; 7

k:(l,..]iiq) uk:, Erro(lyg) > & )
0 W < T;

i = ’ 8

k:(i:ﬁl}i..,n) { Wy, Wk 2T ®

O célculo da norma-2 usada na regra convencional de
eliminacdo, que é dada pela raiz quadrada da soma dos
quadrados dos elementos da linha, pode exigir consideravel
esforco computacional dependendo da dimensdo da matriz
de coeficientes. Portanto, ao invés de se usar esta norma
para eliminagdo dos elementos em U, optou-se pela média
aritmética dos elementos da i-ésima linha da matriz de
coeficientes original. Este procedimento reduz o nimero de
operagdes de ponto flutuante, sem comprometer a qualidade
do pré-condicionador. No entanto, a eficiéncia de ambas
heuristicas é inferior a da regra baseada no erro proposta aqui
para eliminagdo dos elementos em L.

O método aplicado na fatoracdo IKJ impede que a eliminagéo
baseada no erro seja também aplicada no fator U. Por outro
lado, se L apresentar um maior ndmero de elementos a
eliminar, a aplicacdo da regra baseada no erro apenas em
L ainda pode ser vantajoso. Através de trés diferentes
configuracBes de sistemas elétricos procurou-se estabelecer
uma relacdo percentual entre os elementos de L e de U
que estariam abaixo de uma tolerdncia absoluta 7 (7; e
To estabelecidos anteriormente) e que seriam eliminados.
Os resultados estdo ilustrados na Figura 1 e confirmam
que a maioria dos elementos a eliminar estd no fator L e
que, portanto, a regra proposta pode melhorar a eficiéncia
numérica e computacional do processo iterativo devido a
uma melhor qualidade do pré-condicionador ILUT.

O GMRES pode convergir no menor nimero possivel
de iteracBes e operagBes e neste caso, a ndo eliminagéo
de elementos ndo nulos em U ndo afetaria sua taxa de
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convergéncia.  Porém, caso esses elementos ndo sejam
eliminados, o nimero de operacbes de ponto flutuante
aumenta e o esforco para a construcdo do pré-condicionador
também.

B Elementos eliminacos em L
! Elementos eliminacios em L

B Elementos eliminacos em L
! Elementos liminacios em

33% - 33% -
67% 67%

(a) Sistema IEEE-118 barras (71 e 72)

B Elementos eliminacos em L
! Elementos eliminacios em
22%

23%
‘,% ‘%

(b) Sistema Norte-Nordeste - 257 barras (71 € 72)

B Elementos eliminados em L
| Elementos liminados em U

28% 28%

(c) Sistema Brasileiro — 3.315 barras (r; € 72)

B Elementos eliminacos em L
! Elementos eliminscios em L

B Elementos eliminados em L
| Elementos eliminados em U

Figura 1: Quantidade percentual de eliminagdo em L e U.

2.3 Reordenamento

Pré-condicionadores ILU séo sensiveis ao reordenamento da
matriz de coeficientes, reduzindo o nimero de elementos
ndo-nulos (da mesma forma como usado com os métodos
diretos) e melhorando a estabilidade numérica da fatoragéo.
Na maioria dos casos, o reordenamento melhora a taxa de
convergéncia dos métodos do subespaco Krylov (Benzi &
Tuma, 2000). As duas classes de métodos mais populares
para esta aplicacdo sdo o Cuthill-McKee reverso - RCM
(Cuthill, 1972) e o Minimum Degree. A primeira confina
0s elementos ndo-nulos em uma banda estreita e a segunda
minimiza a quantidade de elementos ndo-nulos analisando o
padrdo de esparsidade da matriz usando a teoria dos grafos
(Watkins, 2002).

Para o problema de fluxo de carga, foi proposto em (Alves
et al, 1999) um esquema de reordenamento envolvendo
matrizes simétricas definidas positivas que, segundo os
autores, é tdo eficiente para os métodos iterativos quanto
0 método de Tinney Il (Tinney,1967) que é exemplo
dos métodos Minimum Degree, é para os diretos. O
RCM foi considerado em (Pessanha, Portugal & Saavedra,

2010; Flueck & Chiang, 1998) na construcdo de um
pré-condicionador ILU também para solugdo do fluxo de
carga. No presente trabalho, o desempenho desses dois
métodos é comparado a fim de obter informagdes mais
detalhadas que as apresentadas nessas referéncias com
relacdo ao reordenamento e aos métodos iterativos. As
investigagdes (experimentos numeéricos) da proxima secao
estdo baseadas na taxa de convergéncia do GMRES dada
por (9) (Saad, 2003), em funcdo da norma do residuo a
cada iteracdo linear ¢ dada por (10) onde rie ry; sdo 0s
residuos da primeira e da Gltima iteragdo linear convergida
e Ni é o nimero total de iteracbes lineares. Ainda em
(10) , A é uma matriz de coeficientes n x n e b um
vetor de dimensdo-n. Solucionando o subproblema linear
do fluxo de carga pré-condicionando o sistema original
pela esquerda atraves da matriz de transformacdo M, e
incluindo reordenamento através da matriz P, o residuo passa
a ser expresso por (11) , onde J é a matriz Jacobiana na
k-ésima iteracdo Newton-Raphson e x; a solucdo procurada
(Pessanha, Portugal & Saavedra, 2010).

lOgm”rl ||/||TNZ H

Ni—1 ®)

I7illy = o — Az (10)

AP 1"
ri=M;'.PT. [ AOQ } - M [PT.J.P] . [AZ]]
b —
"' (11)

3 EXPERIMENTOS NUMERICOS

E avaliado o desempenho do método iterativo GMRES
pré-condicionado na solucdo do subproblema linear do fluxo
de carga considerando a estratégia de eliminagdo composta.
E usada uma configuracao do sistema elétrico brasileiro com
3.515 barras e 301 geradores no cenario de carga pesada,
resultando numa matriz Jacobiana da ordem de 7.030 x
7.030.

Nos experimentos numéricos sdo analisados quatro
indicadores: a taxa de convergéncia, o0 nimero em milhGes
de operacdes de ponto flutuante (MFlops), o tempo de
CPU e o numero de novos elementos ndo-nulos. Em
todos os experimentos foram usadas como tolerancias os
valores 1072 e 10~° para os sistemas ndo-lineares e lineares
(absoluta e relativa), respectivamente. Aqui, vale notar que,
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a toleréncia dos sistemas ndo-lineares influencia no nimero
de sistemas lineares a ser resolvido pelo GMRES. Quanto
menor for esta tolerancia, maior serd o nimero de iteragdes
do método Newton-Raphson para atingir a precisdo desejada
e conseqlientemente maior serd& o numero de sistemas
lineares a ser resolvido. O nimero mé&ximo de iteracGes foi
de 15 para sistemas ndo-lineares e de 100 para os lineares
(GMRES).

3.1 Parametros do Pré-Condicionador

E necessario cautela com relagdo aos valores dos parametros
das regras de eliminacéo (convencional e composta) para se
construir o pré-condicionador. Este € um aspecto critico
quando se usa pré-condicionadores baseados em fatoragdo
incompleta, pois valores ndo adequados podem eliminar
mais, ou menos, elementos ndo nulos do que 0 necessario,
refletindo negativamente na qualidade do pré-condicionador
e conseqlientemente na eficiéncia e robustez do método
iterativo.  Para ilustrar os efeitos dos pardmetros das
regras desde a construcdo do pré-condicionador até a
convergéncia do GMRES, foram simulados 75.076 fluxos
de carga considerando diferentes p e 7, e 112.225 fluxos
para diferentes £ e 7. Os resultados estdo ilustrados na
Figura 2 sob forma de gréficos cujas tonalidades estdo
associadas a0 numero de operacdes efetuadas. A regido
mais escura em ambos os gréficos corresponde as simulacdes
que resultaram no menor ndmero de operacdes de ponto
flutuante. Portanto, qualquer par desta regido a priori, pode
ser considerado para futuras simulagBes (como assumido
para os Casos subseqiientes). Ja as regifes mais claras
correspondem as simulagdes que resultaram nos maiores
nimeros de operacdes de ponto flutuante. As barras
laterais aos gréficos fornecem informagbes normalizadas
sobre a evolucdo do nimero de operacbes & medida que
os parametros se afastam das regifes mais escuras até a
branca, ou seja, a de ndo convergéncia (NC). Sao informados
também, os nlmeros minimo e maximo de operacdes em
MegaFlops (MFlops) para cada estratégia de eliminacdo
onde se nota que a composta efetua menos operagdes em
qualquer extremidade (minimo e maximo).

Como j& informado, os pardmetros (Apéndice B)
considerados nos proximos experimentos numeéricos
fazem parte da regido mais escura, isto é, a de menor nimero
de operaces. Portanto, usou-se o qué de melhor cada regra
poderia oferecer, tornando de certa forma mais justas as
comparagdes entre as regras (Caso I1).

m nce x10°
100 4,53 12,8414
50
1,30
80
Fi]
1,60
P g
50 1,40
40
30 1,20
20 B
11 1,00 2,653
10
(a) Parametros p e 7
NC x10®
212 |47
1,80
1,60
1,40
1,20
1,00 12232

1w 1w "0 0w 1w’
Tr
(a) Parametros £ e T

Figura 2: Indicadores de operac¢fes de ponto flutuante

3.2 Caso I: Estratégias de
Reordenamento
Este caso investiga a influéncia das estratégias de

reordenamento Tinney Il, que faz parte da classe
de métodos minimum degree, e o RCM, quando
aplicadas na matriz Jacobiana calculada e usada na
construcdo do pré-condicionador. A Tabela 3 informa
0 ndmero de elementos ndo-nulos incluidos nos fatores
triangulares do pré-condicionador para cada tipo de
reordenamento. Comparado ao RCM, o método de Tinney
I1 (Minimum Degree) evitou 36.645 elementos ndo-nulos no
pré-condicionador. A redugdo do nimero desses elementos
apés o reordenamento diminui o esforco computacional
associado a constru¢do do pré-condicionador, como

84 Revista Controle & Automacé&o/Vol.22 no.1/Janeiro e Fevereiro 2011



informado na Figura 3 pelo nimero de operacdes efetuadas
(MFlops). A estratégia de reordenamento Tinney Il resulta
num menor nimero de operagdes e menor tempo de CPU,
apesar da construcdo do pré-condicionador exigir maior
esforco que o gasto pelo GMRES. Sem reordenamento o
tempo de CPU foi de 25,43 s.

Os gréficos da Figura 4 oferecem informagdes percentuais
sobre os elementos ndo-nulos eliminados e os ndo eliminados
pela regra convencional associada ao pré-condicionador
ILUT para cada estratégia de reordenamento. Usando-se
0 método de Tinney Il, a quantidade de elementos
ndo-nulos eliminados foi de apenas 2,95%, menos
eliminacbes em termos percentuais se comparado ao
RCM. Entretanto, o nimero de elementos nao-nulos
resultantes do reordenamento Tinney Il é bem menor que
do RCM (ver informacdes da Tabela 3). A influéncia
do reordenamento na taxa de convergéncia do GMRES §é
mostrada atraves do grafico da Figura 5, confirmando néo
apenas o seu efeito positivo, mas também a superioridade do
método de Tinney II.

Tabela 3: Elementos ndo-nulos: Caso |

Sem Reordenamento | RCM | Tinney Il
3.435.437 52.083 | 15.438
x10 8
12
0,.375(s)
10 |
B + W, -
¢ |
o
= 4 - = 0,187 (s)
- — __
" | | .
RCM Tinneyll
BPré-condiconadeor 44227 1,9696
BGMRES 5, 7065 o, o027
Soma Total 10,1201 25723

Figura 3: Namero de operacdes e tempo de CPU: Caso |

3.3 Caso II: Regra Composta

Apesar do reordenamento Tinney Il evitar um grande
nimero de elementos ndo-nulos nos fatores triangulares do
pré-condicionador ILU, este Gltimo ainda deve fazer uso
de uma regra de eliminagdo para manter a caracteristica
dos fatores triangulares incompletos. Ainda, fazendo uso
apenas do reordenamento (sem pré-condicionamento), a

ILUT - Tinney |l

ILUT - RCM

H Elementos nao-eliminados

I Elementos eliminados

Figura 4: Elementos eliminados: Caso |

| e s .| = Tinney li
— RO

= = = Sem Reordenzmento

Taxa de Convergencia

Numero de Reragbes Newton-Raphson

Figura 5: Taxa de convergéncia do GMRES - regra de
eliminag&o convencional

eficiéncia computacional do processo iterativo do GMRES
pode ser bastante prejudicada, ou até mesmo nao solucionar
o0 problema. Ambas as situagdes foram observadas ao longo
das investigacdes.

No presente conjunto de simulagdes é testada a estratégia
de eliminacdo proposta e o resultado ¢ comparado com a
convencional. Disponibiliza-se também o resultado com o
pré-condicionador LU (sem eliminacdo). A estratégia de
reordenamento considerada é Tinney |l por ter apresentado
melhores resultados (Caso ). A Tabela 4 informa a
quantidade de elementos ndo-nulos e a Figura 6 o0 nimero
de operagdes de ponto flutuante e o tempo de CPU para
solucionar o subproblema linear. A eliminacéo baseada na
estratégia composta apresenta 0 menor ndmero de elementos
ndo-nulos, menor nimero de operagfes e menor tempo de
CPU mostrando, neste caso, ser mais eficiente que a regra
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convencional.

Os gréficos da Figura 7 oferecem informac@es percentuais
sobre o processo de eliminag8o, onde se nota um aumento
na quantidade de elementos eliminados pela regra composta
em comparacdo com a regra convencional. Portanto, se
a regra composta for adequadamente combinada com o
reordenamento Tinney Il, mais elementos sdo eliminados
sem comprometer a qualidade da solucdo e melhorando a
taxa de convergéncia do GMRES, reduzindo o ndmero de
operagdes efetuadas durante o processo iterativo.

Finalmente, a Tabela 5 informa o ganho percentual para
cada estratégia em termos de eficiéncia computacional com
base no maior tempo de CPU (sem eliminacdo e com
pré-condicionador LU).

Tabela 4: Elementos ndo-nulos: Caso Il

EIimina_(;éo Eliminacao Sem Eliminagao
Convencional Composta
15.438 14.720 15.794

Tabela 5: Eficiéncia computacional (Ganho)
Eliminagdo Convencional | Eliminagdo Composta

3,1% 32,6%
108
0,193(5)
2.7
0,487(5) 0,130(5)
2,2
& 1,7
=]
E 12
0,7
8.2 Sem
Convendonal | Composta ; i
Eliminagao
®Pré-condiciona dor 1,9696 1,7565 2,0532
mGMRES 0,7027 0,7027 0,7027
'Soma Total 26723 2,4591 2,7558

Figura 6: Namero de operacg@es e tempo de CPU: Caso I

4 CONCLUSOES

Visando um processo iterativo (GMRES) pré-condicionado
eficiente para solucionar o subproblema linear do fluxo
de carga, o presente artigo propds uma estratégia para
eliminar elementos ndo-nulos durante a construgdo de um

Regra Convencional Regra Composta

9,75%

H Elementos ndo-eliminados

2,95%

| Elermentos eliminados

Figura 7: Elementos eliminados: Caso Il.

pré-condicionador ILUT fazendo uso de dois critérios; um
baseado no erro gerado para eliminar os elementos do fator
L e o outro numa tolerancia relativa obtida pelo produto
da tolerancia absoluta pela média aritmética dos elementos
da i-ésima linha da matriz de coeficientes para eliminar os
elementos de U. A necessidade de se apresentar tal proposta
estd no fato da regra convencional, bastante divulgada
na literatura, estar sujeita a gerar grandes erros devido a
eliminagdo inadequada de certos elementos prejudicando a
eficiéncia do processo iterativo, mesmo quando aplicada na
solucéo de sistemas lineares de pequeno-porte.

Foi mostrado também que, com o reordenamento Tinney Il 0
numero de elementos ndo nulos é bem menor em comparagao
ao obtido com reordenamento RCM, reduzindo o nimero de
operacdes efetuadas na construcdo do pré-condicionador e
na aplicacdo do GMRES. Portanto, o reordenamento Tinney
Il usado na construgdo do pré-condicionador ILUT junto
com a regra de eliminagdo proposta melhoram o processo
de solucdo devido a um aumento na robustez e na eficiéncia
do método GMRES, resultado de um pré-condicionador de
melhor qualidade.

Apesar do problema investigado estar associado a engenharia
de sistemas elétricos, acredita-se que a proposta possa
ser aplicada em outros problemas cientificos, ja que o
ponto chave esta na eliminacdo de elementos ndo-nulos do
pré-condicionador ILU.
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APENDICE A
Algoritmo basico do Pré-Condicionador ILUT

Passo 1. Parai = 2,...,n Fazer:

Passo 2. W= A «

Passo 3. Parak =1,...,i - 1 e quando wy, # 0 Fazer:

Passo 4. Wk 1= Wk /g

Passo 5. Aplicar a regra para preencher ou descartar wy,
Passo 6. Se wy, # 0 Entdo:

Passo 7. Paraj=k+1,...,n Fazer:

Passo 8. W; =W, - Wi Ug;

Passo 9. Fim — Fazer

Passo 10. Fim - Se

Passo 11. Fim — Fazer

Passo 12. Aplicar a regra para preencher ou descartar os elementos na linha w
Passo 13. Lij:=wj;paraj=1,..,i-1

Passo 14. U;; :==w; paraj=i,..,n

Passo 15. w:=0

Passo 16. Fim - Fazer

APENDICE B

Dados dos Pré-condicionadores

Tabela B.I: Pardmetros da regra convencional

[ Parametro [ Tinneyll [ RCM |
T 41x10712 1 1,0x10°7
P 9% 18

Tabela B.II: Parametros da regra composta

| ParAmetro | Regra Convencional | Regra Baseada no Erro

T 4,1x10°12 432x10~7
£ — 1,89x10~4
P 95 92
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